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I. Vytvořující funkce
Definice 1.1.
Buď 
[image: image1.wmf]X

 náhodná veličina, která nabývá pouze přirozených hodnot (včetně 0), tj. hodnot 
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 Pak veličina 
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 se nazývá celočíselná náhodná veličina. (
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Definice 1.2.
Buď 
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 celočíselná náhodná veličina, položme 
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 Pak vytvořující funkci náhodné veličiny 
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 definujeme takto:
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Po rozepsání má vytvořující funkce tvar: 
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Zřejmě platí: 
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Věta 1.1.
Buď 
[image: image11.wmf]X

 celočíselná náhodná veličina, 
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Důkaz:
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Speciálně dostáváme: 
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Zřejmě též platí: 
[image: image23.wmf];
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Věta nám dává návod, jak ze znalosti vytvořující funkce vypočítat střední hodnotu a rozptyl. Platí totiž: 
[image: image24.wmf];
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Poznámka:

Buď 
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Poznámka:

Výraz 
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Věta 1.2.
Buď 
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Důkaz:
a) Položme 
[image: image43.wmf][
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(

)

(

0

0

0

s

P

s

s

p

s

s

p

s

p

s

q

s

P

X

a

j

j

j

a

j

a

j

j

a

l

l

a

l

l

l

l

Y

×

=

=

=

=

=

å

å

å

å

¥

=

¥

=

+

¥

=

-

¥

=

 
[image: image45.wmf];

;

a

j

l

a

l

j

+

=

-

=


b) Položme 
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c) Plyne již z bodů a), b)
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Věta 1.3.
Buďte 
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 nezávislé celočíselné náhodné veličiny, nechť 
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Jinými slovy: Vytvořující funkce součtu nezávislých náhodných veličin je rovna součinu vytvořujících funkcí jednotlivých náhodných veličin.
Důkaz:

Označme: 
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Důsledek:
Buďte 
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 nezávislé stejně rozdělené celočíselné veličiny s vytvořující funkcí 
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Věta 1.4.
Buď 
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 celočíselná náhodná veličina, 
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Položme 
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Pak platí: 
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Dále platí: 
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Důkaz:
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Dostali jsme: 
[image: image78.wmf];

1

)

(

1

)

(

ˆ

s

s

P

s

Q

X

-

-

=

 tj. 
[image: image79.wmf]);

(

1

)

(

ˆ

)

1

(

s

P

s

Q

s

X

-

=

-

 (platí i pro 
[image: image80.wmf]1

=

s

) derivováním obdržíme následující: 
[image: image81.wmf]);

(

)

(

ˆ

)

1

(

)

(

ˆ

s

P

s

Q

s

s

Q

X

¢

-

=

¢

-

+

-

 tj. 
[image: image82.wmf]);

(

)

(

ˆ

)

1

(

)

(

ˆ

s

P

s

Q

s

s

Q

X

¢

=

¢

-

-

 pro 
[image: image83.wmf]1

=

s

 pak dostaneme: 
[image: image84.wmf];

)

1

(

)

1

(

ˆ

X

E

P

Q

X

=

¢

=


Derivujme poslední rovnost ještě jednou, dostaneme: 
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Příklad 1.1.
Uvažujme binomické rozdělení 
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 vypočtěme vytvořující funkci náhodné veličiny 
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Vypočteme vytvořující funkci.
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Poznamenejme, že náhodná veličina s binomickým rozdělením je součtem nezávislých náhodných veličin s nula-jedničkovým (alternativním) rozdělením (viz PMS). Vytvořující funkce náhodné veličiny s alternativním rozdělením je 
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. Dle důsledku Věty 1.3. je vytvořující funkce binomického rozdělení mocninou vytvořující funkce 0-1 rozdělení.
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Vypočtěme ještě:
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Příklad 1.2.

Uvažujme Poissonovo rozdělení 
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Příklad 1.3.

Uvažujme Geometrické rozdělení 
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Vypočteme vytvořující funkci.
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Příklad 1.4

Uvažujme Negativně Binomické rozdělení. 
[image: image130.wmf];
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Vypočteme vytvořující funkci.
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Je patrné, že náhodná veličina s rozdělením 
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Poznámka:

Počet nezdarů před 1. zdarem v sérii nezávislých pokusů má Geometrické rozdělení s parametrem 
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Zřejmě 
[image: image151.wmf]S

 je také celočíselná náhodná veličina. Zjistíme, jak vypadá vytvořující funkce veličiny 
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Dospěli jsme ke vzorci: 
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Vytvořující funkce součtu náhodného počtu nezávislých náhodných veličin je složená funkce. Jde o složení vytvořující funkce počtu a náhodné veličiny.
Zjistíme střední hodnotu a rozptyl veličiny 
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Příklad 1.5.
Buďte 
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Dále platí: 
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Příklad 1.6.

Je jisté území s pastmi. Na území v jistou dobu vstoupí 
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 Zvíře, které vstoupilo na území, se chytí do pasti s pravděpodobností 
[image: image182.wmf])
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 počet zvířat, která se celkem chytí. Máme určit rozdělení náhodné veličiny 
[image: image184.wmf]S

.
Zřejmě jde o součet náhodného počtu nezávislých náhodných veličin. Veličiny 
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 mají alternativní rozdělení, tj. 
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Také platí: 
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 (příklad 1.2.)
Vytvořující funkce veličiny 
[image: image189.wmf]S

 je složení vytvořující funkce veličiny 
[image: image190.wmf]N

 a vytvořující funkce veličiny 
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Veličina 
[image: image195.wmf]S

 má Poissonovo rozdělení s parametrem 
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Větvící se proces
Předpokládejme, že na počátku je 
[image: image197.wmf]m

 jedinců (
[image: image198.wmf]N

Î

m

). Každý jedinec dá vzniknout 
[image: image199.wmf]X

 jedincům, kde 
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 je náhodná veličina. V dalším stadiu dá každý nově vzniklý jedinec vzniknout 
[image: image201.wmf]X

 jedincům, přičemž počty jedinců jsou nezávislé.
Označme 
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 počet jedinců, které vznikly v 
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Opět jde o součet náhodného počtu nezávislých náhodných veličin.
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Také platí: 
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Je-li 
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 rodokmen jedinců jednou zanikne. Je-li 
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 rodokmen jedinců se neomezeně rozroste.
Položme: 
[image: image212.wmf];
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obecně:
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Poznámka:
Větvící se proces se také nazývá Galton-Watsonův proces.
Použité zdroje:

1) Dupač V., Dupačová J.: Markovovy procesy I, II

2) Křivý I.: Náhodné procesy (Ostravská univerzita, článek stažen z internetu)

3) Prášková Z., Lachout P.: Základy náhodných procesů
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