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Kombinatorika
Kombinatorika se zabývá tím, kolika způsoby mohu např. 
[image: image1.wmf]n

 prvků seřadit do řady, kolika způsoby mohu z 
[image: image2.wmf]n

 prvků vybrat 
[image: image3.wmf]k

 prvků, kolik skupin je možno vytvořit, apod. Předmětem kombinatoriky je výpočet, kolika způsoby lze seřadit, vybrat, uspořádat jisté objekty. Základem jsou permutace, variace, kombinace.
Permutace:
Buď dána konečná množina 
[image: image4.wmf]M

, která obsahuje 
[image: image5.wmf]n

 prvků, označme je čísly 
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 Permutace množiny je libovolné „přerovnání“ či „přeházení“ prvků. Vzniká otázka: Kolika způsoby lze prvky množiny 
[image: image8.wmf]M

 přerovnat nebo-li permutovat? Kolika způsoby lze prvky množiny seřadit do řady?

Označme 
[image: image9.wmf])
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 počet permutací 
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n

prvkové množiny. Zřejmě je: 
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Při řazení prvků mám poprvé 
[image: image12.wmf]n

 možností, podruhé již jen 
[image: image13.wmf]1
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 možností, potřetí již jen 
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 možností. Po 
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Platí tedy: 
[image: image18.wmf];
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 také platí: 
[image: image19.wmf]);
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Součin 
[image: image20.wmf]1
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 se nazývá 
[image: image21.wmf]-
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faktoriál a značí se: 
[image: image22.wmf]!
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, přičemž definujeme: 
[image: image23.wmf]1
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. Faktoriál tedy můžeme též definovat rekurentně:

[image: image24.wmf];
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[image: image25.wmf];
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Závěr: 
[image: image26.wmf]n

 prvků můžeme seřadit 
[image: image27.wmf]!

n

 způsoby.
Máme-li např. 
[image: image28.wmf]n

 knih, můžeme je narovnat do knihovny 
[image: image29.wmf]!

n

 způsoby. Podobně se může 
[image: image30.wmf]n

 lidí seřadit do řady 
[image: image31.wmf]!

n

 způsoby.
Protože se v kombinatorice budeme s faktoriály často setkávat, uvedeme si faktoriály prvních 10 přirozených čísel (
[image: image32.wmf]1
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[image: image34.wmf];
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Zároveň je patrné, že faktoriály velmi rychle rostou.
Zřejmě platí: 
[image: image35.wmf];
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Faktoriál většího čísla lze vyjádřit pomocí faktoriálu menšího čísla.
Zabývejme se dále tímto případem: Máme danou konečnou množinu 
[image: image36.wmf]M

 o 
[image: image37.wmf]n

 prvcích, dále 
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 prvcích, přičemž 
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. Kolika způsoby lez prvky množiny 
[image: image41.wmf]M

 přerovnat, mají-li být prvky množiny 
[image: image42.wmf]N

 „pohromadě“ (vedle sebe).
Nejprve přerovnáváme (permutujeme) prvky, které nejsou z podmnožiny 
[image: image43.wmf]N

. Na podmnožinu 
[image: image44.wmf]M
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 pohlížíme jako na jeden prvek. Pak permutujeme prvky podmnožiny 
[image: image45.wmf]N

. Celkem je tedy množností:
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Předpokládejme nyní, že množina prvků je rozdělena (disjunktně) do 
[image: image47.wmf]l

 tříd, v každé třídě je 
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Prvky v každé třídě jsou navzájem nerozlišitelné, tj. můžeme je libovolně prohazovat a nebude to znát. Lze je srovnat 
[image: image51.wmf]!

n

 způsoby, ale některá „srovnání“ budou vypadat stejně. Počet různě vypadajících srovnání bude roven počtu:

[image: image52.wmf];
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Příklad:
V učebně je lavice o 6 místech. Kolika způsoby se může do lavice posadit 6 žáků? Kolika způsoby se může do lavice posadit 6 žáků, jestliže jistí 2 žáci chtějí sedět vedle sebe? Kolika způsoby se může do lavice posadit 6 žáků, jestliže jistí 3 žáci chtějí sedět vedle sebe? Kolik je možností, chce-li jistý žák sedět na kraji?
a) 
[image: image53.wmf];

720

!

6

1

=

=

P

 je 720 možností.

b) 
[image: image54.wmf];
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 je 240 možností.

c) 
[image: image55.wmf];
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 je 144 možností.

d) 
[image: image56.wmf];
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 je 240 možností.

Příklad:

Vyřešme rovnici s faktoriály.
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[image: image60.wmf]15
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Záporný kořen zřejmě nevyhovuje.

Příklad:

Máme 
[image: image61.wmf]n

 prvků. Zvětšíme-li počet prvků o 2, zvětší se počet permutací 
[image: image62.wmf]´
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. Určeme počet prvků.
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 prvků ( 
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Dostáváme tedy rovnici:
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[image: image68.wmf]0

10

3

12

2

3

12

)

1

)(

2

(

2

2

=

-

+

=

+

+

=

+

+

n

n

n

n

n

n


Dostali jsme kvadratickou rovnici, kterou vyřešíme podle známého vzorce přes Diskriminant.
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Dostali jsme 2 řešení, přičemž záporné zřejmě nevyhovuje. Vyhovuje pouze 
[image: image70.wmf]2
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Počet prvků je tedy 2.
Ze 2 prvků jsou 2 permutace, ze 4 prvků je 24 permutací.
Variace:
Buď dána konečná množina 
[image: image71.wmf]M

, která obsahuje 
[image: image72.wmf]n

 prvků, označme je čísly 
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 Variace 
[image: image75.wmf]-
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 prvků je seskupení, do kterého je vybráno 
[image: image77.wmf]k

 prvků z množiny 
[image: image78.wmf]M

, přičemž záleží na pořadí. Rozlišujeme variace bez opakování a variace s opakováním. V případě variací bez opakování lze jeden prvek vybrat nejvýše jednou. V případě variací s opakováním lze každý prvek vybrat libovolněkrát.
a) Variace bez opakování (
[image: image79.wmf])
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V tomto případě předpokládáme, že 
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 prvků vybíráme 
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 prvků. Poprvé máme 
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 možností, podruhé již jen 
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 možností, potřetí již jen 
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 možností. Možností je:
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Speciálně máme:

[image: image89.wmf]);
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Variace 
[image: image90.wmf]-
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 prvků jsou permutace.
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b) Variace s opakováním (
[image: image93.wmf])
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V tomto případě může být i 
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 prvků vybíráme 
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 prvků, přičemž máme pokaždé 
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 možností. Možností je: 
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Speciálně máme:
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[image: image100.wmf]k
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Příklad:
Družstvo o 10 členech závodí v běhu. Určeme, kolika způsoby se mohou umístit na stupních vítězů.

Na stupních vítězů je 1., 2., 3. místo. Z 10 závodníků vybereme3, přičemž se nemohou opakovat, záleží na pořadí. Jde o variace 3. třídy z 10 prvků bez opakování.
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Je tedy 720 možností, jak se členové družstva mohou umístit na stupních vítězů.
Příklad:

Máme 6 barevných pruhů (různé barvy). Kolika způsoby z nich můžeme sestavit vlajku o 3 barevných pruzích?
Na vlajce se barvy nemohou opakovat, ale na pořadí záleží. Jde o variace 3. třídy ze 6 prvků bez opakování.

[image: image102.wmf];
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Celkem je tedy 120 možností.

Kolik je možností, když máme podmínku, aby se na vlajce vyskytoval modrý pruh?
V tomto případě vybíráme 2 pruhy ze zbylých 5 barevných pruhů, tj. máme možností: 
[image: image103.wmf];
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 Protože modrý pruh může být na libovolné pozici, je celkem 
[image: image104.wmf]60
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 možností.
Kdyby byla např. ještě určená pozice modrého pruhu, bylo by již jen 20 možností.
Příklad:

Ve třídě je 20 žáků. Máme z nich vybrat žáky do těchto funkcí: předseda, místopředseda, pokladník, referent. Kolika způsoby to lze provést?
Jde o variace 4. třídy z 20 prvků bez opakování.
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Celkem je tedy 116 208 možností, což je velký počet.
Příklad:

Žáci mají ve škole 12 předmětů. Kolika způsoby je možné sestavit rozvrh na jeden den, je-li 5 vyučovacích hodin a žádný předmět se neopakuje?
Jde o variace 5. třídy z 12 prvků bez opakování.
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Celkem je tedy 95 040 možností, což je velký počet.

Příklad:

Kolik různých slovních přesmyček je možné utvořit ze slova MATEMATIKA? Bereme i ta slova, která nedávají smysl.

Jde o permutace s opakováním, neboť písmeno A se vyskytuje 3(, písmeno M se vyskytuje 2(, písmeno T se vyskytuje 2(, písmena E, I, K se vyskytují 1(. Celkem 10 písmen.
Možností je 
[image: image107.wmf]!
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, ale některé přesmyčky budou vypadat stejně.

[image: image108.wmf];
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Počet různě vypadajících přesmyček bude tedy 24( menší. Jejich počet je 151 200, což je stále velký počet.
Příklad:

Je 10 žáků, z toho 4 dívky a 6 chlapců. Kolika způsoby se mohou postavit do fronty? Kolika způsoby se mohou postavit, mají-li dámy přednost?
a) Jde o permutace 10 prvků, možností je: 
[image: image109.wmf];
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b) Jde o permutace 4 prvků a pak 6 prvků: 
[image: image110.wmf];
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což je již podstatně menší počet

Příklad:

Je 10 lidí a 2 lavice za sebou. Na každou lavici se vejde 5 lidí. Kolika způsoby se mohou posadit na lavice?
Jde o permutace 10 prvků, možností je: 
[image: image111.wmf];
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Kolika způsoby se mohou posadit, jestliže 3 lidi chtějí sedět v 1. lavici, 2 lidi chtějí sedět ve 2. lavici, ostatním 5 lidem je to jedno.

V 1. lavici vybereme 3 místa, jde o variace 3. třídy z 5 prvků. V 2. lavici vybereme 2 místa, jde o variace 2. třídy z 5 prvků.
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Ostatních 5 lidí se může na zbylá místa posadit 
[image: image113.wmf]120
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 způsoby. Celkem je možností: 
[image: image114.wmf];
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Příklad:

Ve vlaku je kupé o 8 místech, 4 místa jsou po směru jízdy, 4 místa jsou proti směru jízdy. Kolika způsoby se může do kupé posadit 8 lidí? Kolika způsoby se může do kupé posadit 8 lidí, jestliže 2 chtějí sedět po směru jízdy? Kolika způsoby se může do kupé posadit 8 lidí, jestliže 2 chtějí sedět po směru jízdy, 2 chtějí sedět proti směru jízdy? (ostatním je to jedno).
a) Jde o permutace 8 prvků, možností je: 
[image: image115.wmf];
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b) Na sedadle po směru jízdy vybereme 2 místa, jde o variace 2. třídy ze 4 prvků. Zbylých 6 lidí se může na zbylá místa posadit 
[image: image116.wmf]720
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[image: image117.wmf];
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 Celkem je možností: 
[image: image118.wmf];
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c) Na sedadle po směru jízdy vybereme 2 místa, jde o variace 2. třídy ze 4 prvků. Na sedadle proti směru jízdy vybereme 2 místa, jde o variace 2. třídy ze 4 prvků. Zbylí 4 lidi se můžou na zbylá místa posadit 
[image: image119.wmf]24
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Celkem je možností: 
[image: image120.wmf];
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Tento příklad se řešil podobně jako předchozí.
Příklad:

Máme 7 květináčů, přičemž jsou 4 květiny druhu A, 3 květiny druhu B. Kolika způsoby můžeme květináče seřadit do řady, aby žádné 2 květiny druhu B nebyly vedle sebe?
4 květináče s druhem květiny A seřadíme do řady 
[image: image121.wmf]24
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4

=

 způsoby. Květináče s druhem květiny B dáme do mezer mezi nimi, můžeme i na kraj. Celkem je 5 mezer, počítáme-li i ty krajní, z nich vybereme 3 mezery, to lze 
[image: image122.wmf]60
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 způsoby.
Celkem je možností: 
[image: image123.wmf];
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Příklad:

Počet variací 3. třídy bez opakování je 5× více než variací 2. třídy bez opakování. Určeme počet prvků.

[image: image124.wmf])
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[image: image125.wmf]7

5

2

=

=

-

n

n


Počet prvků je 7.

[image: image126.wmf];
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Příklad:

Zvětší-li se počet prvků o 2, zvětší se počet variací 2. třídy bez opakování o 26. Určeme počet prvků.
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[image: image128.wmf]26
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[image: image129.wmf]6
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Počet prvků je 6.


[image: image130.wmf];
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Kombinace:
Buď dána konečná množina 
[image: image131.wmf]M

, která obsahuje 
[image: image132.wmf]n

 prvků, označme je čísly 
[image: image133.wmf]n
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. 
[image: image134.wmf];
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 Kombinace 
[image: image135.wmf]-

k

té třídy z 
[image: image136.wmf]n

 prvků je seskupení, do kterého je vybráno 
[image: image137.wmf]k

 prvků z množiny 
[image: image138.wmf]M

, přičemž nezáleží na pořadí. Rozlišujeme také kombinace bez opakování a kombinace s opakováním. Zatím se budeme zabývat kombinacemi bez opakování.
Rozdíl mezi variacemi a kombinacemi je ten, že u variací záleží na pořadí, u kombinací nezáleží na pořadí. Proto je kombinací 
[image: image139.wmf]-

k

té třídy z 
[image: image140.wmf]n

 prvků 
[image: image141.wmf]´
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 méně než variací 
[image: image142.wmf]-

k

té třídy z 
[image: image143.wmf]n

 prvků.
Platí: 
[image: image144.wmf];
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Takto se značí kombinační čísla, čte se 
[image: image145.wmf]n

 nad 
[image: image146.wmf]k

, předpokládáme 
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Kombinační čísla se též počítají takto:

[image: image149.wmf];

2

1

)

1

(

)

1

(

!

)!

(

!

k

k

n

n

n

k

k

n

n

k

n

×

×

×

+

-

×

×

-

×

=

×

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

K

K


Poznámka:

Formálně dodefinujeme: 
[image: image150.wmf]k
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Příklad:
Určeme kolika způsoby můžeme ze 4 prvků vybrat 2 prvky.

Zde nezáleží na pořadí, jde o kombinace 2. třídy ze 4 prvků.

[image: image151.wmf];
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Nechť 
[image: image152.wmf]{
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, vypíšeme všechny 2 prvkové kombinace: 
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Příklad:

Ve třídě je 20 žáků, 4 z nich mají jet na soustředění. Kolika způsoby je lze vybrat?

Zde nezáleží na pořadí, jde o kombinace 4. třídy z 20 prvků.


[image: image154.wmf];
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Celkem je tedy 
[image: image155.wmf]845

4

 možností.
Příklad:

V jistém družstvu je 9 lidí, mezi nimi i Pepa. Nyní máme vybrat 4 lidi. Kolika způsoby to lze provést? Kolika způsoby to lze provést, má-li být Pepa vybrán? Kolika způsoby to lze provést, nemá-li být Pepa vybrán?

Jde o kombinace, neboť nezáleží na pořadí.

a) 
[image: image156.wmf];
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 Je tedy 126 možností.

b) Vybereme Pepu a ze zbylých 8 lidí vybereme ještě další 3 lidi.

[image: image157.wmf];
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 Je tedy 56 možností.

c) Pepu dáme stranou, ze zbylých 8 lidí vybereme 4 lidi.

[image: image158.wmf];
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 Je tedy 70 možností.

Platí: 
[image: image159.wmf];
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Tento vztah později zobecníme.
Příklad:
Ve skupině je 8 chlapců a 3 dívky. Máme vybrat 4 lidi. Kolik je možností?

Zde nezáleží na pořadí, jde o kombinace 4. třídy z 11 prvků (celkem je 11 lidí).


[image: image160.wmf];
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Celkem je tedy 
[image: image161.wmf]330

 možností.

Položme si nyní otázku: Kolik je možností, mají-li tam být 4 chlapci, dále 3 chlapci a 1 dívka, 2 chlapci a 2 dívky, 1 chlapec a 3 dívky.
a) 4 chlapci, možností je: 
[image: image162.wmf];
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b) 3 chlapci a 1 dívka, možností je: 
[image: image163.wmf];
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c) 2 chlapci a 2 dívky, možností je: 
[image: image164.wmf];
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d) 1 chlapec a 3 dívky, možností je: 
[image: image165.wmf];
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Udělejme kontrolní součet: 
[image: image166.wmf];
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Můžeme to též zapsat takto: 
[image: image167.wmf];
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Tento vztah později zobecníme.

Nyní si odvodíme některé vlastnosti kombinačních čísel:
a) 
[image: image168.wmf];
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b) 
[image: image169.wmf];
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c) 
[image: image170.wmf];
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d) 
[image: image171.wmf];
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 (důležitá vlastnost)
ad a) 
[image: image172.wmf];
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ad b) 
[image: image173.wmf];
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ad c) 
[image: image174.wmf];
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ad d) 
[image: image175.wmf]=
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[image: image176.wmf]=

×

+

×

-

-

-

-

×

+

+

×

=

×

+

×

-

-

+

×

-

-

-

=

!

)

1

(

)!

1

(

)

(

)

(

!

)

1

(

!

!

)

1

(

)!

1

(

!

!

)!

1

(

)

(

!

k

k

k

n

k

n

k

n

n

k

n

k

k

k

n

n

k

k

n

k

n

n



[image: image177.wmf]=
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[image: image178.wmf];
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Vztah d) lze přepsat také takto: 
[image: image179.wmf];

1

1

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

k

n

k

n

k

n


Vztah d) je důležitý vztah mezi kombinačními čísly, neboť nám umožňuje sestavit tzv. Pascalův trojúhelník.
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V 
[image: image181.wmf]-

n

tém řádku Pascalova trojúhelníku (počítáno od 0) jsou kombinační čísla 
[image: image182.wmf];
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 tj. je tam 
[image: image183.wmf]1

+

n

 čísel. Každé číslo je součtem čísel, která jsou nad ním.
Např. 
[image: image184.wmf];
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Dále je z Pascalova trojúhelníku zřejmé, že platí: 
[image: image185.wmf];
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 tedy součet čísel v každém řádku je mocnina čísla 2.
Příklad:

Na večírku se sešlo 
[image: image186.wmf]n

 lidí, všichni si navzájem ťukli sklenkami (každý s každým). Kolik bylo na večírku lidí, jestliže se ozvalo 66 cinknutí?
Počet cinknutí je 
[image: image187.wmf];
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Máme rovnici:

[image: image188.wmf];
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[image: image189.wmf];
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[image: image190.wmf]ï
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Záporné číslo úloze nevyhovuje, přichází v úvahu pouze 
[image: image191.wmf]12
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.
Na večírku bylo 12 lidí, platí 
[image: image192.wmf]66
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Příklad:

Zmenší-li se počet prvků o 1, zmenší se počet kombinací 2. třídy (bez opakování) o 17. Určeme počet prvků.
Máme rovnici:
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[image: image194.wmf]2
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[image: image195.wmf]2
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[image: image196.wmf]36
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[image: image197.wmf]18
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Počet prvků je 18. Platí: 
[image: image198.wmf];
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Příklad:

Skupinu 20 lidí rozdělím na 3 menší skupinky. V první skupince jich bude 10, v druhé skupince jich bude 6, ve třetí skupince budou zbylí 4. Kolika způsoby to lze provést?
Do první skupiny vybereme 10 lidí, to lze provést 
[image: image199.wmf]756
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Do druhé skupiny vybereme 6 lidí ze zbylých 10, to lze provést 
[image: image200.wmf]210
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Do třetí skupiny vybereme 4 lidi ze zbylých 4, to lze provést 
[image: image201.wmf]1
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Provést to lze celkem 
[image: image202.wmf]760
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 způsoby (což je velký počet).
Počet způsobů, kterými to lze provést lze vyjádřit také takto:
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Na pořadí skupin záleží, ale nezáleží na pořadí lidí uvnitř skupin.
Příklad:

Máme skupinu 12 lidí, kde jsou 4 ženy a 8 mužů, rozdělit na 2 skupiny po 6 lidech. Kolika způsoby to lze provést?
Lze to provést 
[image: image204.wmf]924
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Kolika způsoby to můžeme provést, mají-li v každé menší skupině být 2 ženy a 4 muži?
Lze to provést 
[image: image205.wmf]420
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 způsoby.

Binomická věta:

Pro 
[image: image206.wmf]-

n

tou mocninu dvojčlenu platí toto:


[image: image207.wmf];

)

(

0

å

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

+

n

k

k

k

n

n

B

A

k

n

B

A


Po rozepsání dostaneme:


[image: image208.wmf];
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V Binomické větě se vyskytují kombinační čísla. V každém členu je součet exponentů roven číslu 
[image: image209.wmf]n

. U jedné proměnné se exponent snižuje, u druhé zvyšuje.
Ukážeme si Binomickou větu pro některá 
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[image: image212.wmf];

5

10

10

5

)

(

;

4

6

4

)

(

5

4

3

2

2

3

4

5

5

4

3

2

2

3

4

4

B

AB

B

A

B

A

B

A

A

B

A

B

AB

B

A

B

A

A

B

A

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

=

+


Položíme-li: 
[image: image213.wmf]1
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Nyní si odvodíme další vztahy mezi kombinačními čísly. Nechť 
[image: image215.wmf]N
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 dále platí: 
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Porovnáním koeficientů dostaneme: 
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Dostali jsme další důležitý vztah mezi kombinačními čísly (viz Př. x).
Položíme-li 
[image: image222.wmf]k
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Příklad:
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[image: image225.wmf];
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[image: image227.wmf];
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Příklad:
V bedně je 
[image: image231.wmf]N

 výrobků, z toho je 
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Dobrých výrobků je 
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Příklad:

Máme 12 lidí rozdělit na 3 skupiny po 4 lidech. kolika způsoby to můžeme provést?
Nejdříve vybereme 4 lidi, což lze provést 
[image: image242.wmf]÷
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 způsoby, čímž máme 1. skupinu. Pak vybereme ze zbývajících 8 lidí další 4 lidi, což lze provést 
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 způsoby, čímž máme 2. skupinu. Nakonec dáme zbylé 4 lidi do 3. skupiny, což lze provést 
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Počet možností je: 
[image: image245.wmf];
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Poznamenejme, že na pořadí skupin záleží, ale nezáleží na pořadí lidí uvnitř skupin.
Příklad:

Zadání stejné jako minule, ale jistí 2 lidé chtějí být v jedné skupině.
Dáme ty 2 lidi stranou, rozlišíme případy, kdy budou v 1., 2., nebo 3. skupině.
Budou v 1. skupině: 
[image: image246.wmf];
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Budou v 2. skupině: 
[image: image247.wmf];
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Budou v 3. skupině: 
[image: image248.wmf];
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Celkem je možností: 
[image: image249.wmf];
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Příklad:

Zadání stejné jako minule, ale jistí 2 lidé nechtějí být v jedné skupině.

Dáme ty 2 lidi stranou, rozlišíme případy, kdy 1 bude v 1. skupině a 1 bude v 2. skupině, 1 bude v 1. skupině a 1 bude v 3. skupině, 1 bude v 2. skupině a 1 bude v 3. skupině.
1. a 2. skupina: 
[image: image250.wmf];
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1. a 3. skupina: 
[image: image251.wmf];
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2. a 3. skupina: 
[image: image252.wmf];
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Celkem je možností: 
[image: image253.wmf];
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