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Posloupnosti
Posloupnost je zobrazení (předpis), které každému přirozenému číslu přiřadí reálné číslo. Obraz čísla 
[image: image1.wmf]N
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 je 
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, pro posloupnost se používá označení 
[image: image5.wmf]{
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Poznámka:

V obecném případě mohou být členy posloupnosti i jiné objekty než čísla. Definičním oborem nemusí být vždy množina přirozených čísel. Také mohou být konečné posloupnosti, kdy definičním oborem je množina 
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, v tom případě se značí 
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Pokud v posloupnosti platí:
· 
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Příklad:
Nechť pro posloupnost platí: 
[image: image12.wmf];
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 pak je ta posloupnost konstantní, tj. všechny členy jsou stejné. Tato posloupnost je nerostoucí a neklesající zároveň.
Nechť prvek 
[image: image13.wmf]n
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 je člen posloupnosti. Pak prvek 
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 je jeho předchůdce, prvek 
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 je jeho následovník.
Poznámka:

Upozorníme na jisté drobné odlišnosti v označení.

Symbol 
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 znamená posloupnost (zobrazení, předpis).

Symbol 
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 znamená množinu všech členů posloupnosti.

Symbol 
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 znamená 
[image: image19.wmf]-
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Aritmetická posloupnost:
Rozdíl dvou sousedních členů je konstantní (
[image: image20.wmf]N
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Číslo 
[image: image21.wmf]d

 je diference aritmetické posloupnosti.
Geometrická posloupnost:
Podíl dvou sousedních členů je konstantní (
[image: image22.wmf]N
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Číslo 
[image: image23.wmf]q

 je kvocient geometrické posloupnosti.
Příklad:
Nechť jsou dána čísla 
[image: image24.wmf]R
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[image: image27.wmf](
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Tedy rozdíl 2 sousedních členů je konstantní, je to aritmetická posloupnost s diferencí 
[image: image28.wmf]K
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Příklad:

Nechť jsou dána čísla 
[image: image29.wmf]{
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[image: image32.wmf];
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Tedy podíl 2 sousedních členů je konstantní, je to geometrická posloupnost s kvocientem 
[image: image33.wmf]c
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.

Poznámka:
Posloupnost nemusí být ani aritmetická, ani geometrická.

Konstantní posloupnost je aritmetická s diferencí nula a zároveň geometrická s kvocientem 1.

Zde budeme pracovat převážně s aritmetickými a geometrickými posloupnostmi.
Aritmetická posloupnost
Rozdíl dvou sousedních členů je konstantní (
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Číslo 
[image: image35.wmf]d

 je diference aritmetické posloupnosti.

Vztah sousedních členů lze také vyjádřit takto: 
[image: image36.wmf];

1

d

a

a

n

n

+

=

+


Buď dána aritmetická posloupnost (AP) s diferencí 
[image: image37.wmf]d

, buďte dále čísla 
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Platí: 
[image: image39.wmf];
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Obecně platí: 
[image: image40.wmf];
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Položíme-li 
[image: image42.wmf];
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 dostaneme: 
[image: image43.wmf];
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Známe-li první člen aritmetické posloupnosti a diferenci, pak můžeme vypočítat její libovolný člen.

[image: image44.wmf];
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Příklad:
V aritmetické posloupnosti je dáno: 
[image: image45.wmf];
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 Určeme první člen a diferenci.

Vyjdeme ze vzorce: 
[image: image46.wmf];

)

11

20

(

11

20

d

a

a

-

=

-

 čímž dostaneme rovnici o jedné neznámé, kterou pak vyřešíme.
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Zjistili jsme, že diference posloupnosti je 
[image: image48.wmf]3

.
První člen 
[image: image49.wmf]1
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 určíme např. z rovnice: 
[image: image50.wmf];
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Zjistili jsme, že první člen posloupnosti je 
[image: image52.wmf]5

.
Také nás u posloupností zajímá součet prvních 
[image: image53.wmf]n

 členů. Součet značíme následovně: 
[image: image54.wmf];
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Napřed si odvodíme vzorec pro součet čísel po sobě jdoucích, tj. 
[image: image55.wmf];
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Je-li 
[image: image56.wmf]n

 sudé, máme 
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 dvojic, které dávají součet 
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. Sečteme první a poslední, pak druhé a předposlední, atd. Součet činí: 
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Je-li 
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 liché, 
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 dvojic, které dávají součet 
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 a prostřední číslo 
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Dostáváme důležitý vzorec pro součet 
[image: image65.wmf]n

 čísel po sobě jsoucích počínaje od jedné.
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Poznámka:
Tento vzorec objevil matematik Gauss. Učitel zadal žákům sečíst čísla od 1 do 100 a myslel si, že žáky na delší dobu zaměstná. Gauss však objevil výše uvedený trik a měl součet hned, čímž učitele překvapil.

Nyní určíme vzorec pro součet prvních 
[image: image67.wmf]n

 členů aritmetické posloupnosti.

[image: image68.wmf]);

(

2

1

2

)

1

(

2

)

1

(

2

2

)

1

(

))

1

(

1

(

)

1

(

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

1

n

n

n

a

a

n

d

n

a

a

n

d

n

a

n

d

n

n

na

d

n

na

d

n

a

d

a

a

a

a

a

S

+

=

-

+

+

=

-

+

=

-

+

=

=

-

+

+

+

=

-

+

+

+

+

+

=

+

+

+

=

K

K

K


Dostali jsme vzorec pro součet prvních 
[image: image69.wmf]n

 členů aritmetické posloupnosti.
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Geometrická posloupnost
Podíl dvou sousedních členů je konstantní (
[image: image71.wmf]N

Î

"

=

+

n

q

a

a

n

n

;

1

).
Číslo 
[image: image72.wmf]q

 je kvocient geometrické posloupnosti.

Vztah sousedních členů lze také vyjádřit takto: 
[image: image73.wmf];
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Buď dána geometrická posloupnost (AP) s kvocientem 
[image: image74.wmf]q

, buďte dále čísla 
[image: image75.wmf]s
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Platí: 
[image: image76.wmf];
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Obecně platí: 
[image: image77.wmf];
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Položíme-li 
[image: image79.wmf];

;

1

n

s

r

=

=

 dostaneme: 
[image: image80.wmf];
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Známe-li první člen geometrické posloupnosti a kvocient, pak můžeme vypočítat její libovolný člen.
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Příklad:

V geometrické posloupnosti je dáno: 
[image: image82.wmf];
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 Určeme první člen a kvocient. Předpokládáme, že kvocient je kladný.
Vyjdeme ze vzorce: 
[image: image83.wmf];
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 čímž dostaneme rovnici o jedné neznámé, kterou pak vyřešíme.
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Zjistili jsme, že kvocient je 
[image: image85.wmf]2

.
První člen 
[image: image86.wmf]1
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 určíme např. z rovnice: 
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[image: image88.wmf]16

3

32

6

32

6

2

6

1

1

5

1

=

=

=

×

=

a

a

a


Zjistili jsme, že první člen posloupnosti je 
[image: image89.wmf]16
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Příklad:

V geometrické posloupnosti platí: 
[image: image90.wmf];
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 Určeme první člen 
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 a kvocient 
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Postupně dosadíme: 
[image: image93.wmf];
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[image: image94.wmf];
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Platí vzorec: 
[image: image95.wmf]);
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Rovnice vydělíme (první vydělíme druhou) a dostaneme:

[image: image96.wmf];
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Po dalších úpravách postupně dostaneme:

[image: image97.wmf];
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[image: image98.wmf];
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Vznikla kvadratická rovnice, kterou vyřešíme pomocí vzorce (viz kvadratické rovnice).
Také nás u posloupností zajímá součet prvních 
[image: image99.wmf]n

 členů. Součet značíme následovně: 
[image: image100.wmf];
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Napřed si připomeneme vzorec: 
[image: image101.wmf];
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Všechny členy se zruší až na první a poslední.
Nyní určíme vzorec pro součet prvních 
[image: image102.wmf]n

 členů geometrické posloupnosti.
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Dostali jsme vzorec pro součet prvních 
[image: image104.wmf]n

 členů geometrické posloupnosti.
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