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III. Markovovy řetězce
V této kapitole se budeme zabývat Markovovými řetězci s diskrétním časem. Předpokládáme, že množina stavů, ve kterých se řetězec nachází, je nejvýše spočetná. Množina stavů Markovova řetězce se obvykle značí 
[image: image1606.wmf]3

.
Definice 3.1.
Buďte 
[image: image2.wmf]K
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 celočíselné náhodné veličiny. Systém 
[image: image3.wmf]{

}

¥

=

0

n

n

X

 je Markovův řetězec, jestliže platí:
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pro každé 
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Jestliže platí: 
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, říkáme též, že systém je čase 
[image: image7.wmf]n

 ve stavu 
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.
Pravděpodobnost přechodu systému ze stavu 
[image: image9.wmf]i

 do stavu 
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 nezávisí na tom, v jakých stavech byl systém v minulosti, tj. nezávisí na způsobu, jak se systém do stavu 
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 dostal. Schematicky lze též definici Markovova řetězce vyjádřit takto:
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Dále označme:
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Definice 3.2.

V Markovově řetězci se pravděpodobnosti 
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 nazývají absolutní pravděpodobnosti, pravděpodobnosti 
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 se nazývají pravděpodobnosti přechodu.
Dále definujeme matici pravděpodobností přechodu takto: 
[image: image16.wmf](

)

K

K

,

1

,

0

,

1

,

0

)

;

(

)

;

(

=

=

=

j

i

ij

m

n

p

m

n

P

, vektor absolutních pravděpodobností takto: 
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Poznámka:

Matice pravděpodobností přechodu může mít též nekonečně mnoho řádků i sloupců. Vektor absolutních pravděpodobností může mít nekonečně mnoho složek.

Rozlišujeme Markovovy řetězce s konečně mnoha stavy a nekonečně (spočetně) mnoha stavy.

Řádkový součet prvků v matici pravděpodobností přechodu musí dát 1, tj. 
[image: image18.wmf];

1

=

å

j

ij

p


Takové matici se říká stochastická matice. Jsou-li v matici řádkové i sloupcové součty rovny 1, pak se ji říká dvojně stochastická matice.
Poznámka:

To, že řádkové součty jsou rovny 1, lze též vyjádřit takto: 
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 je vektor ze samých jedniček. To také znamená, že jedno z vlastních čísel matice 
[image: image21.wmf]P

 je 
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 a jemu příslušný vlastní vektor je 
[image: image23.wmf]j

. Platí dokonce, že 
[image: image24.wmf]1

 je největší vlastní číslo matice 
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Definice 3.3.

Platí-li 
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, nazývá se Markovův řetězec homogenní. Znamená to, že pravděpodobnosti přechodu nezávisí na čase, ale pouze na časovém odstupu.
Věta 3.1.
Pro Markovův řetězec 
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Důkaz:
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neboť systém 
[image: image31.wmf]{
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 je dle předpokladu Markovův řetězec.
□
Věta 3.2.

V Markovově řetězci platí:
a) 
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);

;

(

)

(

)

(

m

n

m

n

n

m

T

T

<

×

=

P

p

p


b) 
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Důkaz:

a) Vypočtěme:
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tedy: 
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b) Vypočtěme:
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tedy: 
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□
V homogenním Markovově řetězci matice pravděpodobností přechodu nezávisí na čase, tj. můžeme položit: 
[image: image43.wmf])
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Věta 3.3.

V homogenním Markovově řetězci platí:

a) 
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Důkaz:

Dokáže se snadno indukcí dle 
[image: image48.wmf]n
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□
Nadále se omezíme na homogenní Markovovy řetězce. Prvky matice 
[image: image49.wmf]n
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 budeme značit 
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Poznámka:
Nechť je systém na počátku (v čase 0) ve stavu 
[image: image51.wmf]j

. Buď 
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 jev, že se systém do stavu 
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 opět vrátí (
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 rekurentní jev (Def. 2.1.). V Markovově řetězci budeme klasifikovat stavy, zda jsou trvalé či přechodné. V tomto případě je 
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Je-li systém na počátku ve stavu 
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, jde o rekurentní jev se zpožděním.
Definice 3.4.

Stav 
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 v Markovově řetězci je periodický s periodou 
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Definice 3.5.

Nechť v homogenním Markovově řetězci existuje vektor 
[image: image65.wmf]π

, pro nějž platí:
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Jestliže navíc platí: 
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 nazývá se vektor 
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 stacionární rozdělení.

Po rozepsání dostaneme: 
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Poznámka:

Pro stacionární rozdělení (pokud existuje), platí též: 
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 Vztah se snadno dokáže indukcí dle 
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Věta 3.4.

1) Nechť v Markovově řetězci existuje stacionární rozdělení, nechť stav 
[image: image72.wmf]j

 je neperiodický. Pak platí:
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4) Je-li 
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 trvalý.

Důkaz:
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limitním přechodem dostaneme: 
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Pro stacionární rozdělení též platí: 
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[image: image84.wmf];
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3) Je-li 
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□
Jsou-li všechny stavy neperiodické a existuje-li stacionární rozdělení, pak matice 
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 konverguje k matici, která má stejné řádky, tj. 
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Poznámka:

Nechť existuje stacionární rozdělení.

Pro matici 
[image: image90.wmf]Π

 platí následující vztahy: 
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 (plyne z definice stacionárního rozdělení)
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Z uvedených vztahu se indukcí snadno odvodí, že platí:
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Dále platí: 
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indukcí dostaneme: 
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Tedy dle jedné věty platí:
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(maticová řada 
[image: image103.wmf]å

¥

=

-

0

)

(

k

k

Π

P

 konverguje)
Věta 3.5.

Nechť v Markovově řetězci existuje stacionární rozdělení, nechť stav 
[image: image104.wmf]j

 je periodický s periodou 
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Důkaz:

viz
Věta 3.6.

V Markovově řetězci platí toto:
a) Nechť je systém ve stavu 
[image: image108.wmf]i

, pak doba setrvání ve stavu 
[image: image109.wmf]i

 má geometrické rozdělení 
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b) Pravděpodobnost toho, že první přechod ze stavu 
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 bude do stavu 
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Důkaz:

Buď 
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 doba setrvání ve stavu 
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Pravděpodobnost, že první přechod ze stavu 
[image: image120.wmf]i

 bude do stavu 
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 se dá vyjádřit jako součet pravděpodobností neslučitelných jevů: Systém bude po 
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 krocích ve stavu 
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 kroku přejde do stavu 
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Střední hodnota doby setrvání ve stavu 
[image: image127.wmf]i

 je pak: 
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Poznámka:

Nechť je systém na počátku ve stavu 
[image: image132.wmf]j

, pak máme: 
[image: image133.wmf];
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Definujeme: 
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Nechť je systém na počátku ve stavu 
[image: image135.wmf]i

, pak máme: 
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Definujeme: 
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Označme symbolem 
[image: image138.wmf]ij
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 dobu, za kterou se systém dostane ze stavu 
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 do stavu 
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. Speciálně 
[image: image141.wmf]jj

T

 je doba návratu do stavu 
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. Dále označme symbolem 
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 dobu setrvání ve stavu 
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. Již víme (předchozí věta), že doba setrvání má Geometrické rozdělení a 
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Plyne to snadno z analogické věty pro rekurentní jevy.
Poznámka:

Matici 
[image: image149.wmf],
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 lze někdy určit tak, že najdeme vlastní čísla matice 
[image: image150.wmf]P

 a jim odpovídající vlastní vektory. Již víme, že jedno z vlastních čísel matice 
[image: image151.wmf]P

 je 
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 a jemu příslušný vlastní vektor je ze samých jedniček.
Pokud jsou všechna vlastní čísla různá (charakteristický polynom má pouze jednoduché kořeny), je matice pravděpodobností přechodu diagonalizovatelná. Pak platí: 
[image: image153.wmf];
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[image: image154.wmf]J

 je diagonální matice s vlastními čísly na diagonále a sloupce matice 
[image: image155.wmf]C

 jsou odpovídající vlastní vektory (viz LA, kap. 12, 13).
Matici 
[image: image156.wmf],
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 lze určit také tak, že použijeme Perronův vzorec. Ten je ale složitý a vyžaduje znalost vlastních čísel matice.
Věta 3.x.

Buď dán Markovův řetězec s konečně mnoha stavy, tj. 
[image: image157.wmf]{
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. Nechť matice pravděpodobností přechodu 
[image: image158.wmf]P

 je dvojně stochastická (řádkové i sloupcové součty jsou rovné jedné). Pak existuje stacionární rozdělení a platí:
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Důkaz:

Protože matice 
[image: image161.wmf]P

 je dvojně stochastická, platí: 
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1

;

1

1

1

=

=

å

å

=

=

N

i

ij

N

j

ij

p

p

 (řádkové i sloupcové součty jsou rovné 1). Pro stacionární rozdělen platí: 
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Řešení 
[image: image165.wmf];
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 soustavě rovnic vyhovuje,
neboť platí: 
[image: image166.wmf];

1

1

1

1

1

1

1

1

j

N

i

ij

N

i

ij

N

i

ij

i

N

N

p

N

p

N

p

p

p

=

=

×

=

=

=

å

å

å

=

=

=



□
Příklad 3.x.
Buď 
[image: image167.wmf]{

}

¥

=

0

n

n

X

 posloupnost nezávislých (stejně rozdělených) náhodných veličin, které nabývají jen nezáporných celočíselných hodnot, 
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Posloupnost náhodných veličin 
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[image: image171.wmf];
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Jde o homogenní Markovův řetězec. Matice pravděpodobností přechodu má všechny řádky stejné.
Příklad 3.x.
Za situace z předchozího příkladu položme: 
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Veličiny 
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  Jde o homogenní Markovův řetězec.
Matice pravděpodobností přechodu vypadá takto:

[image: image179.wmf];
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Příklad 3.x. (model 2 obchodních domů)
Zákazníci chodí nakupovat do 2 obchodních domů, A, B. Průzkumem bylo zjištěno toto: 

· 90% zákazníků, kteří nakupují v obchodním domě A, tam nakupují i další den, 10% zákazníků další den nakupuje v obchodním domě B.

· 80% zákazníků, kteří nakupují v obchodním domě B, tam nakupují i další den, 20% zákazníků další den nakupuje v obchodním domě A.

Zde se jedná o Markovův řetězec se 2 stavy, A, B. Snadno sestavíme matici pravděpodobností přechodu.
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Povšimněme si, že řádkové součty jsou rovny 1.
Nyní určíme, jak se bude měnit situace po 2 či 3 dnech. Spočítáme: 
[image: image181.wmf]3
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[image: image183.wmf];
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Povšimněme si, že řádkové součty jsou stále rovny 1.
Tím jsme např. zjistili, že 83% zákazníků, kteří nakupují v obchodním domě A, tam budou opět nakupovat po 2 dnech. Ze zákazníků, kteří nakupují v obchodním domě A, bude jen 78,1% po 3 dnech opět nakupovat v obchodním domě A, apod.
Nechť např. to bylo na počátku 50% v domě A, 50% v domě B (fifty-fifty), tj. 
[image: image184.wmf]);

5

,

0

;

5

,

0

(

)

0

(

=

T

p

 Platí:

[image: image185.wmf](

)

(

)

;

;

45

,

0

;

55

,

0

;

8

,

0

;

2

,

0

;

1

,

0

;

9

,

0

;

5

,

0

;

5

,

0

)

0

(

)

1

(

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

×

=

P

p

p

T

T



[image: image186.wmf](
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[image: image187.wmf](
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Všimněme si, že návštěvnost obchodního domu A se bude zvětšovat, návštěvnost obchodního domu B se bude zmenšovat.

Určeme stacionární rozdělení, tj. určeme vektor: 
[image: image188.wmf]T
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Máme soustavu rovnic: 
[image: image189.wmf];
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 (rovnice jsou lineárně závislé)
Ještě přidáme podmínku: 
[image: image190.wmf];
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Soustava má řešení, dostaneme: 
[image: image191.wmf];
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Tím jsme získali stacionární rozdělení. Ať byla návštěvnost obchodních domů na počátku jakákoliv, po delší době se to ustálí na tom, že asi 66,7% zákazníků bude navštěvovat obchodní dům A, 33,3% zákazníků bude navštěvovat obchodní dům B.
Také víme, že oba stavy jsou trvalé.
Matici 
[image: image192.wmf];
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 lze též určit následovně: Najdeme vlastní vektory a vlastní čísla matice 
[image: image193.wmf]P

 (viz LA, kap 12,13). Víme, že jedno z vlastních čísel je 1, jemu příslušný vlastní vektor je ze samých 1, neboť řádkové součty jsou rovny 1, tj. platí:
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[image: image196.wmf];

7

,

0

7

,

1

02

,

0

)

8

,

0

)(

9

,

0

(

;

8

,

0

;

2

,

0

;

1

,

0

;

9

,

0

)

det(

)

(

2

+

-

=

-

-

-

=

-

-

-

-

=

-

=

l

l

l

l

l

l

l

l

P

I

P

ch



[image: image197.wmf]î

í

ì

=

±

=

±

=

-

±

=

;

7

,

0

;

1

2

3

,

0

7

,

1

2

09

,

0

7

,

1

2

8

,

2

89

,

2

7

,

1

2

,

1

l


Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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. Vlastní vektor příslušný 
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přičemž: 
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Sloupce matice 
[image: image207.wmf]C

 tvoří vlastní vektory příslušné jednotlivým vlastním číslům. Protože matice 
[image: image208.wmf]P

 má jednoduchá vlastní čísla, je diagonalizovatelná (viz Lineární Algebra, podobnost matic, kap. 13).

Matici pravděpodobností přechodu 
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 lze vyjádřit takto:
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Také platí: 
[image: image211.wmf];
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Tím jsme získali vyjádření libovolné mocniny matice pravděpodobností přechodu.

Zřejmě platí: 
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Stacionární rozdělení je: 
[image: image215.wmf];
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 což souhlasí s výsledkem zjištěným dříve.
Matici 
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 můžeme vyjádřit také takto: 
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Určíme např. matici 
[image: image218.wmf]6

P

, také určíme, jaké bude rozložení zákazníků po 6 dnech.
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Pokud na počátku všichni zákazníci nakupují v obchodním domě A (
[image: image221.wmf])
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Pokud na počátku všichni zákazníci nakupují v obchodním domě B (
[image: image223.wmf])
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Pokud je to na počátku mezi obchodními domy „fifty-fifty“ (
[image: image225.wmf])
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Předpokládejme, že zákazník nakupuje v obchodním domě A, určíme střední hodnotu doby, za kterou bude opět nakupovat v obchodním domě A. Jde o rekurentní jev.
Určíme to pomocí vytvořující funkce.

[image: image227.wmf]);

7

,

0

2

(

)

(

3

1

)

(

11

n

n

n

p

A

u

+

=

=
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 (což souhlasí)
Předpokládejme, že zákazník nakupuje v obchodním domě B, určíme střední hodnotu doby, za kterou bude opět nakupovat v obchodním domě B. Jde o rekurentní jev.

Určíme to pomocí vytvořující funkce.
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 (což souhlasí)

Předpokládejme, že zákazník nakupuje v obchodním domě A, určíme střední hodnotu doby, za kterou bude nakupovat (pro změnu) v obchodním domě B. Jde o rekurentní jev se zpožděním.

Určíme to pomocí vytvořující funkce.
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Pravděpodobnosti 
[image: image244.wmf]n

b

 zde šlo určit i bez vytvořujících funkcí.

Předpokládejme, že zákazník nakupuje v obchodním domě B, určíme střední hodnotu doby, za kterou bude nakupovat (pro změnu) v obchodním domě A. Jde o rekurentní jev se zpožděním.

Určíme to pomocí vytvořující funkce.
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Pravděpodobnosti 
[image: image250.wmf]n

b

 zde šlo určit i bez vytvořujících funkcí.

Určíme ještě střední doby setrvání.
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Pokud zákazník nakupuje jistý den v obchodním domě A, pak v průměru 9 dnů tam bude nakupovat. Pokud zákazník nakupuje jistý den v obchodním domě B, pak v průměru 4 dny tam bude nakupovat.

Je nutno rozlišovat dobu setrvání v jistém stavu a dobu návratu do jistého stavu.
Pokud zákazník nakupuje jistý den v obchodním domě A, pak v průměru za 1,5 dne tam bude opět nakupovat (vrátí se). Pokud zákazník nakupuje jistý den v obchodním domě B, pak v průměru za 3 dny tam bude opět nakupovat (vrátí se).

Příklad 3.x. (model migrujících obyvatel)
· Pokud člověk bydlí v oblasti A, tak s pravděpodobností 5% se příští měsíc přestěhuje do oblasti B, na 95% setrvá v oblasti A.
· Pokud člověk bydlí v oblasti B, tak s pravděpodobností 3% se příští měsíc přestěhuje do oblasti A, na 97% setrvá v oblasti B.

Zde se jedná o Markovův řetězec se 2 stavy, A, B. Snadno sestavíme matici pravděpodobností přechodu.
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Povšimněme si, že řádkové součty jsou rovny 1.

Nyní určíme, jak se bude měnit situace po 2 či 3 měsících. Spočítáme: 
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Povšimněme si, že řádkové součty jsou stále rovny 1.

Tím jsme např. zjistili, že 90,4% obyvatel, kteří sídlí v oblasti A, tam budou opět sídlit po 2 měsících. Z obyvatel, kteří sídlí v oblasti A, bude asi jen 86,2% po 3 měsících opět sídlit v oblasti A, apod.

Určeme stacionární rozdělení, tj. určeme vektor: 
[image: image257.wmf]T
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Máme soustavu rovnic: 
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Ještě přidáme podmínku: 
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Soustava má řešení, dostaneme: 
[image: image260.wmf];
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Tím jsme získali stacionární rozdělení. Ať bylo osídlení oblastí na počátku jakákoliv, po delší době se to ustálí na tom, že asi 37,5% lidí bude sídlit v oblasti A, 62,5% lidí bude sídlit v oblasti B. Také víme, že oba stavy jsou trvalé.

Matici 
[image: image261.wmf];

,

N

P

Î

n

n

 lze též určit následovně: Najdeme vlastní vektory a vlastní čísla matice 
[image: image262.wmf]P

 (viz LA, kap 12,13). Víme, že jedno z vlastních čísel je 1, jemu příslušný vlastní vektor je ze samých 1, neboť řádkové součty jsou rovny 1, tj. platí:
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image267.wmf];
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. Vlastní vektor příslušný 
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přičemž: 
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Sloupce matice 
[image: image276.wmf]C

 tvoří vlastní vektory příslušné jednotlivým vlastním číslům. Protože matice 
[image: image277.wmf]P

 má jednoduchá vlastní čísla, je diagonalizovatelná (viz Lineární Algebra, podobnost matic, kap. 13).

Matici pravděpodobností přechodu 
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 lze vyjádřit takto:
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Také platí: 
[image: image280.wmf];
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Tím jsme získali vyjádření libovolné mocniny matice pravděpodobností přechodu.

Zřejmě platí: 
[image: image283.wmf];
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Stacionární rozdělení je: 
[image: image284.wmf];
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 což souhlasí s výsledkem zjištěným dříve.

Matici 
[image: image285.wmf]n

P

 můžeme vyjádřit také takto: 
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Určíme např. matici 
[image: image287.wmf]6

P

, také určíme, jaké bude rozložení obyvatel po 6 měsících.
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Pokud na počátku všichni obyvatelé sídlí v oblasti A (
[image: image290.wmf])
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Pokud na počátku všichni obyvatelé sídlí v oblasti B (
[image: image292.wmf])
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Pokud je to na počátku mezi oblastmi „fifty-fifty“ (
[image: image294.wmf])
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Předpokládejme, že jistý obyvatel sídlí v oblasti A, určíme střední hodnotu doby, za kterou bude opět sídlit v oblasti A. Jde o rekurentní jev.

Určíme to pomocí vytvořující funkce.
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[image: image302.wmf];
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Příklad 3.x.
Uvažujme Markovův řetězec o 2 stavech s maticí pravděpodobností přechodu:
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Určeme stacionární rozdělení, tj. určeme vektor: 
[image: image305.wmf]T
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Máme soustavu rovnic: 
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Ještě přidáme podmínku: 
[image: image307.wmf];
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Soustava má řešení, dostaneme: 
[image: image308.wmf];
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 Oba stavy jsou trvalé.
Najdeme vlastní vektory a vlastní čísla matice 
[image: image309.wmf]P
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image311.wmf];

4

1

;

1

2

1

-

=

=

l

l

 
[image: image312.wmf]{

}

4

1

;

1

)

(

-

=

P

Sp

. Vlastní vektor příslušný 
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přičemž: 
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Matici pravděpodobností přechodu 
[image: image320.wmf]P

 lze vyjádřit takto:
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Matice 
[image: image322.wmf]P

 je diagonalizovatelná, neboť má jednoduchá vlastní čísla.
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Tím jsme získali vyjádření libovolné mocniny matice pravděpodobností přechodu.

Zřejmě platí: 
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Stacionární rozdělení je: 
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 což souhlasí s výsledkem zjištěným dříve.

Matici 
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P

 můžeme vyjádřit také takto: 
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Určíme ještě tzv. vytvořující funkce a střední dobu návratu do stavů.
Nechť je systém na počátku ve stavu 1, určíme střední dobu návratu.
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 (což souhlasí)

Nechť je systém na počátku ve stavu 2, určíme střední dobu návratu
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 (což souhlasí)

Nechť je systém na počátku ve stavu 1, určíme střední dobu, než se dostane do stavu 2.


[image: image342.wmf](

)

;

0

;

0

4

1

5

2

5

2

)

(

12

=

-

-

=

=

v

p

v

n

n

n



[image: image343.wmf](

)

=

+

×

-

-

×

=

+

×

-

-

×

=

-

-

=

=

å

å

¥

=

¥

=

s

s

s

s

s

s

v

s

V

n

n

n

n

n

n

4

4

5

2

1

1

5

2

1

1

5

2

1

1

5

2

)

1

(

5

2

)

(

4

1

0

4

1

0

12



[image: image344.wmf];

)

4

)(

1

(

2

s

s

s

+

-

=



[image: image345.wmf];

)

(

2

)

1

(

2

2

4

2

)

(

)

(

)

(

0

2

1

2

2

12

12

å

¥

=

=

-

=

-

=

=

n

n

s

s

s

s

s

s

s

U

s

V

s

B



[image: image346.wmf];

1

;

2

1

2

1

2

1

;

0

1

0

³

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

-

n

b

b

n

n

n



[image: image347.wmf];

2

4

8

)

2

4

(

8

2

4

2

)

1

(

1

2

1

12

12

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

¢

=

=

=

s

s

s

s

s

B

T

E


Nechť je systém na počátku ve stavu 2, určíme střední dobu, než se dostane do stavu 1.
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Příklad 3.x.

V jistém městečku jsou 3 kavárny, A, B, C. Jistý pan Novák chodí každý den do některé z kaváren (každý den navštíví právě 1 kavárnu). Bylo pozorováno toto:

a) Pokud navštíví kavárnu A, druhý den jde do jiné kavárny. S pravděpodobností 1/2 jde do kavárny B, s pravděpodobností 1/2 jde do kavárny C.

b) Pokud navštíví kavárnu B, druhý den jde s pravděpodobností 1/2 opět do kavárny B, s pravděpodobností 1/2 jde do kavárny C.

c) Pokud navštíví kavárnu C, pak druhý den navštíví libovolnou kavárnu, všechny s pravděpodobností 1/3.

Pokládejme kavárny A, B, C jako stavy Markovova řetězce. Sestavíme matici pravděpodobností přechodu.
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Opět spočítáme 
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Určíme rozložení pravděpodobností, jestliže že pan Novák začínal v kavárně A.

[image: image358.wmf]);

0

;

0

;

1

(

)

0

(

=

T

p



[image: image359.wmf](

)

(

)

;

;

;

0

;

;

;

;

;

;

0

;

;

;

0

0

;

0

;

1

)

0

(

)

1

(

2

1

2

1

3

1

3

1

3

1

2

1

2

1

2

1

2

1

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

=

×

=

P

p

p

T

T



[image: image360.wmf](

)

(

)

;

;

;

;

;

;

;

;

;

;

;

;

0

;

0

;

1

)

0

(

)

2

(

12

5

12

5

6

1

9

4

9

4

9

1

12

5

12

5

6

1

12

5

12

5

6

1

2

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

=

×

=

P

p

p

T

T


Určíme rozložení pravděpodobností, jestliže rozhodnutí pana Nováka, ve které kavárně začne, bylo rovnoměrně rozděleno.


[image: image361.wmf]);

;

;

(

)

0

(

3

1

3

1

3

1

=

T

p



[image: image362.wmf](

)

(

)

;

;

;

;

;

;

;

;

;

0

;

;

;

0

;

;

)

0

(

)

1

(

9

4

9

4

9

1

3

1

3

1

3

1

2

1

2

1

2

1

2

1

3

1

3

1

3

1

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

=

×

=

P

p

p

T

T



[image: image363.wmf](

)

(

)

;

;

;

;

;

;

;

;

;

;

;

;

;

;

)

0

(

)

2

(

54

23

54

23

27

4

9

4

9

4

9

1

12

5

12

5

6

1

12

5

12

5

6

1

3

1

3

1

3

1

2

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

=

×

=

P

p

p

T

T


Určeme stacionární rozdělení, tj. určeme vektor: 
[image: image364.wmf]T

T
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=

.
Máme soustavu rovnic: 
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 (rovnice jsou lineárně závislé)

Ještě přidáme podmínku: 
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1

3

2

1

=

+

+

p

p

p


Soustava má řešení, dostaneme: 
[image: image367.wmf];
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Stacionární rozložení nám dává přehled o poměru návštěvnosti jednotlivých kaváren. Nezávisí na tom, kde pan Novák začínal. Všechny stavy řetězce jsou trvalé.
Zkusme vypočítat matici 
[image: image368.wmf]n

P

, určeme vlastní čísla a vlastní vektory matice 
[image: image369.wmf]P

.
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image371.wmf];
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Vlastní vektor příslušný 
[image: image373.wmf]1
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 je 
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, vlastní vektor příslušný 
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přičemž: 
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(Výpočet inverzní matice zde neprovádíme.)
Matici pravděpodobností přechodu 
[image: image382.wmf]P

 lze vyjádřit takto:
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Matice 
[image: image384.wmf]P

 je diagonalizovatelná, neboť má jednoduchá vlastní čísla.
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(není jasné, kolik je 
[image: image387.wmf]0

0

, pro 
[image: image388.wmf]0
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 vztahy neplatí)
Tím jsme získali vyjádření libovolné mocniny matice pravděpodobností přechodu.

Zřejmě platí: 
[image: image389.wmf];
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Stacionární rozdělení je: 
[image: image390.wmf];
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 což souhlasí s výsledkem zjištěným dříve.

Určíme, jaké bude rozložení pravděpodobností po týdnu (7 dnech).
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Rozdíly mezi řádky matice jsou již tak malé, že se neprojeví ani na 3. desetinném místě. Vidíme, že se řádky matice „blíží“ stacionárnímu rozdělení.
Z matice 
[image: image392.wmf]7

P

 lze např. vyčíst toto:

Pokud pan Novák začal v kavárně A, po týdnu se tam opět objeví s pravděpodobností 0,142.
Pokud pan Novák začal v kavárně B, po týdnu se tam opět objeví s pravděpodobností 0,428.
Pokud pan Novák začal v kavárně C, po týdnu se tam opět objeví s pravděpodobností 0,428.
Předpokládejme, že pan Novák začal v kavárně A. Určeme nyní, jaká je pravděpodobnost, že se tam objeví právě za týden (ne dříve). Určíme také střední dobu návratu do kavárny A. Určíme to pomocí vytvořujících funkcí.
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)

6

)(

1

(

5

6

s

s

s

+

-

-

=



[image: image396.wmf];
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Odtud dostáváme:
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Pravděpodobnost, že se pan Novák objeví v kavárně A opět právě za týden je 
[image: image399.wmf]7

f

.
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Pan Novák se průměrně za 7 dní (za týden) vrátí do kavárny A.
Platí: 
[image: image401.wmf];
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 což souhlasí.
Předpokládejme, že pan Novák začal v kavárně B. Určeme nyní, jaká je pravděpodobnost, že se tam objeví právě za týden (ne dříve). Určíme to pomocí vytvořujících funkcí.
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Pravděpodobnost, že se pan Novák objeví v kavárně B opět právě za týden je 
[image: image411.wmf]7

f

.
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Pan Novák se průměrně za 7/3 dne vrátí do kavárny B.

Platí: 
[image: image413.wmf];
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Předpokládejme, že pan Novák začal v kavárně C. Určeme nyní, jaká je pravděpodobnost, že se tam objeví právě za týden (ne dříve). Určíme to pomocí vytvořujících funkcí.
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Odtud dostáváme:
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Pravděpodobnost, že se pan Novák objeví v kavárně C opět právě za týden je 
[image: image420.wmf]7

f

.
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Pan Novák se průměrně za 7/3 dne vrátí do kavárny C.

Platí: 
[image: image422.wmf];
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Předpokládejme stále, že pan Novák začal v kavárně A. Určeme nyní, za kolik dní průměrně pan Novák zavítá do kavárny B. Jde o rekurentní jev se zpožděním.
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[image: image426.wmf];
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Příklad:
Uvažujme Markovův řetězec o 3 stavech s následující maticí pravděpodobností přechodu.
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Určíme stacionární rozdělení ze soustavy rovnic 
[image: image429.wmf]T
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Máme soustavu rovnic: 
[image: image430.wmf];
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 (rovnice jsou lineárně závislé)

Ještě přidáme podmínku: 
[image: image431.wmf];

1

3

2

1

=

+

+

p

p

p


Soustava má řešení, dostaneme: 
[image: image432.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image433.wmf](
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Všechny stavy řetězce jsou trvalé.
Dále určíme vlastní vektory a vlastní čísla matice 
[image: image434.wmf]P

.
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image436.wmf];
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Protože jsou všechna vlastní čísla jednoduchá, je matice diagonalizovatelná.

Vlastní vektor příslušný 
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Tím jsme získali vyjádření libovolné mocniny matice pravděpodobností přechodu.

Zřejmě platí: 
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Tedy opět máme: 
[image: image450.wmf](
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Určíme např.
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Zároveň je vidět, jak se řádky matice 
[image: image453.wmf]n

P

 „blíží“ stacionárnímu rozdělení.
Příklad:

Uvažujme Markovův řetězec o 3 stavech s následující maticí pravděpodobností přechodu.
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Matice pravděpodobností přechodu je dokonce dvojně stochastická.
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Určíme stacionární rozdělení ze soustavy rovnic 
[image: image456.wmf]T
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Máme soustavu rovnic: 
[image: image457.wmf];
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Ještě přidáme podmínku: 
[image: image458.wmf];
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Soustava má řešení, dostaneme: 
[image: image459.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image460.wmf](
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Stacionární rozdělení je rovnoměrné (V 3.x.). Všechny stavy řetězce jsou trvalé.

Dále určíme vlastní vektory a vlastní čísla matice 
[image: image461.wmf]P

.


[image: image462.wmf];

)

)(

1

(

)

)(

1

(

;

;

;

;

;

;

;

;

;

)

det(

)

(

2

2

1

4

1

2

4

1

4

3

3

4

1

4

1

4

1

8

1

8

1

3

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

+

-

=

+

+

-

=

-

-

=

=

-

-

-

-

-

=

-

-

-

-

-

-

=

-

=

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

P

I

P

ch


Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image463.wmf];
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Matice má dvojnásobné vlastní číslo, ale přesto je diagonalizovatelná. K vlastnímu číslu 
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 přísluší 2 LN vlastní vektory.
Vlastní vektor příslušný 
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Tím jsme získali vyjádření libovolné mocniny matice pravděpodobností přechodu.

Zřejmě platí: 
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Tedy opět máme: 
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To, že stacionární rozdělení je rovnoměrné, bylo ostatně zřejmé z toho, že matice pravděpodobností přechodu je dvojně stochastická.
Příklad:
Házíme kostkou, veličina 
[image: image477.wmf]n

X

 představuje dosud nejvyšší hozené číslo v 
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n

tém hodu. Jde o Markovův řetězec o 6 stavech, 
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Sestavíme matici pravděpodobností přechodu a určíme stacionární rozdělení.
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Matice pravděpodobností přechodu je horní trojúhelníková, též libovolná její mocnina.

Dále určíme stacionární rozdělení 
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, pro které platí: 
[image: image483.wmf]T

T

π

P

π

=


Máme soustavu rovnic:
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;

;

;

4

4

6

4

3

6

1

2

6

1

1

6

1

3

3

6

3

2

6

1

1

6

1

2

2

6

2

1

6

1

1

1

6

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

=

+

+

+

=

+

+

=

+

=



[image: image485.wmf];

;

6

6

5

6

1

4

6

1

3

6

1

2

6

1

1

6

1

5

5

6

5

4

6

1

3

6

1

2

6

1

1

6

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

=

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+


Také platí: 
[image: image486.wmf];

1

6

5

4

3

2

1

=

+

+

+

+

+

p

p

p

p

p

p


Odtud dostáváme: 
[image: image487.wmf];
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Stav 6 je trvalý stav, stavy 1, 2, 3, 4, 5, jsou přechodné. Pokud se řetězec dostane do stavu 6, již v něm setrvá, není z něho návratu. Proto se mu též říká absorpční stav (viz dále).
Obecně platí: 
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Tyto vztahy se snadno dokážou indukcí dle 
[image: image491.wmf]n
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Vlastní čísla matice 
[image: image497.wmf]P

 jsou: 
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Vlastní vektory příslušné jednotlivým vlastním číslům jsou po řadě:
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Tento výsledek souhlasí s výsledky uvedenými dříve.
Předpokládejme, že systém je ve stavu 
[image: image503.wmf]{
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. Určíme střední dobu, než se systém dostane do stavu 6 (ze kterého již není návratu). Jde o rekurentní jev se zpožděním.
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Máme tedy toto:
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Je-li systém ve stavu 
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, je střední hodnota doby setrvání: 
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Poznámka:
Podobným způsobem bychom mohli uvažovat dosud nejnižší hozené číslo. V tomto případě by matice pravděpodobností přechodu byla dolní trojúhelníková.

Stav 1 je trvalý stav, stavy 2, 3, 4, 5, 6 jsou přechodné. Pokud se řetězec dostane do stavu 1, již v něm setrvá, není z něho návratu.

Poznámka:

Předchozí příklad by šlo poněkud zobecnit. Uvažujme osudí, kde jsou míčky očíslované čísly 
[image: image517.wmf];
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 Náhodně vytáhneme míček, zapíšeme si číslo, míček opět vrátíme a zamícháme míčky. Veličina 
[image: image518.wmf]n
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 představuje dosud nejvyšší tažené číslo v 
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tém tahu. Jde o Markovův řetězec o 
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 stavech, 
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Matice pravděpodobností přechodu má v tomto případě tvar:
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Stacionární rozdělení má tvar: 
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Stav 
[image: image524.wmf]m

 je trvalý stav, stavy 
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 jsou přechodné. Pokud se řetězec dostane do stavu 
[image: image526.wmf]m

, již v něm setrvá, není z něho návratu. Proto se mu též říká absorpční stav.

Analogicky se odvodí, že zde též platí následující:
Obecně platí: 
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Předpokládejme, že systém je ve stavu 
[image: image529.wmf]{
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. Určíme střední dobu, než se systém dostane do stavu 
[image: image530.wmf]m

 (ze kterého již není návratu). Jde o rekurentní jev se zpožděním.
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Máme tedy toto:
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Je-li systém ve stavu 
[image: image542.wmf]{
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, je střední hodnota doby setrvání: 
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Příklad:

Uvažujme Markovův řetězec se 2 stavy, 
[image: image545.wmf]{
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, matice pravděpodobností přechodu je následující:
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[image: image547]
Určíme stacionární rozdělení: 
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T

π

P

π

=

.
Máme soustavu rovnic: 
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Stacionární rozdělení je: 
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Stav 2 je trvalý (dokonce absorpční), stav 1 je přechodný.
Pro matici 
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což se snadno dokáže indukcí.
Také platí: 
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Vlastní čísla matice jsou: 
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Vlastní vektor příslušný k 
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Pokud je systém ve stavu 1, určeme střední dobu, než se systém dostane do stavu 2, odkud již není návratu.
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Příklad:

Děláme nezávislé pokusy, 
[image: image576.wmf]p

 pravděpodobnost zdaru, 
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 pravděpodobnost nezdaru, 
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Náhodná veličina 
[image: image579.wmf]k

X
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=

 znamená, že série zdarů dosáhla délky 
[image: image580.wmf]k

, tj. nastalo 
[image: image581.wmf]k

 zdarů po sobě. Předpokládáme, že 
[image: image582.wmf]1
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. Jde o Markovův řetězec s nekonečně (ale spočetně) mnoha stavy, 
[image: image583.wmf]{
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Sestavíme matici pravděpodobností přechodu.
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[image: image585.wmf];
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Matice pravděpodobností přechodu má nekonečně mnoho řádků i sloupců.
Určíme stacionární rozdělení 
[image: image586.wmf]T
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[image: image589.wmf];
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[image: image590.wmf];
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Máme tedy stacionární rozdělení:
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přičemž 
[image: image592.wmf];
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Všechny stavy jsou trvalé, ale 
[image: image593.wmf];
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Poznámka:
Pravděpodobnost toho, že např. 100( za sebou hodím 6, je mizivá, ale v nekonečné posloupnosti hodů se to zcela jistě stane.

Příklad:

Z vody vyčnívá 
[image: image594.wmf]N

 schodů. Po těch schodech skáče žába. Je-li na 
[image: image595.wmf]-

j

tém schodě (počítáno od zdola), pak s pravděpodobností 
[image: image596.wmf]p

 vyskočí na následující schod, s pravděpodobností 
[image: image597.wmf]q

 spadne do vody („nultý schod“). Je-li na posledním 
[image: image598.wmf]-

N

tém schodě, pak v dalším kroku jistě spadne zpět do vody. Je-li žába ve vodě, pak tam s pravděpodobností 
[image: image599.wmf]q

 zůstane, s pravděpodobností 
[image: image600.wmf]p

 vyskočí na 1. schod.
Jde o Markovův řetězec o 
[image: image601.wmf]1
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 stavech, 
[image: image602.wmf]{
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[image: image603.wmf]j
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 znamená, že žába je v 
[image: image604.wmf]-
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[image: image605.wmf]-
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tém schodě, 
[image: image606.wmf];
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 Je-li žába na nultém schodě, znamená to, že je vodě.
Předpokládejme, že 
[image: image607.wmf];
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Matice pravděpodobností přechodu má tvar:

[image: image608.wmf];
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Určíme stacionární rozdělení: 
[image: image609.wmf]T
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[image: image612.wmf];
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[image: image613.wmf];
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[image: image614.wmf];
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Odtud dostáváme: 
[image: image615.wmf];
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Máme tedy stacionární rozdělení:
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přičemž 
[image: image617.wmf];
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Všechny stavy jsou trvalé.

Je zřejmé, že pro 
[image: image618.wmf]¥

®

N

 se stacionární rozdělení blíží k stacionárnímu rozdělení v předchozím příkladu.
Příklad:

Uvažujme náhodnou procházku po vrcholech čtverce. S pravděpodobností 
[image: image619.wmf]p

 se přemístím po straně čtverce na sousední vrchol proti směru hodinových ručiček. S pravděpodobností 
[image: image620.wmf]q

 se přemístím po straně čtverce na sousední vrchol po směru hodinových ručiček. 
[image: image621.wmf]);
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Vrcholy očíslujeme čísly 1, 2, 3, 4, tj. máme Markovův řetězec o 4 stavech, 
[image: image622.wmf]{
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, sestavíme matici pravděpodobností přechodu:
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Matice pravděpodobností přechodu je tzv. dvojně stochastická, neboť řádkové i sloupcové součty jsou rovny 1.

Všechny stavy jsou periodické s periodou 2, neboť do jistého vrcholu se lze vrátit jedině po sudém počtu kroků. Do sousedního vrcholu se lze zase dostat jen po lichém počtu kroků.
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[image: image625.wmf];
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Matice 
[image: image626.wmf]3
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 jsou rovněž dvojně stochastické, neboť platí: 
[image: image627.wmf];
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Určíme stacionární rozdělení:

[image: image629.wmf];
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Přidáme ještě podmínku: 
[image: image630.wmf];
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Soustavě vyhovuje: 
[image: image631.wmf];
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Všechny stavy řetězce jsou trvalé.
Zároveň je zřejmé, že platí toto:

[image: image632.wmf]0

)

(

=

n

ij

p

, je-li 
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 sudé a 
[image: image634.wmf]j

i

+

 liché.
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[image: image636.wmf]n

 liché a 
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Můžeme říci, že 
[image: image638.wmf]0
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, nejsou-li čísla 
[image: image639.wmf]n

 a 
[image: image640.wmf]j
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 stejné parity (nejsou kongruentní modulo 2).
Dále určíme vlastní vektory a vlastní čísla matice 
[image: image641.wmf]P
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Výpočet determinantu je trochu obtížný, nebudeme ho zde uvádět. Spočítá se to nejlépe rozvojem determinantu.

Kořeny polynomu zde najdeme pomocí substituce: 
[image: image643.wmf]2
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, pak se použije vzorec pro kvadratické rovnice. Rovnice přejde na tvar: 
[image: image644.wmf];
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[image: image645.wmf]=
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Řešení rovnice: 
[image: image647.wmf]1
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Řešení rovnice: 
[image: image649.wmf]2
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image651.wmf]);
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Vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
[image: image652.wmf]1
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Vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
[image: image656.wmf])
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[image: image661.wmf];
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[image: image662.wmf];
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[image: image663.wmf];
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[image: image664.wmf];
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Rozlišíme 4 případy podle zbytku, který dostaneme po dělení čísla 
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 čtyřmi.

[image: image666.wmf];

0

,

4

4

»

Û

Î

=

n

k

k

n

N

 tj. číslo 
[image: image667.wmf]n

 je dělitelné 4, tj. je kongruentní s 0 modulo 4 (dává při dělení 4 zbytek 0).
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[image: image672.wmf]n

 dává při dělení 4 zbytek 2, tj. je kongruentní s 2 modulo 4.
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[image: image677.wmf]n

 dává při dělení 4 zbytek 1, tj. je kongruentní s 1 modulo 4.
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[image: image682.wmf]n

 dává při dělení 4 zbytek 3, tj. je kongruentní s 3 modulo 4.
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Platí toto:
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 (aritmetický průměr limit)
Množinu stavů lze rozložit takto: 
[image: image689.wmf]{
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Z množiny 
[image: image690.wmf]{

}

3

;

1

1

=

G

 se lze po jednom kroku dostat jen do stavu v množině 
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Z množiny 
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 se lze po jednom kroku dostat jen do stavu v množině
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Příklad 3.x.
V bedně rozdělené přepážkou na 2 části je 
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 kuliček. Náhodně vezmu 1 kuličku a přemístím ji do 2. části. Veličina 
[image: image696.wmf]n

X

 představuje počet kuliček ve 2. části. Jde o Markovův řetězec s konečně mnoha stavy, 
[image: image697.wmf]{
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Sestavíme matici pravděpodobností přechodu:
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Všechny stavy jsou periodické s periodou 2.
Určíme stacionární rozdělení ze soustavy rovnic 
[image: image702.wmf]T
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Odtud dostáváme:
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Platí: 
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Dále platí: 
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Stacionární rozdělení je tedy:
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Platí to pro 
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Všechny stavy jsou trvalé, ale je-li 
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Uvažujme nyní 
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. Matice pravděpodobností přechodu má tvar:
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Stacionární rozdělení je: 
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Určíme vlastní čísla a vlastní vektory matice 
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image728.wmf];
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Matice pravděpodobností přechodu má všechna vlastní čísla jednoduchá, tudíž je diagonalizovatelná.
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Odtud opět plyne, že platí:
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Všechny stavy jsou periodické s periodou 2.
Uvažujme nyní 
[image: image740.wmf]3
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. Matice pravděpodobností přechodu má tvar:
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Stacionární rozdělení je: 
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Určíme vlastní čísla a vlastní vektory matice 
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image747.wmf];
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Matice pravděpodobností přechodu má všechna vlastní čísla jednoduchá, tudíž je diagonalizovatelná.
Vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
[image: image748.wmf]1
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Všechny stavy jsou periodické s periodou 2.

Příklad 3.x.

Ve dvou bednách A, B je celkem 
[image: image761.wmf]N

2

 koulí, z toho 
[image: image762.wmf]N

 bílých a 
[image: image763.wmf]N

 černých koulí. Každá bedna obsahuje 
[image: image764.wmf]N

 koulí. Z bedny A náhodně vyberu jednu kouli a současně z bedny B náhodně vyberu jednu kouli. Kouli z bedny A dám do bedny B, kouli z bedny B dám do bedny A. Počet koulí v každé bedně zůstává stálý, tj. 
[image: image765.wmf]N

.
Buď 
[image: image766.wmf]n

X

 náhodná veličina, která představuje počet bílých koulí v bedně A. Jde o Markovův řetězec, kde množina stavů je: 
[image: image767.wmf]{
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Nechť 
[image: image768.wmf]j
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, tj. po 
[image: image769.wmf]n

 krocích je v bedně A 
[image: image770.wmf]j

 bílých a 
[image: image771.wmf]j

N

-

 černých koulí, v bedně B je 
[image: image772.wmf]j

N
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 bílých a 
[image: image773.wmf]j

 černých koulí.
Sestavíme matici pravděpodobností přechodu:
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Určíme stacionární rozdělení ze soustavy rovnic 
[image: image778.wmf]T
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Po dosazení postupně dostaneme:
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2

4

)

1

(

;

0

2

0

2

2

2

0

2

1

p

p

p

p

p

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

-

=

=

N

N

N

N
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÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

0

2

0

2

0

2

1

1

1

1

)

(

p

p

p

j

N

j

N

N

j

N

j

N

j

j

N

N

j

N

N

j

N



[image: image789.wmf];
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Použijeme vzorec: 
[image: image791.wmf];
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[image: image792.wmf];
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Stacionární rozdělení je tedy:
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Platí to pro 
[image: image794.wmf];
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 Všechny stavy jsou trvalé, ale je-li 
[image: image795.wmf]N

 „dosti velké“, jsou pravděpodobnosti 
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 zanedbatelné. Nejpravděpodobnější rozložení je, že počet bílých a černých koulí bude v obou bednách přibližně stejný. Stacionární rozdělení je symetrické, neboť platí: 
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Např. pro 
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 máme: 
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6

1

;

6

4

;

6

1

2

1

0

=

=

=

p

p

p


Např. pro 
[image: image800.wmf]3
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Např. pro 
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Např. pro 
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Např. pro 
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Pro „velká“ 
[image: image808.wmf]N

 je přibližně: 
[image: image809.wmf];

4

1

2

1

0

n

N

N

N

»

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

p

p


Příklad 3.x.

Uvažujme náhodnou procházku s „odrážejícími stěnami“. Množina stavů řetězce je: 
[image: image810.wmf]{
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, kde 
[image: image811.wmf]N
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. S pravděpodobností 
[image: image812.wmf]p

 se systém posune o dílek doprava, s pravděpodobností 
[image: image813.wmf]q

 se systém posune o dílek doleva. Stavy 
[image: image814.wmf]m

,

0

 představují „stěny“. Pro pravděpodobnosti platí: 
[image: image815.wmf];
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 Je-li systém ve stavu 
[image: image816.wmf]0

 a chce-li se posunout doleva, stěna ho „odrazí“, takže zůstane na místě. Je-li systém ve stavu 
[image: image817.wmf]m

 a chce-li se posunout doprava, stěna ho „odrazí“, takže zůstane na místě.

Matice pravděpodobností přechodu má tvar:
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[image: image819.wmf];
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[image: image820.wmf];
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Určíme stacionární rozdělení: 
[image: image821.wmf]T
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Odtud dostáváme: 
[image: image823.wmf];
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Dále platí: 
[image: image824.wmf];
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Platí: 
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;

1

1

1

k

k

k

k

k

p

q

p

q

p

p

p

p

p

=

-

=

-

-

+



[image: image827.wmf];
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Odtud také vyplývá: 
[image: image829.wmf];
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a podobně platí: 
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Z podmínky: 
[image: image831.wmf];
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Je-li 
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Je-li 
[image: image835.wmf]q
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, jde o geometrickou posloupnost s kvocientem 
[image: image836.wmf]q

p

.

[image: image837.wmf];
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 tj. 
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1

1

1

0

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

m

q

p

q

p

p


Stacionární rozdělení je tedy:
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[image: image840.wmf];
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Všechny stavy řetězce jsou trvalé.

Stacionární rozdělení lze též vyjádřit takto:
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[image: image843.wmf];
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[image: image844.wmf];
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[image: image845.wmf];
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Nechme nyní číslo 
[image: image846.wmf]N
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 zvětšovat do nekonečna. Pak řetězec přejde v Markovův řetězec se spočetně mnoha stavy.
Pro 
[image: image847.wmf]¥
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 existuje stacionární rozdělení pouze v případě, že 
[image: image848.wmf]q
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. Pak platí: 
[image: image849.wmf];
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Stacionární rozdělení je geometrické s parametrem: 
[image: image850.wmf]q

p
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.
Střední hodnota pak je: 
[image: image851.wmf]p
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.
Dále pojednáme o klasifikaci stavů Markovova řetězce.
Definice 3.x.

Buď 
[image: image852.wmf]S

 množina stavů Markovova řetězce, 
[image: image853.wmf]S
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. Stav 
[image: image854.wmf]S
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 je dosažitelný ze stavu 
[image: image855.wmf]S
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, jestliže existuje 
[image: image856.wmf]0
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 takové, že platí: 
[image: image857.wmf]0
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Po jistém konečném počtu kroků lze přejít ze stavu 
[image: image858.wmf]k

 do stavu 
[image: image859.wmf]l

.

Pokud je stav 
[image: image860.wmf]S
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 je dosažitelný ze stavu 
[image: image861.wmf]S
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 a zároveň je stav 
[image: image862.wmf]S
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 dosažitelný ze stavu 
[image: image863.wmf]S
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, jsou stavy navzájem dosažitelné.
Každý stav je zřejmě dosažitelný sám ze sebe, neboť platí: 
[image: image864.wmf]1
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Definice 3.x.

Buď 
[image: image865.wmf]S

 množina stavů Markovova řetězce, 
[image: image866.wmf]S
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 podmnožina. Množina 
[image: image867.wmf]C

 je uzavřená, jestliže platí: 
[image: image868.wmf];
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(Z množiny 
[image: image869.wmf]C

 se nelze dostat s kladnou pravděpodobností.)

Pojem „uzavřená množina“ zde má jiný smysl než v MA. V následující větě dokážeme, že z uzavřené množiny se nelze dostat ani po několika krocích.

Věta 3.x.
Buď 
[image: image870.wmf]S

 množina stavů Markovova řetězce, 
[image: image871.wmf]S
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 uzavřená množina. Pak platí: 
[image: image872.wmf];
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Důkaz:
Budeme postupovat indukcí dle 
[image: image873.wmf]N
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, pro 
[image: image874.wmf]1
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 tvrzení platí. Nechť 
[image: image875.wmf];
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[image: image876.wmf]N
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□
Ze stavu v uzavřené množině není žádný stav mimo množinu dosažitelný.

Definice 3.x.

Markovův řetězec je rozložitelný, existuje-li uzavřená množina 
[image: image878.wmf]S
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Ì

, přičemž 
[image: image879.wmf]S
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. Jinak je nerozložitelný.
Definice říká, že řetězec je rozložitelný, pokud existuje vlastní neprázdná uzavřená podmnožina množiny stavů.
Definice 3.x.

Stav 
[image: image880.wmf]S
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 Markovova řetězce je absorpční (pohlcující), jestliže platí: 
[image: image881.wmf]1
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Je-li 
[image: image882.wmf]S
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 absorpční stav, je zřejmě množina 
[image: image883.wmf]{
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Pro absorpční stav by mělo ještě platit: 
[image: image886.wmf];
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tj. do absorpčního stavu je možné se dostat také z nějakého jiného stavu.

Věta 3.x.

V Markovově řetězci s konečně mnoha stavy nemohou být všechny stavy přechodné.

Důkaz:

Provedeme sporem.
Jestliže jsou všechny stavy přechodné, platí: 
[image: image887.wmf];
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Matice 
[image: image888.wmf]n
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 je stochastická, platí: 
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 (přičemž je konečně mnoho sčítanců).
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□
Věta 3.x.

Buďte v Markovově řetězci stavy 
[image: image891.wmf]j
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 navzájem dosažitelné. Pak jsou stejného typu, tj. buď oba trvalé nebo oba přechodné.

Důkaz:

Stavy jsou navzájem dosažitelné, tedy existují čísla 
[image: image892.wmf]N
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[image: image896.wmf];
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[image: image897.wmf];
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Máme tedy: 
[image: image898.wmf];
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také 
[image: image899.wmf];
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Je-li stav 
[image: image900.wmf]i

 trvalý (
[image: image901.wmf]+¥

=

å

¥

=

0

)

(

n

n

ii

p

), je stav 
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 také trvalý. Je-li stav 
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[image: image905.wmf]j

 také přechodný.

□
Věta 3.x.

Buď 
[image: image906.wmf]S

 množina stavů Markovova řetězce, nechť je konečná. Buď 
[image: image907.wmf]S
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 množina všech přechodných stavů, 
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 systém uzavřených disjunktních množin, které neobsahují přechodný stav. Pak pro množinu stavů platí:
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Důkaz:

Zřejmě platí: 
[image: image910.wmf];
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Zvolme trvalý stav např. 
[image: image911.wmf]S
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, buď 
[image: image912.wmf]1
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 množina všech stavů dosažitelných ze stavu 
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. Všechny stavy množiny 
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C

C

C

P

S

È

È

È

È

=

K

2

1

.
□
Definice 3.x.

Buď 
[image: image921.wmf]S
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 uzavřená množina, 
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 množina přechodných stavů, přičemž platí: 
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Pravděpodobnost, že systém se po čase 
[image: image926.wmf]n

 dostane ze stavu 
[image: image927.wmf]P
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 do množiny 
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Pravděpodobnost, že systém se někdy dostane ze stavu 
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Pravděpodobnost, že systém se po čase 
[image: image935.wmf]n

 dostane ze stavu 
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 ještě v množině 
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Pravděpodobnost, že systém se někdy dostane ze stavu 
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Pravděpodobnost, že systém je po čase 
[image: image946.wmf]n

 stále ještě v množině 
[image: image947.wmf]P
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Pravděpodobnost, že systém navždy setrvá v množině 
[image: image950.wmf]P

, jestliže je nyní ve stavu 
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Zřejmě platí: 
[image: image952.wmf];
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[image: image953.wmf];

;

;

;

1

)

(

)

(

)

(

1

)

(

å

å

å

å

¥

=

Î

Î

¥

=

=

=

=

=

n

n

jl

jl

C

l

n

jl

n

jC

C

l

jl

jC

n

n

jC

jC

u

u

u

x

u

x

x

x



[image: image954.wmf]{
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Pokud uzavřená množina je jednoprvková, tj. obsahuje 1 absorpční stav, 
[image: image957.wmf]{
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Věta 3.x.

Buď dán Markovův řetězec, 
[image: image959.wmf]S

 množina stavů, 
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 uzavřená množina, 
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+

=

+

=

+

=

=

å

å

å

å

å

å

Î

¥

=

-

¥

=

Î

-

¥

=

¥

=

P

k

n

n

kl

jk

jl

n

P

k

n

kl

jk

jl

n

n

jl

jl

n

n

jl

jl

u

p

p

u

p

p

u

u

u

u

2

)

1

(

2

)

1

(

2

)

(

)

1

(

1

)

(



[image: image970.wmf];
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 (viz bod 1), nyní rovnosti sečteme
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3) 
[image: image975.wmf];
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□
Uspořádejme stavy v konečném Markovově řetězci tak, že nejdříve budou všechny přechodné stavy a pak stavy z uzavřené množiny, tj. 
[image: image976.wmf])
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. Předpokládejme, že množina 
[image: image977.wmf]P
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 prvků, množina 
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 obsahuje 
[image: image980.wmf]2

N

 prvků. Pak matici pravděpodobností přechodu můžeme zapsat blokově takto:
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Matice 
[image: image982.wmf]R

 je typu 
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1

N

N

×

 (čtvercová), je to matice pravděpodobností přechodu mezi přechodnými stavy. Matice 
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 je typu 
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 (čtvercová), je to matice pravděpodobností přechodu mezi stavy z uzavřené množiny. Matice 
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 je typu 
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, je to matice pravděpodobností přechodu z přechodných stavů do stavů z uzavřené množiny. Nulová matice je typu 
[image: image988.wmf]1
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, je to matice pravděpodobností přechodu z uzavřené množiny do přechodných stavů (což není možné).
Mocniny matice 
[image: image989.wmf]P

 vypadají následovně:
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V pravém horním bloku bude matice: 
[image: image991.wmf];
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Buď dále 
[image: image992.wmf]U

 matice pravděpodobností 
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, což je matice typu 
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Rovnici z věty 3.x. 1) můžeme vyjádřit maticově takto: 
[image: image996.wmf]RU
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Rovnici z věty 3.x. 2) můžeme vyjádřit maticově takto: 
[image: image997.wmf]C

C

C

Rx

x

x

+

=

)

1

(


Rovnici z věty 3.x. 3) můžeme vyjádřit maticově takto: 
[image: image998.wmf]Ry
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Je-li množina stavů konečná, můžeme rovnice dále upravit takto:
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Pokud je matice 
[image: image1000.wmf]R
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 regulární, existuje k ní matice inverzní a soustava má jediné řešení.
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Soustavu 
[image: image1002.wmf]Ry
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 lze také vyjádřit takto: 
[image: image1003.wmf]0
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. Je-li matice soustavy 
[image: image1004.wmf]R
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 regulární, má soustava pouze triviální řešení 
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. Znamená to, že systém nesetrvá v množině přechodných stavů navždy.

Matice 
[image: image1006.wmf]R

 má všechna vlastní čísla v absolutní hodnotě menší než jedna, tudíž platí: 
[image: image1007.wmf];
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Označme ještě: 
[image: image1008.wmf](
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 což je matice typu 
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Platí: 
[image: image1010.wmf];
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Poznámka:
Matice 
[image: image1012.wmf]1
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 se nazývá fundamentální matice Markovova řetězce.

Pro stacionární rozdělení musí platit: 
[image: image1013.wmf](
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tj. 
[image: image1014.wmf];
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[image: image1015.wmf]T
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 Je-li matice 
[image: image1016.wmf]R
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 regulární, má soustava pouze triviální řešení, tj. 
[image: image1017.wmf]T
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Příklad:

Uvažujme Markovův řetězec o 3 stavech (
[image: image1018.wmf]{
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) s následující maticí pravděpodobností přechodu.
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[image: image1020.wmf];
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[image: image1.wmf]S

(náčrtek)

Určíme stacionární rozdělení ze soustavy rovnic 
[image: image1021.wmf]T

T

π

P

π

=


Máme soustavu rovnic: 
[image: image1022.wmf];
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 (rovnice jsou lineárně závislé)

Ještě přidáme podmínku: 
[image: image1023.wmf];
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Soustava má řešení, dostaneme: 
[image: image1024.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image1025.wmf](
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Stavy 1, 2 jsou přechodné, stav 3 je trvalý, dokonce absorpční, neboť z něho není návratu.

Dále určíme vlastní vektory a vlastní čísla matice 
[image: image1026.wmf]P

.
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image1028.wmf];
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Protože jsou všechna vlastní čísla jednoduchá, je matice diagonalizovatelná.

Vlastní vektor příslušný 
[image: image1029.wmf]1
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[image: image1036.wmf];
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[image: image1037.wmf]=
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[image: image1038.wmf];
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Tím jsme získali vyjádření libovolné mocniny matice pravděpodobností přechodu.

Zřejmě platí: 
[image: image1039.wmf];

;

1

;

0

;

0

;

1

;

0

;

0

;

1

;

0

;

0

lim

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

¥

®

n

n

P

  Tedy opět máme: 
[image: image1040.wmf](
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Předpokládejme nyní, že systém je na počátku ve stavu 1. Určíme střední dobu setrvání ve stavu 1 a střední dobu, než se systém dostane do stavu 3, ze kterého již není návratu.
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[image: image1042.wmf];
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 (průměrně 4 kroky systém setrvá ve stavu 1)
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[image: image1044.wmf];
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[image: image1045.wmf];
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 To znamená, že jde o přechodný jev.
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[image: image1051.wmf](
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[image: image1052.wmf];
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[image: image1053.wmf]=
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[image: image1054.wmf];
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[image: image1055.wmf];
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[image: image1056.wmf];
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Je-li systém ve stavu 1, dostane se průměrně po 7 krocích do absorpčního stavu 3.

Předpokládejme nyní, že systém je na počátku ve stavu 2. Určíme střední dobu setrvání ve stavu 2 a střední dobu, než se systém dostane do stavu 3, ze kterého již není návratu.
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[image: image1058.wmf];
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 (průměrně 1 krok systém setrvá ve stavu 2)
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[image: image1060.wmf];
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[image: image1061.wmf];
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  To znamená, že jde o přechodný jev.
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Je-li systém ve stavu 2, dostane se průměrně po 2 krocích do absorpčního stavu 3.

Předpokládejme nyní, že systém je na počátku ve stavu 1. Určíme střední dobu, než se systém dostane do stavu 2.
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Je-li systém ve stavu 1, dostane se průměrně po 5 krocích do stavu 2.

Střední dobu vstupu do absorpčního stavu lze též určit takto:

Víme, že stavy 1, 2 jsou přechodné, stav 3 je trvalý, dokonce absorpční. Buď 
[image: image1076.wmf]R

 submatice matice 
[image: image1077.wmf]P

, která vznikne vynecháním 3. řádku a 3. sloupce.
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Dále položme: 
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Z matice 
[image: image1083.wmf]F

 lze vyčíst toto:

Je-li systém na počátku ve stavu 1, průměrně 5( projde stavem 1, průměrně 2( projde stavem 2, než se dostane do absorpčního stavu 3.

Je-li systém na počátku ve stavu 2, průměrně 2( projde stavem 2, než se dostane do absorpčního stavu 3.

To souhlasí s výsledky zjištěnými dříve.
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[image: image1085.wmf];
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Je-li systém v přechodném stavu 1, průměrně 7 kroků stráví v množině přechodných stavů.

Je-li systém v přechodném stavu 2, průměrně 2 kroky stráví v množině přechodných stavů.

Příklad:

Uvažujme Markovův řetězec o 3 stavech (
[image: image1086.wmf]{
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kde 
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(náčrtek)

Určíme stacionární rozdělení ze soustavy rovnic 
[image: image1090.wmf]T
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Máme soustavu rovnic: 
[image: image1091.wmf];
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 (rovnice jsou lineárně závislé)

Ještě přidáme podmínku: 
[image: image1092.wmf];
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Soustava má řešení, ale není jednoznačné: 
[image: image1093.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image1094.wmf](
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 Stacionární rozdělení není jednoznačně určeno.
Stav 2 je přechodný, stavy 1, 3 jsou trvalé, dokonce absorpční.

Prvky matice 
[image: image1095.wmf]n
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 lze snadno odhadnout a dokázat indukcí dle 
[image: image1096.wmf]n

. Platí:
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Dále určíme vlastní vektory a vlastní čísla matice 
[image: image1098.wmf]P

.
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image1100.wmf];
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Vlastní číslo 
[image: image1101.wmf]1
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 je dvojnásobné, ale přísluší mu 2 lineárně nezávislé vlastní vektory, 
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 matice 
[image: image1103.wmf]P

 je tedy diagonalizovatelná, i když má vícenásobné vlastní číslo.

Vlastní vektor příslušný 
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=

3

l

 je 
[image: image1105.wmf])

0

;

1

;

0

(

.


[image: image1106.wmf];

0

0

0

1

0

;

1

;

0

;

0

;

;

;

;

0

;

0

;

1

;

0

0

;

1

;

0

;

0

;

;

;

;

0

;

0

;

1

;

1

1

1

1

1

1

;

1

;

0

;

0

;

;

;

;

0

;

0

;

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

r

p

r

q

q

p

q

p

p

r

q

p

r

q



[image: image1107.wmf];
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[image: image1109.wmf];
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Tím jsme získali vyjádření libovolné mocniny matice pravděpodobností přechodu, souhlasí to s výsledky uvedenými dříve.

Zřejmě platí: 
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Tedy opět máme: 
[image: image1111.wmf](
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Je-li systém na počátku ve stavu 1 či 3, zůstane v něm pořád.

Vytvořující funkce nám dává toto:
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Je-li systém na počátku ve stavu 2, nezůstane v něm pořád, skončí buď ve stavu 1 nebo ve stavu 3.
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[image: image1118.wmf];

)

1

(

r

f

f

=

=

 stav 2 je tedy přechodný.
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 Střední doba setrvání ve stavu 2.
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[image: image1128.wmf];
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Je-li systém na počátku ve stavu 2, skončí s pravděpodobností 
[image: image1130.wmf]r
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 ve stavu 1 a s pravděpodobností 
[image: image1131.wmf]r

p

-

1

 ve stavu 3.
Nechť je systém na počátku ve stavu 2. Pravděpodobnost, že systém skončí ve stavu 3 je zde stejná jako pravděpodobnost, že první přechod bude do stavu 3, tj. 
[image: image1132.wmf];
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 Pravděpodobnost, že systém skončí ve stavu 1 je zde stejná jako pravděpodobnost, že první přechod bude do stavu 1, tj. 
[image: image1133.wmf];
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Stav 2 je přechodný stav, stavy 1 a 3 jsou trvalé absorpční stavy, 
[image: image1134.wmf]{
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Pomocí předchozích rovností (V 3.x.) určíme pravděpodobnosti: 
[image: image1135.wmf];
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[image: image1136.wmf];
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[image: image1137.wmf];
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[image: image1138.wmf];
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[image: image1139.wmf];
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Je-li systém na počátku ve stavu 2, určitě v něm nesetrvá pořád. S pravděpodobností 
[image: image1140.wmf]r
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 skončí v absorpčním stavu 1, s pravděpodobností 
[image: image1141.wmf]r
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 skončí v absorpčním stavu 3.
To souhlasí s výsledky zjištěnými dříve.
Množinu stavů můžeme uspořádat takto: 
[image: image1142.wmf]{
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, pak matice pravděpodobností přechodu přejde na tvar:
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 (což souhlasí)
Příklad:

Uvažujme Markovův řetězec o 4 stavech (
[image: image1147.wmf]{
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) s následující maticí pravděpodobností přechodu.
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Tento řetězec představuje náhodnou procházku po číselné ose, kde stavy 1, 4 jsou absorpční, neboť z nich není návratu. Je-li řetězec ve stavu 2 nebo 3, pak s pravděpodobností 
[image: image1150.wmf]p

 se posune o jednotku doprava, s pravděpodobností 
[image: image1151.wmf]q

 se posune o jednotku doleva, s pravděpodobností 
[image: image1152.wmf]r

 zůstane na místě. Dostane-li se řetězec do stavu 1 (nebo 4), zůstane v něm již navždy.

Určíme stacionární rozdělení ze soustavy rovnic 
[image: image1153.wmf]T
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Máme soustavu rovnic: 
[image: image1154.wmf];
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 (rovnice jsou lineárně závislé)

Ještě přidáme podmínku: 
[image: image1155.wmf];
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Soustava má řešení, ale není jednoznačné: 
[image: image1156.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image1157.wmf](
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 Stacionární rozdělení není jednoznačně určeno.

Stavy 2, 3 jsou přechodné, stavy 1, 4 jsou trvalé, dokonce absorpční.
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Nyní určíme pravděpodobnosti: 
[image: image1159.wmf];
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[image: image1160.wmf];
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[image: image1161.wmf];
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Po úpravě soustava rovnic přejde na tvar:

[image: image1162.wmf];
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Determinant soustavy je roven: 
[image: image1163.wmf];
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 tudíž má homogenní soustava pouze triviální řešení: 
[image: image1164.wmf];
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Tedy systém nesetrvá navždy v množině přechodných stavů (pokud se v ní nachází), zcela jistě skončí v jednom ze stavů 1, 4.
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[image: image1166.wmf];
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[image: image1167.wmf];
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Po úpravě soustava rovnic přejde na tvar:


[image: image1168.wmf];
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Řešení soustavy je: 
[image: image1169.wmf];
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[image: image1170.wmf];
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[image: image1171.wmf];
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Po úpravě soustava rovnic přejde na tvar:


[image: image1172.wmf];
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Řešení soustavy je: 
[image: image1173.wmf];
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Je-li systém ve stavu 2, pak s pravděpodobností 
[image: image1174.wmf]2
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 skončí ve stavu 1.

Je-li systém ve stavu 2, pak s pravděpodobností 
[image: image1175.wmf]2
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 skončí ve stavu 4.

Je-li systém ve stavu 3, pak s pravděpodobností 
[image: image1176.wmf]2
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 skončí ve stavu 1.

Je-li systém ve stavu 3, pak s pravděpodobností 
[image: image1177.wmf]2
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 skončí ve stavu 4.

Množinu stavů můžeme uspořádat takto: 
[image: image1178.wmf]{
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, pak matice pravděpodobností přechodu přejde na tvar:
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[image: image1180.wmf];
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[image: image1181.wmf];
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[image: image1182.wmf];
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(což souhlasí s výsledky uvedenými dříve)

[image: image1183.wmf];
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Příklad:

Uvažujme Markovův řetězec o 3 stavech (
[image: image1184.wmf]{
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) s následující maticí pravděpodobností přechodu.
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[image: image1187.wmf];
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(náčrtek)

Určíme stacionární rozdělení ze soustavy rovnic 
[image: image1188.wmf]T

T

π

P

π

=


Máme soustavu rovnic: 
[image: image1189.wmf];
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Ještě přidáme podmínku: 
[image: image1190.wmf];
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Soustava má řešení: 
[image: image1191.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image1192.wmf];
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Stavy 2, 3 jsou trvalé, stav 1 je přechodný. 
[image: image1193.wmf]{
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Stavy 2, 3 jsou periodické s periodou 2, stav 1 je neperiodický.
Snadno se dokáže indukcí, že platí:

[image: image1194.wmf];
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[image: image1195.wmf];
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Posloupnost 
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Dále určíme vlastní vektory a vlastní čísla matice 
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
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Tak dostáváme:
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což souhlasí s výsledky uvedenými dříve.
Příklad 3.x.

Uvažujme náhodnou procházku s „pohlcujícími stěnami“. Množina stavů řetězce je: 
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Matice pravděpodobností přechodu má tvar:


[image: image1232.wmf];

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

p

q

p

p

q

p

q

P
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Je to matice typu 
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Určíme stacionární rozdělení: 
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Odtud vyplývá: 
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Stavy 
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Máme zde množinu přechodných stavů 
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Je-li systém ve stavu 
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Podle věty 3.x. utvoříme soustavu rovnic:
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Klasické řešení soustavy by bylo náročné, pomůžeme si trikem s diferenčními rovnicemi. Výraz 
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 v indexu budeme pro stručnost vynechávat. Položme formálně: 
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Po úpravě dostaneme homogenní diferenční rovnici:
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Charakteristická rovnice má tvar: 
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Předpokládejme, že 
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. V tom případě má charakteristická rovnice 2 jednoduché kořeny. Obecné řešení diferenční rovnice je: 
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Konstanty 
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dostaneme soustavu rovnic: 
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jejím řešením je: 
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Máme tedy: 
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Nachází-li se systém ve stavu 
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 skončí v absorpčním stavu 
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Podle věty 3.x. utvoříme soustavu rovnic:
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Klasické řešení soustavy by bylo náročné, pomůžeme si trikem s diferenčními rovnicemi. Výraz 
[image: image1269.wmf]B
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 v indexu budeme pro stručnost vynechávat. Položme formálně: 
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Po úpravě dostaneme homogenní diferenční rovnici:
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Obecné řešení je stejné, ale konstanty budou jiné, 
[image: image1272.wmf](
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Konstanty 
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dostaneme soustavu rovnic: 
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jejím řešením je: 
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Máme tedy: 
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Nachází-li se systém ve stavu 
[image: image1278.wmf]{
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Obecné řešení diferenční rovnice je: 
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Konstanty 
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dostaneme: 
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Máme tedy: 
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Nachází-li se systém ve stavu 
[image: image1288.wmf]{
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Obecné řešení diferenční rovnice je: 
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Konstanty 
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Máme tedy: 
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Nachází-li se systém ve stavu 
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Příklad 3.x.

Uvažujme Markovův řetězec s množinou stavů 
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(viz náčrtek)
Stavy 
[image: image1301.wmf]4
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 jsou trvalé, dokonce absorpční, stavy 
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,

2

 jsou přechodné.
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Množinu stavů můžeme uspořádat takto: 
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Z matice 
[image: image1310.wmf]U

 lze např. vyčíst toto:
· Je-li systém ve stavu 2, s pravděpodobností 
[image: image1311.wmf]3

1

 skončí v absorpčním stavu 1, s pravděpodobností 
[image: image1312.wmf]3

2

 skončí v absorpčním stavu 4.

· Je-li systém ve stavu 3, s pravděpodobností 
[image: image1313.wmf]3

2

 skončí v absorpčním stavu 1, s pravděpodobností 
[image: image1314.wmf]3

1

 skončí v absorpčním stavu 4.

Z matice 
[image: image1315.wmf]F

 lze např. vyčíst toto:

· Je-li systém ve stavu 2, v průměru 2( projde stavem 2, v průměru 1( projde stavem 3, než přejde do nějakého absorpčního stavu.

· Je-li systém ve stavu 3, v průměru 2( projde stavem 3, v průměru 1( projde stavem 2, než přejde do nějakého absorpčního stavu.
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Je-li systém v přechodném stavu 2 nebo 3, průměrně 3 kroky stráví v množině přechodných stavů, než přejde do nějakého absorpčního stavu.

Určeme mocniny matice 
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Charakteristický polynom matice 
[image: image1319.wmf]P
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vlastní čísla matice jsou: 
[image: image1321.wmf]3
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(jedno vlastní číslo je dvojnásobné)
Vlastní vektory příslušné k 
[image: image1323.wmf]1
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Dvojnásobnému vlastnímu číslu přísluší 2 LN vlastní vektory, je matice 
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 diagonalizovatelná (viz LA).

[image: image1330.wmf];

3

0

1

2

3

0

1

2

;

1

;

0

;

0

;

0

;

0

;

1

;

0

;

0

;

0

;

;

;

;

;

0

;

;

;

1

1

1

1

1

1

1

1

;

1

;

0

;

0

;

0

;

0

;

1

;

0

;

0

;

0

;

;

;

;

;

0

;

;

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ



[image: image1331.wmf];
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[image: image1333.wmf](
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[image: image1334.wmf](
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Řádky limitní matice nejsou stejné, nelze určit jednoznačně stacionární rozdělení. Pravá horní submatice je stejná jako matice 
[image: image1336.wmf]U

, kterou jsme vypočetli dříve.
Platí: 
[image: image1337.wmf];
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Nechť je systém na počátku ve stavu 2.
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 Stav 2 je tedy přechodný.
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Nechť je systém na počátku ve stavu 3.

analogicky dostaneme:
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 Stav 3 je tedy přechodný.
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Příklad 3.x.

Uvažujme Markovův řetězec s množinou stavů 
[image: image1355.wmf]{
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a s následujícími pravděpodobnostmi přechodu.
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(viz náčrtek)

Stavy 
[image: image1357.wmf]4

,

1

 jsou trvalé, dokonce absorpční, stavy 
[image: image1358.wmf]3

,

2

 jsou přechodné.
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 stacionární rozdělení nelze určit jednoznačně.
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Množinu stavů můžeme uspořádat takto: 
[image: image1361.wmf]{
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Z matice 
[image: image1366.wmf]U

 lze např. vyčíst toto:

· Je-li systém ve stavu 2, s pravděpodobností 
[image: image1367.wmf]04

,

0

 skončí v absorpčním stavu 1, s pravděpodobností 
[image: image1368.wmf]96

,

0

 skončí v absorpčním stavu 4.

· Je-li systém ve stavu 3, s pravděpodobností 
[image: image1369.wmf]16

,

0

 skončí v absorpčním stavu 1, s pravděpodobností 
[image: image1370.wmf]84

,

0

 skončí v absorpčním stavu 4.

Z matice 
[image: image1371.wmf]F

 lze např. vyčíst toto:

· Je-li systém ve stavu 2, v průměru 1,6( projde stavem 2, v průměru 0,4( projde stavem 3, než přejde do nějakého absorpčního stavu.

· Je-li systém ve stavu 3, v průměru 1,4( projde stavem 3, v průměru 1,6( projde stavem 2, než přejde do nějakého absorpčního stavu.


[image: image1372.wmf];

3

2

1

1

;

6

,

1

;

4

,

1

;

4

,

0

;

6

,

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

j

F


Je-li systém v přechodném stavu 2, průměrně 2 kroky stráví v množině přechodných stavů, než přejde do nějakého absorpčního stavu.

Je-li systém v přechodném stavu 3, průměrně 2 kroky stráví v množině přechodných stavů, než přejde do nějakého absorpčního stavu.

Příklad 3.x. (modelový)
Student studuje vysokou školu na 4 roky. Ročník úspěšně ukončí s pravděpodobností 
[image: image1373.wmf])
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, zanechá studia s pravděpodobností 
[image: image1374.wmf])
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, opakuje ročník s pravděpodobností 
[image: image1375.wmf])
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, přičemž platí: 
[image: image1376.wmf]1
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Máme Markovův řetězec s těmito stavy: 
[image: image1377.wmf]{
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, kde U znamená úspěšné ukončení studia, Z znamená zanechání studia. Stavy 
[image: image1378.wmf]{
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 jsou přechodné, stavy 
[image: image1379.wmf]{

}

;

;

Z

U

 jsou stavy trvalé, dokonce absorpční. Matice pravděpodobností přechodu je následující:
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[image: image1381.wmf];
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[image: image1382.wmf];
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 (viz LA, inverzní matice)
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Z matice 
[image: image1385.wmf]U

 lze např. vyčíst následující:

· Je-li student v 1. ročníku, úspěšně dostuduje s pravděpodobností: 
[image: image1386.wmf]4
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, zanechá studia s pravděpodobností: 
[image: image1387.wmf];
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· Je-li student v 2. ročníku, úspěšně dostuduje s pravděpodobností: 
[image: image1388.wmf]3
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, zanechá studia s pravděpodobností: 
[image: image1389.wmf];
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· Je-li student v 3. ročníku, úspěšně dostuduje s pravděpodobností: 
[image: image1390.wmf]2
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, zanechá studia s pravděpodobností: 
[image: image1391.wmf];
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· Je-li student v 4. ročníku, úspěšně dostuduje s pravděpodobností: 
[image: image1392.wmf]q
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, zanechá studia s pravděpodobností: 
[image: image1393.wmf];
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Určeme ještě mocniny matice pravděpodobností přechodu.
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[image: image1395.wmf];
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[image: image1396.wmf];
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Poznámka:
V předchozím příkladu jsme využili vztahu: 
[image: image1397.wmf];
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tj. 
[image: image1398.wmf];
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Vztah se dokáže snadno indukcí dle 
[image: image1399.wmf]n

.
Zřejmě vztah platí pro 
[image: image1400.wmf]1
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Poznámka:

Podobně bychom řešili příklad, kdy student studuje vysokou školu na 
[image: image1404.wmf]m

 let.
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Příklad 3.x.
Firma třídí své pohledávky po lhůtě splatnosti do 30 - denních intervalů. Pohledávky, které nejsou zaplacené přes 90 dní po lhůtě splatnosti, se již považují za nedobytné. Systém pohledávek můžeme popsat pomocí Markovova řetězce o 5 stavech. Stavy 1, 2, 3 představují první, druhý, třetí měsíc po lhůtě splatnosti. Stav Z znamená zaplaceno, stav N znamená nedobytná. Máme tedy množinu stavů: 
[image: image1406.wmf]{
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,

1

. Stavy 1, 2, 3 jsou přechodné, stavy Z, N jsou trvalé, dokonce absorpční.
Je-li pohledávka první měsíc po splatnosti, bude v tom období zaplacena s pravděpodobností 23%. Je-li pohledávka druhý měsíc po splatnosti, bude v tom období zaplacena s pravděpodobností 66%. Je-li pohledávka třetí měsíc po splatnosti, bude v tom období zaplacena s pravděpodobností 73%.

Matice pravděpodobností přechodu je následující:

[image: image1407.wmf];
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[image: image1410.wmf];
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Z matice 
[image: image1411.wmf]U

 lze např. vyčíst následující:
· Je-li pohledávka v prvním měsíci po lhůtě splatnosti, na 92,9% bude zaplacena, na 7,1% se stane nedobytnou.

· Je-li pohledávka ve druhém měsíci po lhůtě splatnosti, na 90,8% bude zaplacena, na 9,2% se stane nedobytnou.

· Je-li pohledávka ve třetím měsíci po lhůtě splatnosti, na 73% bude zaplacena, na 27% se stane nedobytnou.

Nechť je objem pohledávek vyjádřen vektorem, např. 
[image: image1412.wmf](
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 pohledávky jsou rozděleny podle doby po lhůtě splatnosti. Celkový objem dosud nezaplacených pohledávek činí: 
[image: image1413.wmf]3
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. Lze tedy předpokládat, že zaplaceno bude 
[image: image1414.wmf]3
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[image: image1415.wmf]3
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 se stane nedobytnou (což zvýší náklady).
První složka vektoru 
[image: image1416.wmf]U

c

T

 představuje očekávanou zaplacenou částku, druhá složka představuje nedobytnou částku.
Určeme ještě mocniny matice pravděpodobností přechodu.
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Vyšší mocniny matice 
[image: image1418.wmf]P

 jsou už stejné jako třetí.
Příklad 3.x.
Uvažujme Markovův řetězec s následující maticí pravděpodobností přechodu.
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[image: image1420.wmf];

;

608

,

0

;

392

,

0

;

0

;

0

;

392

,

0

;

608

,

0

;

0

;

0

;

166

,

0

;

238

,

0

;

248

,

0

;

348

,

0

;

120

,

0

;

226

,

0

;

290

,

0

;

364

,

0

;

;

68

,

0

;

32

,

0

;

0

;

0

;

32

,

0

;

68

,

0

;

0

;

0

;

12

,

0

;

18

,

0

;

34

,

0

;

36

,

0

;

07

,

0

;

17

,

0

;

30

,

0

;

46

,

0

3

2

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

P

P


Stacionární rozdělení existuje a platí: 
[image: image1421.wmf](
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[image: image1422.wmf]T
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.
Stavy 
[image: image1423.wmf]2

,

1

 jsou přechodné, stavy 
[image: image1424.wmf]4

,

3

 jsou trvalé. Zřejmě je množina 
[image: image1425.wmf]{
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 uzavřená. Rozklad množiny stavů je tento: 
[image: image1426.wmf]C
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[image: image1428.wmf];
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[image: image1430.wmf];
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Z matice 
[image: image1431.wmf]U

 lze např. vyčíst toto:

· Je-li systém ve stavu 1, po opuštění množiny přechodných stavů vstoupí do stavu 3 s pravděpodobností 
[image: image1432.wmf]18

13

, do stavu 4 s pravděpodobností 
[image: image1433.wmf]18

5

.

· Je-li systém ve stavu 2, po opuštění množiny přechodných stavů vstoupí do stavu 3 s pravděpodobností 
[image: image1434.wmf]3

2

, do stavu 4 s pravděpodobností 
[image: image1435.wmf]3

1

.

Z matice 
[image: image1436.wmf]F

 lze např. vyčíst toto:

· Je-li systém ve stavu 1, v průměru 4,4( projde stavem 1, v průměru 2,7( projde stavem 2, než opustí množinu přechodných stavů.

· Je-li systém ve stavu 2, v průměru 3,3( projde stavem 1, v průměru 3,3( projde stavem 2, než opustí množinu přechodných stavů.
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Systém určitě někdy skončí v množině 
[image: image1438.wmf]C

.
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Je-li systém v přechodném stavu 1, v průměru 7,2 kroku stráví v množině přechodných stavů, než přejde do uzavřené množiny.
Je-li systém v přechodném stavu 2, v průměru 6,6 kroku stráví v množině přechodných stavů, než přejde do uzavřené množiny.

Submatice 
[image: image1440.wmf]*

P

 představuje matici pravděpodobností přechodu podřetězce 
[image: image1441.wmf]{
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Příklad 3.x.
V bedně je 
[image: image1442.wmf]M

 kuliček, které jsou očíslovány čísly 
[image: image1443.wmf]M

,

,

2

,

1

K

. Náhodně vytáhneme kuličku a poznamenáme si číslo. Potom kuličku vrátíme a kuličky promícháme. Pak opět náhodně vytáhneme kuličku a zjistíme, zda-li již nebyla tažena. Pokud kulička již byla tažena, kuličku prostě vrátíme. Pokud ne, poznamenáme si číslo a pak kuličku vrátíme. Kuličky opět promícháme. Náhodná veličina 
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Matice pravděpodobností přechodu je:
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Určíme stacionární rozdělení.
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Dále platí: 
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Obecně platí: 
[image: image1463.wmf](

)

;

1

,

,

1

,

0

;

)

1

(

)

(

1

,

-

=

-

+

-

=

+

M

j

j

j

M

j

M

p

n

n

n

n

j

j

K


což se snadno dokáže indukcí dle 
[image: image1464.wmf]n

.

[image: image1465.wmf](

)

=

+

×

-

+

-

+

-

×

=

+

=

=

+

+

+

+

=

+

+

+

å

n

n

n

n

n

n

j

j

j

j

n

j

j

j

j

M

l

n

j

l

l

j

n

j

j

M

j

M

j

M

j

j

M

j

M

M

j

p

p

p

p

p

p

p

)

1

(

)

1

(

)

(

1

,

1

1

,

)

(

1

,

,

0

)

(

1

,

,

)

1

(

1

,



[image: image1466.wmf](

)

(

)

;

)

1

(

)

1

(

)

1

(

1

1

1

1

1

+

+

+

+

+

-

+

-

=

+

+

-

+

-

=

n

n

n

n

n

n

n

j

j

M

j

M

j

j

j

j

M

j

M


Obecně platí: 
[image: image1467.wmf](

)

=

+

+

-

+

+

-

-

=

+

n

n

n

n

n

j

j

j

j

j

M

j

M

j

M

p

)

1

(

2

)

2

(

))

1

(

)(

(

2

1

)

(

2

,



[image: image1468.wmf](

)

;

2

,

,

1

,

0

;

)

1

(

2

)

2

(

)!

2

(

)!

(

1

2

1

)

(

2

,

-

=

+

+

-

+

-

-

-

=

+

M

j

j

j

j

j

M

j

M

M

p

n

n

n

n

n

j

j

K


což se snadno dokáže indukcí dle 
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Výsledky lze ještě zobecnit.
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což se snadno dokáže indukcí dle 
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Speciálně položme 
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Vlastní čísla matice 
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Vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
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Předpokládejme, že 
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Předpokládejme, že 
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Tím jsme ověřili, že takto definované vektory jsou skutečně vlastní vektory matice 
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Stavy 
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 je trvalý, dokonce absorpční.

[image: image1520.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

=

å

å

å

¥

=

-

=

¥

=

0

0

0

)

(

,

,

)

(

)

1

(

)

(

n

n

j

M

l

n

l

n

n

n

M

j

M

j

M

s

l

M

l

j

M

s

p

s

V



[image: image1521.wmf]=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

å

å

å

-

=

-

-

=

¥

=

j

M

l

M

l

M

l

j

M

l

n

n

l

s

l

j

M

s

M

l

M

l

j

M

0

0

0

1

1

)

1

(

)

1

(



[image: image1522.wmf];

1

0

;

)

(

)

1

(

0

-

£

£

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

å

-

=

M

j

s

l

M

M

M

l

j

M

j

M

l

l

 (
[image: image1523.wmf];

0

)

0

(

,

=

M

j

p

)

[image: image1524.wmf]=

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

-

=

-

=

=

å

-

=

j

M

l

l

M

j

M

M

j

M

M

j

M

j

s

l

M

M

s

M

l

j

M

s

s

V

s

F

s

V

s

U

s

V

s

B

0

,

,

,

,

)

(

)

1

(

)

1

(

)

1

)(

(

))

(

1

)(

(

)

(

)

(

)

(



[image: image1525.wmf];

)

(

)

1

(

)

1

(

1

1

å

-

=

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

=

j

M

l

l

s

l

M

M

s

M

l

j

M



[image: image1526.wmf]=

-

-

-

-

+

-

-

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

¢

å

-

=

j

M

l

l

M

j

s

l

M

M

l

M

s

M

s

l

M

M

M

l

j

M

s

B

1

2

,

)

)

(

(

)

)(

1

(

)

)

(

(

)

1

(

)

(



[image: image1527.wmf];

)

)

(

(

)

1

(

)

)

(

(

)

(

)

1

(

1

2

1

2

2

å

å

-

=

-

=

-

-

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

-

-

-

+

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

j

M

l

l

j

M

l

l

s

l

M

M

l

M

l

j

M

s

l

M

M

l

M

M

M

l

j

M


Určíme střední hodnotu doby čekání, než se dostaneme do absorpčního stavu 
[image: image1528.wmf]M

.


[image: image1529.wmf];

)

1

(

))

(

(

)

1

(

)

1

(

1

1

1

2

,

å

å

-

=

+

-

=

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

-

-

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

¢

=

j

M

l

l

j

M

l

l

M

j

M

j

l

M

l

j

M

l

M

M

l

M

l

j

M

B

T

E



[image: image1530.wmf];

,

1

M

T

E

M

M

=

-



[image: image1531.wmf];

2

3

2

1

2

,

2

M

M

M

T

E

M

M

=

-

=

-



[image: image1532.wmf];

6

11

3

1

2

3

3

,

3

M

M

M

M

T

E

M

M

=

+

-

=

-



[image: image1533.wmf];

12

25

4

1

3

4

3

4

,

4

M

M

M

M

M

T

E

M

M

=

-

+

-

=

-



[image: image1534.wmf];

60

137

5

1

4

5

3

10

5

5

,

5

M

M

M

M

M

M

T

E

M

M

=

+

-

+

-

=

-


Poznámka:
Ke stejným výpočtům vede tato úloha: Buď 
[image: image1535.wmf]M

 přihrádek a velké množství kuliček. Vybereme kuličku a náhodně ji hodíme do nějaké přihrádky. Náhodná veličina 
[image: image1536.wmf]n

X

 představuje počet přihrádek, které již nejsou prázdné.

Příklad 3.x.
Uvažujme Markovův řetězec s množinou stavů 
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Určíme stacionární rozdělení, dostaneme soustavu rovnic:
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Postupně dostaneme: 
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Z podmínky 
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Stacionární rozdělení je stejné jako „nultý“ řádek matice 
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Tento příklad by šlo zobecnit, uvažujme následující matici pravděpodobností přechodu
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Podobně dostaneme: 
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Stacionární rozdělení je stejné jako „nultý“ řádek matice 
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Příklad 3.x.
Uvažujme Markovův řetězec s množinou stavů 
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Určíme stacionární rozdělení, dostaneme soustavu rovnic:
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Z podmínky 
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Dostáváme: 
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 (viz předchozí výsledek)
Stacionární rozdělení existuje, pokud řada 
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Speciální případ: 
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 (harmonická řada)
Protože řada diverguje, stacionární rozdělení neexistuje.
Poznámka:

Pokud by pro nějaké 
[image: image1574.wmf]N

Î

l

ˆ

 bylo 
[image: image1575.wmf]0

ˆ

=

l

p

, bylo by též 
[image: image1576.wmf]l

j

j

ˆ

pro

0

>

=

p

. Stacionární rozdělení by existovalo, platilo by: 
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Příklad 3.x.
Uvažujme Markovův řetězec s množinou stavů 
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 a následující maticí pravděpodobností přechodu:
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Určíme stacionární rozdělení, dostaneme soustavu rovnic:
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dostáváme tak: 
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Stacionární rozdělení existuje vždy.
Příklad 3.x.
Uvažujme Markovův řetězec s množinou stavů 
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 a následující maticí pravděpodobností přechodu:
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Určíme stacionární rozdělení, dostaneme soustavu rovnic:
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dále dostaneme: 
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Musí platit: 
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 Stacionární rozdělení existuje, pokud řada 
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