PAGE  
1

II. Rekurentní jevy
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Definice 2.1.
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Dále položme: 
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 což jsou vytvořující funkce.
Věta 2.1.
Pro vytvořující funkce 
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Důkaz:
Platí toto: 
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Pro názornost si uveďme ještě jiný důkaz V 2.1.
Platí toto: 
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První a poslední člen v součtu jsou rovny nule.

Dále platí: 
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Odtud plyne (indukcí dle 
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Definice 2.2.

Rekurentní jev 
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Věta 2.2.
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Věta 2.x.
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Věta 2.x.
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Věta 2.x.
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Střední hodnota počtu výskytů rekurentního jevu je pak: 
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Definice 2.4.
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Příklad 2.x.
Uvažujme posloupnost nezávislých pokusů, přičemž pravděpodobnost zdaru je 
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 rekurentní jev: nastala série zdar – nezdar (ZN). Určeme, zda je to jev trvalý či přechodný.
Pomocí vytvořující funkce určíme pravděpodobnosti.
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Speciálně dostáváme:
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Vypočteme ještě střední hodnotu doby čekání na výskyt jevu 
[image: image121.wmf]x

.
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Poznamenejme ještě, že střední hodnota doby čekání na výskyt jevu je nejmenší při 
[image: image124.wmf];

2

1

=

=

q

p

 V tom případě je: 
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Příklad 2.x.

Uvažujme opět posloupnost nezávislých pokusů, přičemž pravděpodobnost zdaru je 
[image: image126.wmf]p

, pravděpodobnost nezdaru je 
[image: image127.wmf]q

, tj. platí: 
[image: image128.wmf]1

=

+

q

p

. Označme 
[image: image129.wmf]x

 rekurentní jev: nastala série zdar - zdar – nezdar (ZZN). Určeme, zde je to jev trvalý či přechodný.

Pomocí vytvořující funkce určíme pravděpodobnosti.
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Odtud dostáváme:
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 (předpokládáme, že 
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Jev 
[image: image138.wmf]x

 je tedy trvalý.
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Vypočteme ještě střední hodnotu doby čekání na výskyt jevu 
[image: image142.wmf]x

.
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Příklad 2.x.

Uvažujme opět posloupnost nezávislých pokusů, přičemž pravděpodobnost zdaru je 
[image: image146.wmf]p

, pravděpodobnost nezdaru je 
[image: image147.wmf]q

, tj. platí: 
[image: image148.wmf]1
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. Označme 
[image: image149.wmf]x

 rekurentní jev: nastala série 
[image: image150.wmf]k

 zdarů po sobě, 
[image: image151.wmf]N
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.
Nastane-li po sérii 
[image: image152.wmf]k

 zdarů opět zdar, počítá se opět od 1. To znamená: Jestliže v 
[image: image153.wmf]-

n

tém pokuse nastal jev 
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, v 
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 pokuse opět zdar, v 
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 pokuse nenastal jev 
[image: image157.wmf]x

. Pokud v 
[image: image158.wmf]-

n

tém pokuse nastal jev 
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, pak další série 
[image: image160.wmf]k

 zdarů, v 
[image: image161.wmf]k

n

+

 pokuse opět nastal jev 
[image: image162.wmf]x

. Určeme, zda je to jev trvalý či přechodný.

Pomocí vytvořující funkce určíme pravděpodobnosti.
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Odtud dostáváme:
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 (předpokládáme, že 
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Jev 
[image: image174.wmf]x

 je tedy trvalý pro libovolné 
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Vypočtěme funkci 
[image: image181.wmf])
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Odtud dostáváme:
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 což souhlasí s dřívějším výsledkem.
Poznamenejme ještě, že to platí i pro 
[image: image188.wmf]1
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, tzn. jev 
[image: image189.wmf]x

 znamená, že nastal zdar. Pak máme:
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Příklad 2.x.

Uvažujme náhodnou procházku na přímce, přičemž na počátku jsme ve stavu 0. V každém kroku se náhodně posuneme o dílek doprava nebo doleva.
Nechť je: 
[image: image193.wmf][
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[image: image194.wmf];
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 přičemž předpokládáme, že veličiny 
[image: image195.wmf]j

X

 jsou nezávislé.
Jev 
[image: image196.wmf]x

 znamená, že se vrátíme do počátku (do stavu 0).
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Jev 
[image: image198.wmf]x

 je periodický s periodou 2, do počátku je možné se vrátit pouze po sudém počtu kroků.
Pro lepší přehlednost to zapíšeme takto: 
[image: image199.wmf];

)

!

(

!

)

2

(

2

2

2

n

n

n

n

n

q

p

n

n

q

p

n

n

u

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=


(speciálně: 
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Platí: 
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 přičemž rovnosti je dosaženo pro 
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Vyšetříme konvergenci řady 
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 a tím zjistíme, zda rekurentní jev 
[image: image205.wmf]x

 je trvalý či přechodný. Použijeme podílové D’Alambertovo kriterium (viz MA kap. 9).
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Dle D’Alambertova kriteria řada konverguje, tudíž rekurentní jev 
[image: image211.wmf]x

 je přechodný.
Pro případ 
[image: image212.wmf]2

1

=

=

q

p

 nelze D’Alambertovo kriterium použít. Použijeme tedy Stirlingův vzorec (viz MA kap 17).
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Buď nyní 
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 řada diverguje, tudíž jev 
[image: image218.wmf]x

 je trvalý.
Vypočtěme ještě funkce 
[image: image219.wmf])
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 (zobecněné kombinační číslo)
Poznamenejme, že platí: 
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1

;

)

1

(

0

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

+

å

¥

=

x

x

k

x

k

k

a

a

 (viz MA, Taylorovy řady)
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Dostali jsme toto: 
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, tudíž jev 
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 je trvalý, jinak je přechodný.
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Protože střední doba čekání na výskyt jevu je +(, je to jev trvalý nulový.
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odtud dostáváme:
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Speciálně:
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Příklad 2.x.

Uvažujme náhodnou procházku v rovině po „mřížce“, přičemž na počátku jsme ve stavu (0;0(. V každém kroku se náhodně posuneme o dílek doprava nebo doleva nebo nahoru nebo dolů.

Nechť je:
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 (posun doprava či doleva)
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 (posun nahoru či dolů)
musí platit: 
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 přičemž předpokládáme, že veličiny 
[image: image243.wmf]j
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 jsou nezávislé.


[image: image244.wmf];

)

2

(

1

å

=

=

n

j

j

n

Y

S

 přičemž předpokládáme, že veličiny 
[image: image245.wmf]j

Y

 jsou nezávislé.

Jev 
[image: image246.wmf]x

 znamená, že se vrátíme do počátku (do stavu (0;0().
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Jev 
[image: image248.wmf]x

 je periodický s periodou 2, do počátku je možné se vrátit pouze po sudém počtu kroků.
Pro lepší přehlednost to zapíšeme takto: 
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Je-li 
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Použijeme-li Stirlingův vzorec, dostaneme:
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Pro 
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 řada diverguje, tudíž jev 
[image: image256.wmf]x

 je trvalý.
Jinak je jev 
[image: image257.wmf]x

 přechodný, ale odvození je obtížné.
Příklad 2.x.

Uvažujme náhodnou procházku na přímce, přičemž na počátku jsme ve stavu 0. V každém kroku se náhodně posuneme o dílek doprava nebo doleva.

Nechť je: 
[image: image258.wmf][
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 přičemž předpokládáme, že veličiny 
[image: image260.wmf]j
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 jsou nezávislé.

Jev 
[image: image261.wmf]x

 znamená, že se vrátíme do počátku (do stavu 0).
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Jev 
[image: image263.wmf]x

 je periodický s periodou 3, do počátku je možné se vrátit pouze po takovém počtu kroků, který je dělitelný 3.

Pro lepší přehlednost to zapíšeme takto: 
[image: image264.wmf];
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Opět použijeme stirlingův vzorec, abychom rozhodli, je-li jev trvalý či přechodný.
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Odtud je již zřejmé, že jev 
[image: image266.wmf]x

 je trvalý.
Platí: 
[image: image267.wmf];
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Tento příklad by šlo ještě zobecnit.
Nechť 
[image: image268.wmf][
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I při této náhodné procházce je návrat do počátku trvalý jev.

Nyní se budeme zabývat rekurentními jevy se zpožděním.

Označme:
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Formálně dodefinujeme: 
[image: image274.wmf];
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Platí toto: 
[image: image275.wmf];

0

;

0

0

1

1

2

2

1

1

0

³

=

+

+

+

+

+

=

å

=

-

-

-

-

n

u

b

u

b

u

b

u

b

u

b

u

b

v

n

k

k

n

k

n

n

n

n

n

n

K



[image: image276.wmf]);
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Dostali jsme rovnost: 
[image: image278.wmf]);
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Dosadíme-li za 
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 (V 2.1.), dostaneme toto:
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Dostali jsme toto:
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Tato rovnice se též nazývá rovnice obnovy.
Po rozepsání máme:

[image: image283.wmf];
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Věta 2.x.

Buď 
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 rekurentní jev. Jev 
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 je trvalý právě tehdy, je-li 
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. Dále pro trvalé jevy platí: 
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, kde 
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 je doba čekání na výskyt jevu 
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 za podmínky, že nyní nenastal. Jev 
[image: image290.wmf]x

 je přechodný právě tehdy, je-li 
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Důkaz:
(analogicky jako V 2.2.)

Příklad 2.x.

Uvažujme opět náhodnou procházku na přímce, přičemž na počátku jsme ve stavu 1. V každém kroku se náhodně posuneme o dílek doprava nebo doleva.

Nechť je: 
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[image: image293.wmf];
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 přičemž předpokládáme, že veličiny 
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 jsou nezávislé.

Jev 
[image: image295.wmf]x

 znamená, že se dostaneme do počátku (do stavu 0), přičemž nyní jsme ve stavu 1. Jde o rekurentní jev se zpožděním.
Protože jde o periodický jev s periodou 2, můžeme se do počátku dostat jen po lichém počtu kroků.
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Obecně: 
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