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X. Testy dobré shody
Tyto testy se používají v případě, že chceme ověřit, zda výběr pochází z daného rozdělení či nikoli. Základem je tzv. 
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 (chí kvadrát) test dobré shody. Někdy se mu též říká Pearsonův test.
Napřed pojednáme o Multinomickém rozdělení.
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 má multinomické rozdělení s parametry 
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pokud platí: 
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V jiném případě je tato pravděpodobnost rovna nule.
Multinomické rozdělení je zobecnění Binomického rozdělení. Pro 
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 máme Binomické rozdělení. Nechť děláme 
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 nezávislých pokusů, přičemž v každém pokusu je 
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 možných výsledků, s pravděpodobnostmi 
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 počty výskytů jednotlivých výsledků pokusu v 
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 pokusech. Je zřejmé, že musí platit: 
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Pak vektor 
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 právě jednu složku rovnou 1, ostatní složky jsou rovny 0.
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Je zřejmé, že též platí: 
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Určíme podmíněnou pravděpodobnost, předpokládejme, že 
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Podmíněné rozdělení veličiny 
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 při dané hodnotě veličiny 
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Určíme podmíněnou pravděpodobnost, předpokládejme, že 
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Podmíněné rozdělení veličiny 
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Výsledek zobecníme:
Podmíněné rozdělení veličiny 
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K Multinomickému rozdělení můžeme dospět také takto: Nechť děláme 
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 nezávislých pokusů, přičemž v každém pokusu je 
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 možných výsledků, s pravděpodobnostmi 
[image: image55.wmf]k

p

p

,

,

1

K

.


[image: image56.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

=

=

Ù

=

=

Ù

Ù

=

×

=

=

×

=

=

=

=

Ù

Ù

=

×

=

=

=

Ù

Ù

=

2

2

1

1

3

3

1

1

2

2

1

1

1

1

2

2

1

1

1

1

n

X

n

X

n

X

n

X

P

n

X

n

X

P

n

X

P

n

X

n

X

n

X

P

n

X

P

n

X

n

X

P

k

k

k

k

k

k

K

K

K



[image: image57.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

=

=

Ù

Ù

=

=

=

=

Ù

=

×

=

Ù

=

=

×

=

=

×

=

Õ

Õ

=

-

=

=

-

-

k

l

l

l

l

k

l

l

l

l

l

n

X

n

X

P

n

X

n

X

n

X

P

n

X

P

n

X

n

X

n

X

P

n

X

n

X

P

n

X

P

1

1

1

1

1

1

1

1

4

4

2

2

1

1

3

3

1

1

2

2

1

1

I

K

K

K

n

n

n



[image: image58.wmf]=

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

Õ

å

å

å

=

-

å

-

-

=

-

=

-

=

-

=

k

l

n

n

n

l

l

n

l

l

l

l

l

l

l

p

p

p

p

n

n

n

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

n

n

n

n

n

n

n

n



[image: image59.wmf]=

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

Õ

å

å

å

å

=

å

-

-

=

=

-

=

-

=

=

k

l

n

n

l

l

n

l

l

l

l

l

l

p

p

p

p

n

n

n

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n



[image: image60.wmf];

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Õ

Õ

å

å

å

=

=

å

-

=

å

-

-

=

-

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

=

-

=

k

l

l

k

l

n

n

l

n

l

n

n

l

l

l

H

p

p

p

n

n

n

l

l

l

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n



[image: image61.wmf](

)

(

)

(

)

;

1

1

1

;

1

2

1

2

1

1

1

2

1

2

1

2

1

2

1

1

1

1

n

n

n

n

n

n

n

n

n

p

p

p

p

n

n

n

H

p

p

n

n

H

-

-

-

-

-

-

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

=



[image: image62.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

å

-

-

=

-

å

-

-

=

-

-

=

-

-

=

-

-

=

å

å

å

1

1

1

2

1

1

1

1

2

1

1

2

1

1

1

1

1

k

k

k

n

n

k

n

k

n

n

k

k

k

k

p

p

p

n

n

n

H

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n



[image: image63.wmf](

)

(

)

;

1

1

1

1

1

1

1

1

k

k

k

k

n

k

n

k

n

n

k

k

k

k

k

p

p

p

p

n

n

n

-

+

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

-

-

-

+

-

-

-



[image: image64.wmf];

1

)

0

(

1

1

1

1

0

1

1

1

1

1

1

1

1

=

×

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

å

-

=

å

-

-

=

-

=

=

-

=

å

å

å

k

k

k

k

k

n

k

n

k

k

k

n

n

k

n

k

n

n

k

k

k

k

p

p

n

n

p

p

p

n

n

n

H

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n


Platí: 
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dokážeme indukcí dle 
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Tedy tvrzení platí pro všechna 
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Speciálně pro 
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Uvažujme dále Multinomické rozdělení.
Určeme marginální rozdělení veličin 
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Dostali jsme tedy:
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Určíme též podmíněné rozdělení.
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Dostali jsme tedy:
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Podmíněné rozdělení veličin 
[image: image93.wmf]1

1

,

,

-

r

X

X

K

 při daných hodnotách veličin 
[image: image94.wmf]k

r

X

X

,

,

K

 je opět Multinomické s parametry: 
[image: image95.wmf]å

å

å

=

-

=

=

-

-

-

k

r

r

k

r

k

r

p

p

p

p

n

n

n

n

n

n

n

n

1

;

;

1

;

1

1

K

.
Náhodný vektor 
[image: image96.wmf]X

 je tedy součtem 
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Platí: 
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Platí tedy: 
[image: image106.wmf]);
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 Jedná se o součet 
[image: image108.wmf]n

 nezávislých náhodných veličin s nula-jedničkovým (alternativním) rozdělením.

Nyní určíme kovarianci: 
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 Protože je vždy právě jedna složka nenulová, nabývá vždy aspoň jedna z náhodných veličin 
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Varianční matice vektoru 
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 má tvar:
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Pro varianční matici vektoru 
[image: image115.wmf]X

 pak platí:


[image: image116.wmf];

var

var

1

1

V

ε

X

V

×

=

=

=

å

=

n

n

j

j


neboť jde o součet nezávislých náhodných vektorů.
Odtud dostáváme: 
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Pro korelační koeficient veličin 
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Korelační koeficient je záporný.
Matici 
[image: image120.wmf]1
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 můžeme vyjádřit ve tvaru: 
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Snadno se ověří, že matice 
[image: image126.wmf]Q

 je symetrická a idempotentní. Platí totiž: 
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Dále platí: 
[image: image129.wmf];
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Protože matice 
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Předpokládáme 
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 neboť matice 
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 je idempotentní.
Položme ještě: 
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 je idempotentní.

Buď dán náhodný vektor 
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Zřejmě platí: 
[image: image147.wmf]);
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Tedy 
[image: image149.wmf]Q
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Také platí: 
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Rozdělení tohoto vektoru je asymptoticky vícerozměrné Normální a to 
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 Matice 
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 je singulární, neboť 
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Nyní již můžeme vyslovit hlavní limitní větu.
Věta 10.1.

Nechť náhodný vektor 
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Důkaz:
Matice 
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 je idempotentní, tudíž jedna z jejích pseudoinverzních matic je jednotková matice, tj. 
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Dle jedné věty platí: 
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Pak také platí: 
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Je nutno si uvědomit, že veličina 
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 „dosti veliké“. Je též dobré, aby každá teoretická četnost 
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Na větě 10.1. jsou založeny Testy dobré shody. Její použití si ukážeme na několika příkladech.

Vzorec pro výpočet testové charakteristiky 
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Přestože tento tvar je pro výpočet vhodnější, dává se většinou přednost výpočtu podle vzorce ve tvaru uvedeném výše. Tam je zřejmé, jakou hodnotou každý sčítanec přispívá k celkové hodnotě veličiny 
[image: image181.wmf]2

c

.
Veličině 
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 se někdy též říká Pearsonova charakteristika.

Poznámka:
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Nechť máme 
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 pravděpodobnosti, že pozorování padne do 
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 jsou teoretické (očekávané) četnosti, 
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 jsou skutečné (pozorované, empirické) četnosti. Budou-li rozdíly (v absolutní hodnotě) skutečných a teoretických četností malé, bude to svědčit ve prospěch hypotézy, že výběr pochází z daného (hypotetického) rozdělení. Budou-li rozdíly velké (v absolutní hodnotě), bude to svědčit v neprospěch hypotézy.
Spočteme tzv. testovou charakteristiku:
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která má asymptoticky (
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, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 
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Abychom mohli tento test použít, je dobré, aby všechny teoretické četnosti byly aspoň 5 (tj. 
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). Pokud není tento předpoklad splněn, provádí se sloučení tříd.
Testovou charakteristiku můžeme také formálně napsat takto:
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kde O znamená „observed” (anglicky pozorované), E znamená „expected” (anglicky očekávané).
Pomocí tohoto testu můžeme například ověřit, zda hrací kostka je či není „cinknutá“.
Příklad:

Bylo provedeno 60 hodů hrací kostkou, četnosti výskytů jednotlivých čísel jsou v následující tabulce. Máme ověřit, zda kostka není „cinknutá“, tj. je symetrická. Nulová hypotéza zde znamená, že kostka je symetrická (není „cinknutá“).

	Číslo
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	Celkem

	pozorované četnosti
	9
	9
	13
	10
	12
	7
	60

	teoretické četnosti
	10
	10
	10
	10
	10
	10
	60

	rozdíly
	-1
	-1
	3
	0
	2
	-3
	0


Vypočteme testovou charakteristiku, v našem případě máme 6 tříd (
[image: image203.wmf]6
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Protože platí: 
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, nulovou hypotézu, že kostka není „cinknutá“, na hladině 5% nezamítneme.
Příklad:

Firma chce uvést na trh nový výrobek ve čtyřech různých provedeních (A, B, C, D), přičemž předpokládá, že zájem o jednotlivá provedení výrobku bude následující: Provedení A 35%, provedení B 10%, provedení C 5%, provedení D 50% všech zájemců o daný typ výrobku. Následující průzkum ukázal, že z 300 potencionálních zájemců by o provedení výrobku A projevilo zájem 110 zájemců, o provedení výrobku B 20 zájemců, o provedení výrobku C 10 zájemců, o provedení výrobku D 160 zájemců. Máme ověřit (na hladině 5%), zda výsledky průzkumu potvrzují původní předpoklad firmy.

Údaje napíšeme přehledně do tabulky:
	Provedení
	A
	B
	C
	D
	celkem

	předpoklad
	35%
	10%
	5%
	50%
	100%

	skutečné četnosti
	110
	20
	10
	160
	300

	teoretické četnosti
	105
	30
	15
	150
	300

	rozdíly
	5
	-10
	-5
	10
	0


Vypočteme testovou charakteristiku, v našem případě máme 4 třídy (
[image: image206.wmf]4
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Protože platí: 
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, nulovou hypotézu, že výzkumy potvrzují původní předpoklad firmy, na hladině 5% nezamítneme.

Příklad:

Na úřadě byl sledován počet přicházejících občanů. V následující tabulce jsou uvedeny údaje, které byly zjištěny během úředního dne.
	doba
	08 – 10 h
	10 – 12 h
	12 – 14 h
	14 – 16 h
	16 – 18 h
	celkem

	počet
	36
	40
	27
	39
	44
	186

	teor. č.
	37,2
	37,2
	37,2
	37,2
	37,2
	186

	rozdíly
	-1,2
	2,8
	-10,2
	1,8
	6,8
	0


Máme otestovat hypotézu (na hladině 5%), zda občané přicházejí během dne na úřad rovnoměrně.

Vypočteme testovou charakteristiku, v našem případě máme 5 tříd (
[image: image209.wmf]5
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Protože platí: 
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, nulovou hypotézu, že občané přicházejí na úřad během dne rovnoměrně, na hladině 5% nezamítneme.

Příklad:

Ve skupině uchazečů o studium na vysoké škole je 130 mužů a 80 žen. Máme ověřit hypotézu, že mezi uchazeči je stejný podíl mužů a žen (na hladině 5%).
	Uchazeči
	Muži
	Ženy
	Celkem

	počet
	130
	80
	210

	teor. č.
	105
	105
	210

	rozdíly
	25
	-25
	0


Vypočteme testovou charakteristiku, v našem případě máme 2 třídy (
[image: image212.wmf]2
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).
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Protože platí: 
[image: image214.wmf]84
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, nulovou hypotézu, že mezi uchazeči je stejný podíl mužů a žen, na hladině 5% zamítneme. Podíl mužů mezi uchazeči je větší než podíl žen.

Ověřme nyní hypotézu, že mezi uchazeči je 60% mužů a 40% žen.
	Uchazeči
	Muži
	Ženy
	Celkem

	počet
	130
	80
	210

	teor. č.
	126
	84
	210

	rozdíly
	4
	-4
	0


Vypočteme testovou charakteristiku, v našem případě máme 2 třídy (
[image: image215.wmf]2
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).
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Protože platí: 
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, hypotézu, že mezi uchazeči je 60% mužů a 40% žen, na hladině 5% nezamítneme.
Příklad:

Při 600 hodech hrací kostkou padla 6 pouze 75 krát. Můžeme na základě toho usoudit, zda je kostka „cinknutá“ či nikoli?
	Číslo
	6
	ostat
	Celkem

	pozorované četnosti
	75
	525
	600

	teoretické četnosti
	100
	500
	600

	rozdíly
	-25
	25
	0


Vypočteme testovou charakteristiku, v našem případě máme 2 třídy (
[image: image218.wmf]2
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).
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Protože platí: 
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, nulovou hypotézu, že kostka není „cinknutá“, na hladině 5% zamítneme. Poznamenejme, že bychom ji zamítli i na hladině 1%, neboť 
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Položme si nyní otázku: Kolikrát by měla při 600 hodech padnout 6, abychom nulovou hypotézu o symetrii hrací kostky na hladině 5% nezamítli?
Jde o vyřešení nerovnice: 
[image: image222.wmf];
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Abychom si řešení usnadnili, použijeme substituci: 
[image: image223.wmf]l
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Dostáváme tedy: 
[image: image227.wmf]9
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 musí být celé číslo, musí platit: 
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Abychom nezamítli hypotézu o symetrii hrací kostky (na hladině 5%), měl by počet hodů, kdy padla 6 (při celkem 600 hodech) být aspoň 83, nejvýše však 117.
Abychom nezamítli hypotézu o symetrii hrací kostky (na hladině 1%), měl by počet hodů, kdy padla 6 (při celkem 600 hodech) být aspoň 77, nejvýše však 123.
Spočtěme ještě pravděpodobnosti 
[image: image231.wmf][
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 pomocí aproximace přes normální rozdělení. Veličina 
[image: image232.wmf]X

 představuje počet 6, které padly při 600 hodech kostkou.
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Předchozí příklad by šlo řešit také takto:

Testujeme hypotézu: 
[image: image237.wmf]166
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 proti alternativě: 
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. Pokud při 600 hodech hrací kostkou padla 6 pouze 75 krát, položme: 
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Protože platí: 
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, zamítneme nulovou hypotézu na 5%.
Protože platí: 
[image: image242.wmf]326

,

2

)

99

,

0

(

739

,

2

-

=

-

<

-

u

, zamítneme nulovou hypotézu i na 1%.

Zkusme nyní vyřešit otázku, kolikrát by měla při 600 hodech padnout 6, abychom nulovou hypotézu na hladině 5% nezamítli (při oboustranném testu).
Jde o vyřešení nerovnice: 
[image: image243.wmf];
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[image: image244.wmf];
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 odtud dostaneme: 
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Při 600 hodech musí platit: 
[image: image246.wmf]117
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Abychom nezamítli nulovou hypotézu na hladině 1%, musíme řešit nerovnici: 
[image: image247.wmf];
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Při 600 hodech musí platit: 
[image: image249.wmf]123
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Zkusme ještě vyřešit otázku, kolikrát by musela při 600 hodech padnout 6, abychom nulovou hypotézu nezamítli při jednostranném testu (na hladině 5%).
Alternativa 
[image: image250.wmf]6
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Jde o vyřešení nerovnice: 
[image: image251.wmf];
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 tj. odtud dostaneme: 
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Alternativa (
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Jde o vyřešení nerovnice: 
[image: image255.wmf];
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 tj. odtud dostaneme: 
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Pokud rozdělení závisí na nějakých neznámých parametrech, je nutno tyto parametry napřed odhadnout a pak provést test dobré shody. Počet stupňů volnosti se sníží o počet odhadovaných parametrů. Většinou se volí „klasické“ odhady, i když to není nejvhodnější.

Existují i jiné metody (např. metoda min. 
[image: image258.wmf]2
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), kde se odhady počítají iteračně. Nechť rozdělení závisí na neznámých parametrech 
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Platí: 
[image: image260.wmf];
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 tudíž také 
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Veličina 
[image: image262.wmf]2
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, uvedená dříve, pak přejde na tvar:
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pravděpodobnosti (tedy i teoretické četnosti) jsou funkce parametrů.
Derivováním podle parametrů dostaneme:


[image: image264.wmf];
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Položíme-li derivace rovné 0, dostaneme soustavu rovnic:

[image: image265.wmf];
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Řešení této soustavy rovnic je obtížné. Ukázalo se ale, že při velkém 
[image: image266.wmf]N
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 není vliv 2. členu příliš podstatný. Proto lze přejít k jednodušší soustavě rovnic.
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Hodnoty získané řešením této soustavy jsou odhady parametrů pořízené metodou minimálního 
[image: image268.wmf]2

c

. Tato soustava se zpravidla řeší iteračně. Poskytuje sice přesnější odhady parametrů, ale je daleko pracnější. Proto se jí nebudeme dále zabývat. Spokojíme se s klasickými, ale méně přesnými odhady parametrů.
Na následujících příkladech si ukážeme testy dobré shody při neznámých parametrech.

Ověřování Poissonova rozdělení:

Připomeňme, že Poissonovo rozdělení je diskrétní, nabývá hodnot 
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Parametr 
[image: image272.wmf]l

 odhadneme tak, že spočteme výběrový průměr a položíme 
[image: image273.wmf]X
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. Samozřejmě jsou i jiné možnosti odhadu parametru.
Výběr rozdělíme do 
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 tříd, 
[image: image275.wmf];
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 jsou vhodně zvolená čísla. Pravděpodobnosti stanovíme takto: 
[image: image277.wmf];
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. Pak stanovíme teoretické četnosti, tj. součin rozsahu výběru a pravděpodobnosti. Poté vypočteme testovou charakteristiku a porovnáme ji s kvantilem 
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, protože jsme odhadovali 1 parametr.
Příklad:
Bylo provedeno statistické zkoumání výskytu jistého jevu. Četnost výskytu jevu je v následující tabulce. V 
[image: image279.wmf]i
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 případech se jev vyskytl 
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 Máme ověřit, zda počet výskytů jevu má Poissonovo rozdělení tj. zda náhodný výběr pochází z Poissonova rozdělení (které závisí na neznámém parametru 
[image: image281.wmf]l
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[image: image284.wmf](
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Položíme tedy 
[image: image285.wmf]61
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, což je odhad parametru 
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. Nyní stanovíme pravděpodobnosti a teoretické četnosti. Protože je celkem 5 tříd, odhadujeme 1 parametr, má testová charakteristika asymptoticky rozdělení 
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 (počet stupňů volnosti je 
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Máme tedy: 
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, nulovou hypotézu, že výběr pochází z Poissonova rozdělení, na hladině 5% nezamítneme.
Poznamenejme, že pravděpodobnost, že se jev vyskytne 5x nebo vícekrát, je zanedbatelná, proto není součet pravděpodobností v tabulce přesně 1.
Příklad:
Bylo provedeno statistické zkoumání počtu příjezdů vlaků na nádraží během hodiny. Četnost příjezdů vlaků je v následující tabulce. Bylo zjištěno, že počet vlaků, které přijely během hodiny, se pohyboval od 0 do 7. Máme ověřit, zda počet příjezdů vlaků má Poissonovo rozdělení tj. zda náhodný výběr pochází z Poissonova rozdělení (které závisí na neznámém parametru 
[image: image294.wmf]l
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Položíme tedy 
[image: image297.wmf]30
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, což je odhad parametru 
[image: image298.wmf]l

. Nyní stanovíme pravděpodobnosti a teoretické četnosti. Protože v poslední třídě je malá četnost, poslední 2 třídy sloučíme do jedné. Protože je celkem 7 tříd (po sloučení), odhadujeme 1 parametr, má testová charakteristika asymptoticky rozdělení 
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Máme tedy: 
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, nulovou hypotézu, že výběr pochází z Poissonova rozdělení, na hladině 5% nezamítneme. Můžeme tedy říci, že počet vlaků, které během hodiny přijely, má Poissonovo rozdělení.

Příklad:
Bylo provedeno statistické zkoumání defektů na deskách, bylo zkoumáno celkem 60 desek. Četnost defektů na deskách je v následující tabulce. Bylo zjištěno, že počet defektů na deskách se pohyboval od 0 do 3. Máme ověřit, zda počet defektů na deskách má Poissonovo rozdělení.
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Položíme tedy 
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, což je odhad parametru 
[image: image309.wmf]l

. Nyní stanovíme pravděpodobnosti a teoretické četnosti. Protože jsou celkem 4 třídy, odhadujeme 1 parametr, má testová charakteristika asymptoticky rozdělení 
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Máme tedy: 
[image: image316.wmf]99
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, nulovou hypotézu, že výběr pochází z Poissonova rozdělení, na hladině 5% nezamítneme. Můžeme tedy říci, že počet defektů na deskách má Poissonovo rozdělení.

Kdybychom např. sloučili třídy o 2 a 3 defektech, dostali bychom toto:
	defekty
	0
	1
	2 - 
	(

	
[image: image317.wmf]i

X


	32
	15
	13
	60

	
[image: image318.wmf]i

p


	0,472
	0,354
	0,174
	1

	
[image: image319.wmf]i

p

n


	28,3
	21,2
	10,5
	60

	
[image: image320.wmf]i

i

i

np

np

X

2

)

(

-


	0,478
	1,833
	0,628
	2,939


Máme tedy: 
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, nulovou hypotézu, že výběr pochází z Poissonova rozdělení, na hladině 5% nezamítneme. Můžeme tedy opět říci, že počet defektů na deskách má Poissonovo rozdělení.

Ještě se zmíníme o další možnosti, jak ověřovat Poissonovo rozdělení.
Protože u Poissonova rozdělení platí: 
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 bude za předpokladu, že jde o výběr z Poissonova rozdělení blízká hodnotě 
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Podmíněné rozdělení je multinomické, s 
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 třídami, 
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Veličina 
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 má asymptoticky rozdělení 
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Hypotézu, že výběr pochází z Poissonova rozdělení tedy nezamítneme na hladině 
[image: image335.wmf]a

, pokud bude 
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Zkusme použít tento test v příkladu x. Spočetli jsme, že 
[image: image337.wmf]75

,

0

=

X

. Spočtěme ještě veličinu 
[image: image338.wmf]25

,

53

75

,

33

87

75

,

0

60

4

3

9

2

15

1

32

0

)

1

(

2

2

2

2

2

2

=

-

=

×

-

×

+

×

+

×

+

×

=

-

S

n

.
Volme 
[image: image339.wmf]05

,

0

=

a

.


[image: image340.wmf];

204

,

1

75

,

0

903

,

0

;

903

,

0

59

25

,

53

2

2

=

=

=

=

&

&

X

S

S



[image: image341.wmf];

71

75

,

0

25

,

53

=

=

Q

 
[image: image342.wmf];

1

,

82

)

975

,

0

(

;

7

,

39

)

025

,

0

(

2

59

2

59

=

=

&

&

c

c


Protože platí: 
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Zkusme použít tento test v příkladu x. Spočetli jsme, že 
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Protože platí: 
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Ověřování Normálního rozdělení:
Normální rozdělení je spojité, jeho hustota je 
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Parametry 
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 Samozřejmě jsou i jiné možnosti odhadu parametru.

Poté vhodně stanovíme intervaly 
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. Intervaly disjunktně pokrývají celou reálnou osu.
Pravděpodobnosti a teoretické četnosti stanovíme takto:
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Pak stanovíme teoretické četnosti, tj. součin rozsahu výběru a pravděpodobnosti. Poté vypočteme testovou charakteristiku a porovnáme ji s kvantilem 
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, protože jsme odhadovali 2 parametry.

Někdy se stane, že máme danou tabulku intervalového rozdělení četností. V tomto případě určíme středy intervalů, spočítáme vážený průměr a rozptyl. Pak již postupujeme, jak bylo uvedeno. Někdy je nutno intervaly sloučit, jsou-li četnosti příliš malé.
Příklad:
Máme ověřit, zda následující data pochází z Normálního rozdělení. Máme celkem 20 údajů.
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Intervaly stanovíme takto: 
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Pravděpodobnosti stanovíme podle vzorců uvedených výše, místo parametrů vezmeme jejich odhady.
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Pak stanovíme teoretické četnosti, tj. součin rozsahu výběru a pravděpodobnosti. Poté vypočteme testovou charakteristiku a porovnáme ji s kvantilem 
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, protože jsme odhadovali 2 parametry.
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Počet stupňů volnosti je: 
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, nulovou hypotézu, že výběr pochází z Normálního rozdělení, na hladině 5% nezamítneme.
Poznámka:

Kdybychom měli rovnou dané intervalové rozdělení četností, dostali bychom:
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K ověření Normality rozdělení existují ještě další testy, např. test založený na výběrové šikmosti či špičatosti. Také se používá test Shapiro-Wilkův, který používá uspořádaný náhodný výběr. Těmito testy se zde ale nebudeme zabývat.

Ověřování Exponenciálního rozdělení:
Exponenciální rozdělení je spojité, jeho hustota je 
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Distribuční funkce má tvar: 
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Parametr 
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 odhadneme tak, že spočteme výběrový průměr a položíme 
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Poté vhodně stanovíme intervaly 
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Pak stanovíme teoretické četnosti, tj. součin rozsahu výběru a pravděpodobnosti. Poté vypočteme testovou charakteristiku a porovnáme ji s kvantilem 
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, protože jsme odhadovali 1 parametr.

Příklad:
Máme dán náhodný výběr o rozsahu 10 položek. Máme ověřit, jestli pochází z Exponenciálního rozdělení.
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Výběrový průměr 
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Intervaly stanovíme takto: 
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Pravděpodobnosti určíme podle vzorců uvedených výše.
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Počet stupňů volnosti je: 
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, nulovou hypotézu, že výběr pochází z Exponenciálního rozdělení, tudíž na hladině 5% nezamítneme. Zde je však malý rozsah výběru, tudíž 
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 test nemusí být příliš přesvědčivý.
Poznámka:
Kdybychom měli rovnou dané intervalové rozdělení četností, dostali bychom:
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Příklad:
Je dán náhodný výběr o rozsahu 70 položek, přičemž již máme tabulku intervalového rozdělení četností. Máme ověřit, jestli pochází z Exponenciálního rozdělení.
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Výběrový průměr určíme pomocí četností a středů intervalů jako vážený průměr, přičemž četnosti jsou váhy.
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Pravděpodobnosti určíme podle vzorců uvedených výše.
Máme 6 tříd, počet stupňů volnosti je 
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Máme tedy: 
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, nulovou hypotézu, že výběr pochází z Exponenciálního rozdělení, na hladině 5% nezamítneme.
Ověřování Dvojitě exponenciálního (Laplaceova) rozdělení:
Laplaceovo rozdělení je spojité, jeho hustota je 
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 Distribuční funkce má tvar: 
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Parametry 
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 odhadneme tak, že spočteme výběrový průměr a rozptyl a položíme 
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Poté vhodně stanovíme intervaly 
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 a jejich počet. Lze je též stanovit takto: 
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. Intervaly disjunktně pokrývají celou reálnou osu.
Pravděpodobnosti a teoretické četnosti stanovíme takto:
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Pak stanovíme teoretické četnosti, tj. součin rozsahu výběru a pravděpodobnosti. Poté vypočteme testovou charakteristiku a porovnáme ji s kvantilem 
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Příklad:
Máme ověřit, zda následující data pochází z Laplaceova rozdělení. Máme celkem 10 údajů.
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Intervaly stanovíme takto: 
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Pravděpodobnosti stanovíme podle vzorců uvedených výše, místo parametrů vezmeme jejich odhady.
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Počet stupňů volnosti je: 
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Máme tedy: 
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, nulovou hypotézu, že výběr pochází z Laplaceova rozdělení, tudíž na hladině 5% nezamítneme.
Také se někdy používá tzv. Kolmogorovův-Smirnovův test, který pracuje s výběrovou distribuční funkcí. Zjišťuje se největší rozdíl v absolutní hodnotě mezi teoretickou a výběrovou distribuční funkcí. Tento test stručně zmíníme.
Z náhodného výběru utvoříme výběrovou distribuční funkci (která je diskrétní). Buď 
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 tj. množina údajů, které jsou menší nebo rovny danému číslu 
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Pak výběrovou distribuční funkci definujeme takto: 
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Je to podíl počtu údajů, které jsou menší nebo rovny danému číslu 
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 je náhodná veličina s Alternativním rozdělením,
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Tedy dle zákona velkých čísel je: 
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tzn. výběrová distribuční funkce konverguje ke skutečné distribuční funkci.
Výběrová distribuční funkce má v bodě 
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Výběrová distribuční funkce je vždy diskrétní, ale může konvergovat ke spojité distribuční funkci.
Buď 
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tj. výběrová distribuční funkce konverguje ke skutečné distribuční funkci podle supremové normy.
Kontingenční tabulky
Kontingenční tabulka vzniká např. tak, že na jistých objektech sledujeme dva znaky a snažíme se testovat jejich nezávislost.
Uvažujme dvojici náhodných veličin (náhodný vektor) 
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Znamená to, že první znak má 
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Pravděpodobnosti jsou vázány podmínkami: 
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Kontingenční tabulka vypadá následovně:
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Jsou-li náhodné veličiny 
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Protože pravděpodobnosti neznáme, budeme brát jako jejich odhady poměrné četnosti, tj. 
[image: image534.wmf];
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V případě nezávislosti veličin musí přibližně platit: 
[image: image535.wmf];
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 tj. 
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,

,

1

;

,

,

1

;

c

j

r

i

n

n

n

n

j

i

ij

K

K

=

=

×

»

·

·


Vzhledem k tomu, že pravděpodobnosti jsou vázány podmínkami: 
[image: image537.wmf];
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 neznámých parametrů. Tříd je v kontingenční tabulce 
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Testová charakteristika má tvar:

[image: image542.wmf];
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Pokud platí: 
[image: image543.wmf])
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, zamítneme nulovou hypotézu o nezávislosti na hladině 
[image: image544.wmf]a

.
Abychom mohli tento test použít, je dobré, aby každá teoretická četnost byla velká (aspoň 5).
Poznamenejme ještě, že veličina 
[image: image545.wmf]2

c

 je pouze testová charakteristika, není to míra těsnosti závislosti, jako byl např. korelační koeficient. Pokud hypotézu o nezávislosti zamítneme a chceme posoudit těsnost závislosti, můžeme např. použít Cramérův koeficient kontingence:
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Pokud je hodnota koeficientu blízká 0, svědčí to ve prospěch nezávislosti, pokud je hodnota koeficientu blízká 1, svědčí to pro těsnou závislost.

Pro posouzení těsnosti závislosti lze také použít Čuprovův koeficient kontingence, který má tvar podobný jako Cramérův, ale klademe 
[image: image548.wmf])
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Také lze použít Pearsonův koeficient kontingence, který má následující tvar:

[image: image551.wmf];
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Hodnoty koeficientů kontingence se samozřejmě liší, ale při nezávislosti znaků jsou blízké 0, při těsné závislosti jsou blízké 1. Je např. zřejmé, že hodnota Pearsonova koeficientu kontingence bude vždy menší než 1, tj. 
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. Pearsonův koeficient také závisí na rozměrech tabulky, což je jeho nevýhoda. Proto se někdy též používá normovaný koeficient, který má tvar: 
[image: image553.wmf]);

;

min(

;

1

;

*

c

r

q

q

q

M

M

C

C

p

p

=

-

=

=


Příklad:

Bylo zkoumáno, jak život na vesnici či ve městě ovlivňuje rozvodovost. Byl proveden průzkum, kde bylo zjišťováno, zda manželské páry po 5 letech od svatby stále trvají či jsou rozvedení nebo odloučeni. Celkem bylo dotázáno 400 lidí, v následující tabulce jsou uvedeny zjištěné údaje.
	
	vesnice
	městys
	městečko
	město
	celkem

	Manželství trvá
	44
	78
	78
	76
	276

	Rozvedeni
	28
	42
	30
	24
	124

	Celkem
	72
	120
	108
	100
	400


Nyní provedeme test nezávislosti. K tomu ještě určíme očekávané (teoretické) četnosti. Poznamenejme, že v posledním řádku a v posledním sloupci jsou marginální četnosti.
Teoretické četnosti

	
	vesnice
	městys
	městečko
	město
	celkem

	Manželství trvá
	49,68
	82,80
	74,52
	69,00
	276

	Rozvedeni
	22,32
	37,20
	33,48
	31,00
	124

	Celkem
	72
	120
	108
	100
	400


Například teoretická četnost v políčku 
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Dále uděláme tabulku čísel, jež vytvářejí součet 
[image: image556.wmf]2

c

, tj. testovou charakteristiku.
	
	vesnice
	městys
	městečko
	město
	celkem

	Manželství trvá
	0,649
	0,278
	0,163
	0,710
	1,800

	Rozvedeni
	1,445
	0,619
	0,362
	1,581
	4,007

	Celkem
	2,095
	0,898
	0,524
	2,291
	5,807


Protože platí: 
[image: image557.wmf]815

,

7

)

95

,

0

(

807

,

5

2

3

2

=

<

=

c

c

, hypotézu o nezávislosti na hladině 5% nezamítneme.
Vypočtěme ještě Cramérův a Pearsonův koeficient kontingence: 
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[image: image559.wmf];
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Příklad:
Bylo zkoumáno, jak život na venkově či ve městě ovlivňuje dosažené vzdělání. V následující tabulce jsou uvedeny údaje:

	
	základní
	střední
	vysoké
	celkem

	Město
	165
	202
	131
	498

	Venkov
	320
	144
	38
	502

	Celkem
	485
	346
	169
	1000


Nyní provedeme test nezávislosti. K tomu ještě určíme očekávané (teoretické) četnosti.
Teoretické četnosti

	
	základní
	střední
	vysoké
	celkem

	Město
	241,5
	172,3
	84,2
	498

	Venkov
	243,5
	173,7
	84,8
	502

	Celkem
	485
	346
	169
	1000


Například teoretická četnost v políčku 
[image: image560.wmf][
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Dále uděláme tabulku čísel, jež vytvářejí součet 
[image: image562.wmf]2

c

, tj. testovou charakteristiku.

	
	základní
	střední
	vysoké
	celkem

	Město
	24,249
	5,117
	26,066
	55,432

	Venkov
	24,056
	5,075
	25,859
	54,990

	Celkem
	48,305
	10,192
	51,925
	110,422


Protože platí: 
[image: image563.wmf]991

,

5

)

95

,

0

(

422

,

110

2

2

2

=

>

=

c

c

, hypotézu o nezávislosti na hladině 5% zamítáme. Rozdíl mezi dosaženým vzděláním ve městě a na venkově je statisticky významný.
Vypočtěme ještě Cramérův a Pearsonův koeficient kontingence: 
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Zde vyšla hodnota koeficientu kontingence vyšší než v předchozím příkladě.

Speciálním případem kontingenční tabulky je tzv. čtyřpolní tabulka. Tento případ nastane tehdy, když obě veličiny nabývají jen dvou hodnot. V tomto případě platí: 
[image: image566.wmf]2
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To také znamená, že oba znaky mají jen 2 obměny.
	Z

Y
	1
	2
	(

	1
	
[image: image567.wmf]11

n


	
[image: image568.wmf]12

n


	
[image: image569.wmf]·

1

n



	2
	
[image: image570.wmf]21

n


	
[image: image571.wmf]22

n


	
[image: image572.wmf]·

2

n



	(
	
[image: image573.wmf]1

·

n


	
[image: image574.wmf]2

·

n


	
[image: image575.wmf]n




Platí tyto vztahy:
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Po úpravě dostaneme:
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Testovou charakteristiku lze upravit na tvar:

[image: image583.wmf]=
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[image: image584.wmf];
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Testová charakteristika má u čtyřpolní tabulky tvar: 
[image: image585.wmf];
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Pokud platí: 
[image: image586.wmf])
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, zamítneme nulovou hypotézu o nezávislosti na hladině 
[image: image587.wmf]a

.
U čtyřpolní tabulky též definujeme tzv. křížový poměr (odds ratio) takto: 
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Pokud jsou sledované veličiny nezávislé, je: 
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)

)(

(

)

)(

(

OR

1

2

2

1

2

2

1

1

21

12

22

11

=

×

×

×

×

=

×

×

=

·

·

·

·

·

·

·

·

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

.

Lze tedy očekávat, že při nezávislosti veličin bude ten podíl blízký 1. Křížový poměr (OR) však nebývá symetrický kolem hodnoty 1.

Někdy se též používá logaritmus křížového poměru, tj. veličina: 
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 (tzv. logaritmická interakce). Lze předpokládat, že při nezávislosti bude logaritmus blízký 0 (
[image: image591.wmf]0
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Příklad:
U náhodně vybraných pacientů bylo zjištěno, zda byli či nebyli očkováni a zda-li nemoc měla průběh lehký či těžký. Údaje jsou v následující tabulce.
	Pacienti
	lehký průběh
	těžký průběh
	úhrn

	očkovaní
	10
	2
	12

	neočkovaní
	4
	11
	15

	úhrn
	14
	13
	27


Máme ověřit, zda očkování ovlivňuje průběh choroby či nikoli.
Zkusíme použít klasický 
[image: image592.wmf]2

c

 test, ačkoli jsou někde malé četnosti.
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Protože platí: 
[image: image594.wmf]84
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, zamítneme nulovou hypotézu o nezávislosti, tudíž očkování má vliv na průběh nemoci.
Vzhledem k malým četnostem nemusí být výsledek testu průkazný. Ukážeme si ještě tzv. faktoriálový test (viz dále).
Určíme ještě křížový poměr a logaritmickou interakci:
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Protože se křížový poměr liší od 1, svědčí to v neprospěch hypotézy o nezávislosti.

Při malých četnostech je též možno použít tzv. Fisherův faktoriálový test.
Pravděpodobnost, že při daném 
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 dostanu četnosti 
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Položme: 
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. Za předpokladu nezávislosti platí: 
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Tedy máme: 
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Utvořme následující tabulku:
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Pravděpodobnost, že vznikne tabulka s těmito četnostmi 
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Podmíněná pravděpodobnost, že při daných marginálních četnostech 
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 vznikne tabulka s četnostmi 
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 je rovna podílu výrazů, tj.
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Úpravou jsme zjistili, že jde vlastně o hypergeometrické rozdělení.
Při testu by se dalo postupovat tak, že určíme logaritmické interakce a pravděpodobnosti všech tabulek, kde zachováme marginální četnosti. Při oboustranném testu bereme v úvahu ty tabulky, jejichž logaritmická interakce v absolutní hodnotě je vyšší nebo rovna logaritmické interakci dané tabulky. Při jednostranném testu bereme v úvahu ty tabulky, jejichž logaritmická interakce je vyšší (nižší) nebo rovna logaritmické interakci dané tabulky. Pak sečteme pravděpodobnosti těch tabulek, které přicházejí v úvahu.

Pokud je součet pravděpodobností příslušných tabulek menší než hladina testu, hypotézu o nezávislosti zamítneme.
Protože počítat logaritmické interakce a pravděpodobnosti všech tabulek (kde zachováme marginální četnosti) by bylo zdlouhavé, vyberou se jen některé tabulky.
Při jednostranném testu postupujeme tak, že spočteme pravděpodobnosti nejen pro danou tabulku, ale i pro všechny další tabulky, které vzniknou tak, že nejmenší četnost postupně snižujeme o jednu, přičemž zachováme marginální četnosti. Poté jednotlivé pravděpodobnosti sečteme. Pokud jejich součet nepřekročí dané 
[image: image618.wmf]a

 (což je hladina testu), hypotézu o nezávislosti na hladině 
[image: image619.wmf]a

 zamítneme.
Při oboustranném testu si stanovíme tzv. linii. Porovnáme marginální četnosti řádku a sloupce, kde se nachází nejmenší četnost. Linie je řádek či sloupec, kde je menší marginální četnost. Postupujeme podobně jako při jednostranném testu, pak v linii prohodíme původní četnosti, ale zachováme marginální četnosti. Pak opět nejmenší četnost snižujeme a počítáme pravděpodobnosti takto vzniklých tabulek. Nakonec všechny pravděpodobnosti sečteme. Pokud jejich součet nepřekročí dané 
[image: image620.wmf]a

 (což je hladina testu), hypotézu o nezávislosti na hladině 
[image: image621.wmf]a

 zamítneme.

Použijeme Fisherův faktoriálový test na předchozí příklad. Napřed provedeme jednostranný test.
Spočteme: 
[image: image622.wmf]);
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Logaritmické interakce jsou po řadě: 
[image: image623.wmf];
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Protože platí: 
[image: image625.wmf]05
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, zamítneme hypotézu o nezávislosti na hladině 5%.
Nyní zkusíme oboustranný test (připustíme, že očkování může mít negativní vliv). Musíme vzít v úvahu ještě další tabulky.
Spočteme: 
[image: image626.wmf]);
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Logaritmické interakce jsou po řadě: 
[image: image627.wmf];
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 u ostatních tabulek je logaritmická interakce vyšší.
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Platí: 
[image: image629.wmf];
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Protože platí: 
[image: image630.wmf]05
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, též při oboustranném testu zamítneme hypotézu o nezávislosti na hladině 5%.

U výše uvedených tabulek je logaritmická interakce v absolutní hodnotě vyšší než absolutní hodnota logaritmická interakce původní tabulky. U ostatních tabulek by byla logaritmická interakce v absolutní hodnotě nižší, proto je nebereme v úvahu.

Někdy se též při malých četnostech používá tzv. Yatesova korekce.
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Pokud platí: 
[image: image632.wmf])
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, zamítneme nulovou hypotézu o nezávislosti na hladině 
[image: image633.wmf]a

. Riziko neoprávněného zamítnutí hypotézy o nezávislosti se tím snižuje. Tedy se snižuje pravděpodobnost chyby 1. druhu, ale zvyšuje se pravděpodobnost chyby 2. druhu.
Příklad:

U jistých dětí byla zkoumána úspěšnost terapie v závislosti na pohlaví.

	Pohlaví
	úspěšná terapie
	neúspěšná terapie
	celkem

	chlapci
	13
	10
	23

	dívky
	25
	7
	32

	celkem
	38
	17
	55


Máme ověřit, zda úspěch terapie závisí na pohlaví. Zkusíme použít klasický 
[image: image634.wmf]2

c

 test.
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Protože platí: 
[image: image636.wmf]84
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, nulovou hypotézu o nezávislosti na hladině 5% nezamítneme. Vliv pohlaví dítěte na úspěch terapie se neprokázal.
Spočtěme ještě: 
[image: image637.wmf];
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Příklad:

U jistých žáků se zkoumalo, zda hraní na hudební nástroj má vliv na prospěch ve škole. Údaje jsou v následující tabulce, má se testovat hypotéza o nezávislosti.

	Prospěch
	HN ano
	HN ne
	celkem

	dobrý
	6
	4
	10

	horší
	1
	13
	14

	celkem
	7
	17
	24


Zkusíme použít klasický 
[image: image638.wmf]2

c

 test.


[image: image639.wmf];

89

,

7

16660

5476

24

17

7

14

10

)

4

1

13

6

(

24

)

(

2

2

1

2

1

2

21

12

22

11

2

=

×

=

×

×

×

×

-

×

×

=

×

×

×

×

-

×

×

=

·

·

·

·

&

n

n

n

n

n

n

n

n

n

c


Protože platí: 
[image: image640.wmf]84
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, nulovou hypotézu o nezávislosti na hladině 5% zamítneme. Souvislost mezi prospěchem ve škole a hraním na hudební nástroj se prokázala. Vzhledem k malým četnostem nemusí být výsledek průkazný, zkusíme ještě Fisherův faktoriálový test (oboustranný).
Spočteme: 
[image: image641.wmf]);
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Logaritmické interakce jsou po řadě: 
[image: image642.wmf];
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Spočteme dále: 
[image: image644.wmf]);
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Logaritmické interakce jsou po řadě: 
[image: image645.wmf];
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Protože je: 
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 nebereme příslušnou tabulku v úvahu, tj. 
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 není nutné počítat.
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Protože platí: 
[image: image649.wmf]05
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, hypotézu o nezávislosti na hladině 5% zamítneme.
Pomocí kontingenčních tabulek se také řeší testy tohoto typu:
Máme soubor nějakých objektů, přičemž se u části z nich vyskytl jistý sledovaný znak. Poté provedeme nějaký zásah a zkoumáme četnost výskytu sledovaného znaku po zásahu. Máme rozhodnout, zda vliv zásahu na četnost výskytu sledovaného znaku je statisticky významný či nikoli.
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Jde o test hypotézy 
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, což je ekvivalentní hypotéze: 
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Určíme pravděpodobnosti rozdělení veličin 
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neboť za platnosti hypotézy 
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 máme 
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Veličiny 
[image: image676.wmf]21
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 mají za platnosti nulové hypotézy Binomické rozdělení,
tj. 
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;

(

~

),

;

(

~

2

1

21

12

21

2

1

21

12

12

n

n

n

n

n

n

+

+

Bi

Bi


Za platnosti nulové hypotézy 
[image: image678.wmf]0
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 jsou očekávané četnosti: 
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, testová charakteristika má tedy tvar:
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Testová charakteristika má tedy jednoduchý tvar: 
[image: image681.wmf];
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Testová charakteristika 
[image: image682.wmf]2
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 má asymptoticky rozdělení 
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. Pokud platí: 
[image: image684.wmf])
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, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 
[image: image685.wmf]a

. Abychom mohli tento test použít, je dobré, aby platilo: 
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Tento test se též nazývá McNemarův test.

Jiná možnost testování hypotézy (zejména při malých hodnotách) je použít přímo Binomické rozdělení. Položme 
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. Určíme největší celé číslo 
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 a nejmenší celé číslo 
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 splňující následující podmínky:
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Vzhledem k symetrii Binomického rozdělení pro 
[image: image691.wmf]2
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 máme: 
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. Zřejmě platí následující ekvivalence podmínek: 
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Pokud je jedna z těchto podmínek splněna, zamítá se nulová hypotéza na hladině 
[image: image694.wmf]a

.
Též u McNemarova testu lze při malých četnostech použít tzv. Yatesovu korekci.
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 (též rozdělení 
[image: image696.wmf]2
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Příklad:

Byla zkoumána rychlost reakce v konverzaci jistých studentů angličtiny. Pak byla použita speciální metoda na zrychlení reakce v konverzaci. Máme posoudit, zda použitá metoda měla vliv na rychlost reakce. Údaje jsou v tabulce.
	po met.

před met.
	Ihned
	prům.
	(

	Ihned
	24
	12
	36

	průměr
	28
	36
	64

	(
	52
	48
	100


Máme rozhodnout, zda počet studentů, kteří měli okamžitou reakci v konverzaci před použitím metody (bylo jich 36), se významně liší od počtu studentů, kteří měli okamžitou reakci v konverzaci po použití metody (bylo jich 52).
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Protože platí 
[image: image698.wmf]84
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, zamítneme hypotézu (na 5%), že použití metody nemělo vliv na rychlost reakce v konverzaci. Vliv použití metody se ukázal významný.
Kdybychom udělali test nezávislosti, vyšlo by:
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Protože je 
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, hypotézu nezávislosti bychom na 5% zamítli.
Protože je 
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, hypotézu nezávislosti bychom na 1% nezamítli.

Hypotézu o nezávislosti tedy na 5% zamítneme, na 1% nezamítneme.

Vypočteme ještě tzv. křížový poměr: 
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Křížový poměr též svědčí v neprospěch hypotézy o nezávislosti.

Příklad:

Byla vybrána skupina řidičů, kteří měli projet jistou trasu. Potom měli tutéž trasu projet po požití alkoholu. Sledovalo se, zda ji projedou bez chyby či chybně. Máme posoudit, zda požití alkoholu má vliv na projetí trasy (apriori se předpokládá, že ano). Údaje jsou v následující tabulce.

	po požití

před pož.
	bez chyby
	chybně
	(

	bez chyby
	45
	35
	80

	chybně
	15
	5
	20

	(
	60
	40
	100


Máme rozhodnout, zda počet řidičů, kteří projeli trasu bez chyby před požitím alkoholu (bylo jich 80), se významně liší od počtu řidičů, kteří projeli trasu bez chyby po požití alkoholu (bylo jich 60).
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Protože platí 
[image: image704.wmf]84
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, zamítneme hypotézu (na 5%), že požití alkoholu nemělo vliv na bezchybné projetí trasy.

Protože platí 
[image: image705.wmf]63
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, hypotézu zamítneme i na hladině 1%.
Vliv požití alkoholu se ukázal významný
Kdybychom udělali test nezávislosti, vyšlo by:
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Protože je 
[image: image707.wmf]84
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, hypotézu nezávislosti bychom nezamítli. To je překvapující. Vypočteme ještě tzv. křížový poměr:
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Křížový poměr se dost liší od 1, což svědčí v neprospěch hypotézy o nezávislosti.
McNemarův test lze ještě zobecnit, jde o tzv. test symetrie. Uvažujme čtvercovou kontingenční tabulku (
[image: image709.wmf]c
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Jde o test hypotézy 
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Pokud platí nulová hypotéza, tj. tabulka pravděpodobností je symetrická, odhadujeme jen 
[image: image712.wmf]1
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Testová charakteristika má tvar:
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[image: image714.wmf];
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Počet stupňů volnosti je: 
[image: image715.wmf];
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Testová charakteristika 
[image: image716.wmf]2

c

 má asymptoticky rozdělení 
[image: image717.wmf]2
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. Pokud platí: 
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, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 
[image: image719.wmf]a

.
Je také zřejmé, že test symetrie v kontingenční tabulce je také zobecnění McNemarova testu. Pro 
[image: image720.wmf]2

=

c

 dostaneme již známý McNemarův test.
Příklad:

Jistý přírodovědec sledoval barvu očí otce a syna. Zkoumal, zda barva očí otce má vliv na barvu očí syna. Položme:
barva A – světle modrá, barva B – modrozelená,
barva C – tmavě šedá, barva D – tmavě hnědá.
Máme zhodnotit, zda barva očí otce ovlivňuje barvu očí syna.

Údaje jsou uvedeny v následující tabulce:
	Barva očí otce(
syna
	světle modrá
	modro zelená
	světle hnědá
	tmavě hnědá
	(

	světle modrá
	194
	70
	41
	30
	335

	modro zelená
	83
	124
	41
	36
	284

	světle hnědá
	25
	34
	55
	23
	137

	tmavě hnědá
	56
	36
	43
	109
	244

	(
	358
	264
	180
	198
	1000


Zkusíme udělat tzv. test symetrie. Vypočteme testovou charakteristiku.
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[image: image722.wmf];
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Počet stupňů volnosti je: 
[image: image723.wmf];
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Protože platí: 
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 hypotézu o symetrii na hladině 5% zamítneme.
Protože platí: 
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 hypotézu bychom zamítli i na hladině 1%.
Barva očí otce má vliv na barvu očí syna.

Také zde můžeme definovat křížové poměry: 
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 V našem případě můžeme spočítat celkem 
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 křížových poměrů.
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[image: image731.wmf];
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Všechny křížové poměry se dosti liší od 1, což svědčí v neprospěch hypotézy o nezávislosti.
Použité zdroje:

1) Anděl J.: Matematická statistika

2) Anděl J.: Základy matematické statistiky (2011)

3) Cyhelský L, Kaňoková J., Novák I.: Teorie statistiky
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