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VIII. Analýza rozptylu
Někdy se stává, že máme více náhodných výběrů z různých skupin a chceme otestovat, zda-li všechny mají stejnou střední hodnotu či nikoli. Provádíme tedy tzv. mnohonásobné porovnávání.
Jde tedy o test hypotézy 
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, kde 
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 je počet výběrů. Předpokládejme, že jsou nezávislé a pochází z Normálního rozdělení. Zdánlivě bychom to mohli vyřešit tak, že provedeme 
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 dvouvýběrových testů. Jestliže bude aspoň u jednoho testu překročena kritická hodnota, hypotézu o shodnosti středních hodnost zamítneme. Současně také hned vidíme, které skupiny se od sebe významně liší. Ve skutečnosti by však pravděpodobnost chyby prvního druhu (tj. neoprávněné zamítnutí nulové hypotézy) byla při více skupinách podstatně větší než 
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. Proto je nutno zvolit jinou metodu.

Poznamenejme, že analýza rozptylu se též někdy označuje zkratkou ANOVA (analysis of variance).

Než přejdeme k vlastní problematice, uvedeme některé poznatky o lineárním modelu, které pak budeme aplikovat.
Náhodný vektor 
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 se řídí lineárním modelem, jestliže platí:
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 je vektor parametrů o 
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 složkách, náhodný vektor 
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 je o 
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 složkách.
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, přičemž varianční matice nezávisí na 
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.

Nyní se budeme zabývat problematikou testování submodelů. Uvažujme 3 lineární modely, přičemž každý je submodel předchozího. Náhodný vektor 
[image: image16.wmf]Y

 je o 
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 složkách.
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Předpokládejme, že matice 
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 je typu 
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To, že model 
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 je submodel modelu 
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, vyjadřuje, že vektor parametrů 
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 má méně složek než vektor parametrů 
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, matice 
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 má méně sloupců než matice 
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. Sloupce matice 
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 jsou lineární kombinace sloupců matice 
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, což vyjadřuje vztah 
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To, že model 
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 je submodel modelu 
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 má méně složek než vektor parametrů 
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, matice 
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 má méně sloupců než matice 
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 jsou lineární kombinace sloupců matice 
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Za platnosti modelu 
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 je odhad vektoru 
[image: image51.wmf]α

 vektor 
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vektor vypočtených hodnot je: 
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tj. odhad vektoru 
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 je vektor 
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Za platnosti modelu 
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vektor vypočtených hodnot je: 
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tj. odhad vektoru 
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 je vektor 
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Za platnosti modelu 
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vektor vypočtených hodnot je: 
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tj. odhad vektoru 
[image: image66.wmf]Y
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 je vektor 
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Matice 
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 nemusí být obecně regulární, proto volíme pseudoinverzní matice. Dále jsou matice 
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 idempotentní a symetrické, navíc nezávisí na volbě pseudoinverzní matice. Tudíž vektory vypočtených hodnot 
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 také nezávisí na volbě pseudoinverzní matice.
Tudíž také matice 
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 jsou idempotentní a symetrické a nezávisí na volbě pseudoinverzní matice.
Dále platí:
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Z toho vyplývá, že též následující matice jsou symetrické a idempotentní. 
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Dále platí:
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Hodnost idempotentní matice se rovná její stopě.
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Protože rozptylové matice výše uvedených veličin jsou idempotentní (až na konstantu 
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Položme:
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Vzhledem k tomu, že platí 
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Chceme-li testovat submodel 
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Vzhledem k tomu, že platí 
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Malé hodnoty veličiny 
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Vzhledem k tomu, že platí 
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Vzhledem k tomu, že platí 
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Malé hodnoty veličiny 
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Vzhledem k tomu, že platí 
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Malé hodnoty veličiny 
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Předpokládáme, že matice 
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Důkaz:
Viz Anděl J.: Matematická statistika.
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Dle Scheffého věty platí za platnosti nulové hypotézy pro všechny dvojice indexů 
[image: image195.wmf];
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Pokud jsou složky náhodného vektoru nezávislé náhodné veličiny, výše uvedená nerovnost se redukuje na tvar: 
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Pokud pro nějakou dvojici indexů platí opačná nerovnost, tj. 
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zamítneme nulovou hypotézu, přičemž hned víme, které veličiny se od sebe liší.
Nyní pojednáme o tzv. Tukeyho metodě. Nechť máme náhodný výběr z Normálního rozdělení, tj. 
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Důkaz:

Viz Anděl J.: Matematická statistika.
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Dle Tukeyho věty platí za platnosti nulové hypotézy pro všechny dvojice indexů 
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Pokud pro nějakou dvojici indexů platí opačná nerovnost, tj. 
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Hodnoty 
[image: image226.wmf])

1

(

,

a

n

-

m

q

 najdeme ve statistických tabulkách.
Tukeyho metoda (na rozdíl od Scheffého metody) je použitelná jen pro vyvážené třídění.
Pokud si nejsme jisti, že veličiny v každé skupině mají stejný rozptyl, je možno použít tzv. Bartlettův test (viz např. Anděl J.: Matematická statistika).
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Pokud platí 
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 součet za skupinu a celkový součet.

Zřejmě platí: 
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 průměr za skupinu a celkový průměr.
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 (vážený průměr skupinových průměrů)
Zřejmě platí: 
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Dále položme: 
[image: image240.wmf];
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Platí: 
[image: image241.wmf];
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Nyní si ukážeme aplikaci lineárního modelu.
Původní model: 
[image: image242.wmf];
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Submodel: 
[image: image244.wmf];
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Modely můžeme zapsat maticově.
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Zřejmě platí 
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Matice 
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Matice 
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Libovolné řešení soustavy je určeno vztahem 
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, pak již bude řešení určeno jednoznačně.
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Matice nalevo je jedna z pseudoinverzních matic. Matice napravo je blokově diagonální symetrická matice typu 
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Snadno se ověří, že platí:

[image: image275.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

;

;

;

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

=

=

=

-

-

-

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T


Matice 
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Vektor 
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 je nestranný odhad vektoru 
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Za platnosti modelu M1 máme toto:
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Nyní vypočteme veličiny:

[image: image294.wmf](

)

(

)

;

~

1

;

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

2

1

2

2

1

2

-

·

·

=

·

-

=

-

=

-

-

=

å

I

A

I

i

i

i

T

T

T

A

S

y

n

y

n

S

c

s

ν

ν

μ

μ

ν

μ

ν

μ



[image: image295.wmf](

)

(

)

;

~

1

;

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

2

2

1

2

1

1

2

I

n

e

I

i

i

i

I

i

n

p

ip

T

T

T

e

S

y

n

Y

S

i

-

=

·

=

=

å

å

å

-

=

-

=

-

-

=

c

s

μ

μ

Y

Y

μ

Y

μ

Y



[image: image296.wmf];

~

1

;

ˆ

ˆ

2

1

2

2

1

1

2

-

·

·

=

=

-

=

-

=

+

=

å

å

n

T

I

i

n

p

ip

T

T

e

A

T

S

y

n

Y

S

S

S

i

c

s

ν

ν

Y

Y



[image: image297.wmf];

~

1

1

,

1

I

n

I

e

A

e

A

A

F

S

S

I

I

n

I

n

S

I

S

F

-

-

×

-

-

=

-

-

=


Jestliže platí 
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, zamítneme nulovou hypotézu (tj. hypotézu o rovnosti středních hodnot skupin) na hladině 
[image: image299.wmf]a

, vliv třídícího znaku prohlásíme za statisticky významný. Jestliže platí 
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, nulovou hypotézu nezamítneme, vliv třídícího znaku prohlásíme za statisticky nevýznamný.
Poznamenejme ještě, že veličina 
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 představuje rozptyl mezi skupinami (meziskupinový rozptyl), veličina 
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 představuje rozptyl uvnitř skupin (vnitroskupinový rozptyl). Veličina 
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 pak představuje celkový rozptyl (vynásobený číslem 
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). Účelem analýzy rozptylu je rozložit celkový rozptyl na meziskupinový a vnitroskupinový rozptyl. Pak rozptyly porovnáváme podílem. Je-li meziskupinový rozptyl významně vyšší než vnitroskupinový (veličina 
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 nabývá velké hodnoty), zamítneme hypotézu o rovnosti středních hodnot, v opačném případě ji nezamítneme.
Rozklad rozptylu můžeme provést také takto:
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neboť platí:
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Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:
	
	Součet čtverců 
[image: image311.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image312.wmf]f
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	Skupiny
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	Reziduální
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	Celkový
	
[image: image322.wmf]T

S


	
[image: image323.wmf]1

-

=

n

f

T


	-
	-


Pokud nulovou hypotézu zamítneme, tj. vliv třídícího znaku prohlásíme za statisticky významný (model 
[image: image324.wmf]M

 nelze redukovat na model 
[image: image325.wmf]1

M

), vzniká otázka, které skupiny se od sebe liší. To lze ověřit pomocí tzv. Scheffého metody.
Pokud platí: 
[image: image326.wmf])
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, zamítáme hypotézu o rovnosti středních hodnot 
[image: image327.wmf]-
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té a 
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té skupiny na hladině 
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Zřejmě se budou od sebe lišit skupiny, které mají největší rozdíl v absolutní hodnotě 
[image: image331.wmf]·
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t

i
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y

.

Poznamenejme ještě, že případ překročení příslušného kvantilu (což má za následek zamítnutí nulové hypotézy) se v tabulce značí hvězdičkou.
Pokud je třídění vyvážené, tj. v každé skupině je stejný počet pozorování, situace se poněkud zjednoduší. Nechť tedy platí: 
[image: image332.wmf];
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Vzorce pak přejdou na tvar:


[image: image335.wmf];
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[image: image336.wmf];
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Také Scheffého metoda bude mít jednodušší tvar.
Pokud platí: 
[image: image339.wmf])
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, zamítáme hypotézu o rovnosti středních hodnot 
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Zde je použitelná i Tukeyho metoda. Položme. 
[image: image344.wmf])
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Pokud platí: 
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, zamítáme hypotézu o rovnosti středních hodnot 
[image: image346.wmf]-
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Použití analýzy rozptylu si ukážeme na následujících příkladech.
Příklad 8.1.
Zemědělské družstvo se specializuje na pěstování zeleniny, přičemž použilo 4 různá hnojiva. V následující tabulce jsou uvedeny údaje, které představují hmotnost jednotlivých kusů zeleniny, které byly hnojeny jistým druhem hnojiva. Máme rozhodnout, zda použité hnojivo má vliv na hmotnost vypěstovaných kusů zeleniny.
Hmotnost jednotlivých kusů zeleniny (kg)
	Druh hnojiva
	Hodnoty (
[image: image350.wmf]ip

Y

)
	Četn. 
[image: image351.wmf]i

n


	Prům. 
[image: image352.wmf]·
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	Součet kvadr.

	A
	0,9
	0,8
	0,9
	0,6
	
	4
	0,8
	2,62

	B
	1,3
	1,3
	1,0
	
	
	3
	1,2
	4,38

	C
	1,1
	1,2
	1,0
	
	
	3
	1,1
	3,65

	D
	1,5
	1,6
	1,1
	1,3
	1,5
	5
	1,4
	9,96

	Celkem
	
	
	
	
	
	15
	1,14
	20,61


V našem případě je:
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[image: image358.wmf];
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Jde o nevyvážené třídění, neboť četnosti 
[image: image359.wmf]i

n

 nejsou všude stejné.
Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:

	
	Součet čtverců 
[image: image360.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image361.wmf]f
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	Skupiny
	0,816
	3
	0,2720
	9,973*

	Reziduální
	0,300
	11
	0,0273
	-

	Celkový
	1,116
	14
	-
	-


Protože platí: 
[image: image364.wmf]587
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. použité hnojivo má vliv na hmotnost vypěstované zeleniny.
Nyní ještě zjistíme, které skupiny se od sebe významně liší. Zřejmě to budou skupiny A, D, neboť tam se nejvíce liší průměry. Ověříme to Scheffého metodou.
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Protože platí: 
[image: image367.wmf]363
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, můžeme prohlásit, že skupiny A, D se od sebe významně liší.
Zkusme ještě otestovat skupiny A, B.

[image: image368.wmf];

414

,

0

)

95

,

0

(

)

1

4

(

3

1

4

1

165

,

0

;

4

,

0

2

,

1

8

,

0

11

;

3

2

1

=

×

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

=

-

=

-

·

·

&

F

y

y


Protože platí: 
[image: image369.wmf]414
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, nemůžeme prohlásit, že skupiny A, B by se od sebe významně lišily.

Příklad 8.2.
Na výrobu jisté součástky byly použity tři různé druhy slitiny a byla zkoumána jejich životnost. Zjištěné údaje jsou uvedeny v následující tabulce. Máme rozhodnout, zda životnost součástky (v hodinách provozu) závisí na druhu použité slitiny.
Životnost jednotlivých součástek (hod.)

	Druh slitiny
	Hodnoty (
[image: image370.wmf]ip

Y

)
	Četn. 
[image: image371.wmf]i

n


	Prům. 
[image: image372.wmf]·
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y


	Součet kvadr.

	slitina I
	690
	700
	660
	750
	4
	700
	1 964 200

	slitina II
	780
	680
	740
	720
	4
	730
	2 136 800

	slitina III
	550
	640
	650
	600
	4
	610
	1 494 600

	Celkem
	
	
	
	
	12
	680
	5 595 600


V našem případě je:
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[image: image374.wmf];
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[image: image378.wmf];
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Tentokrát jde o vyvážené třídění.
Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:

	
	Součet čtverců 
[image: image379.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image380.wmf]f
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	Skupiny
	31 200
	2
	15 600,0
	9,0*

	Reziduální
	15 600
	9
	1 733,3
	-

	Celkový
	46 800
	11
	-
	-


Protože platí: 
[image: image383.wmf]256
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. použitá slitina má vliv na životnost součástky.

Nyní ještě zjistíme, které skupiny se od sebe významně liší. Zřejmě to budou skupiny II, III, neboť tam se nejvíce liší průměry. Ověříme to Scheffého metodou.
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[image: image385.wmf];
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Protože platí: 
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, můžeme prohlásit, že skupiny II, III se od sebe významně liší.

Protože zde máme vyvážené třídění, můžeme též použít též Tukeyho metodu.
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Protože platí: 
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, můžeme prohlásit, že skupiny II, III se od sebe významně liší.

Protože platí: 
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, můžeme prohlásit, že skupiny I, III se také od sebe významně liší.

Protože platí: 
[image: image390.wmf]9
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, můžeme prohlásit, že skupiny I, II se od sebe významně neliší.

Příklad 8.3.
V lesní školce se vyzkoušelo několik způsobů hnojení na stromky a poté se zjišťovala výška stromků. Máme rozhodnout, zda způsob hnojení má vliv na výšku stromků. Údaje jsou v následující tabulce.
Výška jednotlivých stromků (cm)

	Způsob hnojení
	Hodnoty (
[image: image391.wmf]ip

Y

)
	Četn. 
[image: image392.wmf]i

n


	Prům. 
[image: image393.wmf]·
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	Součet kvadr.

	I
	6,0
	6,9
	5,0
	4,5
	
	
	
	4
	5,60
	128,86

	II
	6,7
	6,7
	5,5
	4,2
	4,7
	
	
	5
	5,56
	159,76

	III
	7,9
	6,4
	8,1
	7,0
	8,0
	9,7
	
	6
	7,85
	367,07

	IV
	9,0
	7,0
	7,9
	8,8
	9,6
	
	
	5
	8,46
	362,01

	V
	9,8
	9,6
	9,1
	6,6
	7,7
	8,1
	8,4
	7
	8,47
	510,03

	Celkem
	
	
	
	
	
	
	
	27
	7,37
	1 536,73


V našem případě je:
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[image: image395.wmf];
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Jde o nevyvážené třídění, neboť četnosti 
[image: image402.wmf]i

n

 nejsou všude stejné.
Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:
	
	Součet čtverců 
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	Stupně volnosti 
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	Skupiny
	44,73
	4
	11,182
	9,188*

	Reziduální
	26,77
	22
	1,217
	-

	Celkový
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Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. způsob hnojení má vliv na výšku stromků.

Nyní ještě zjistíme, které skupiny se od sebe významně liší. Zřejmě to budou skupiny II, V, neboť tam se nejvíce liší průměry. Ověříme to Scheffého metodou.
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Protože platí: 
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, můžeme prohlásit, že skupiny II, V se od sebe významně liší.

Zkusme ještě otestovat skupiny III, IV.


[image: image411.wmf];

242

,

2

)

95

,

0

(

)

1

5

(

5

1

6

1

103

,

1

;

61

,

0

46

,

8

85

,

7

22

;

4

4

3

=

×

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

=

-

=

-

·

·

&

F

y

y


Protože platí: 
[image: image412.wmf]242

,

2

61

,

0

4

3

<

=

-

·

·

y

y

, nemůžeme prohlásit, že skupiny III, IV by se od sebe významně lišily.

Podobným způsobem můžeme porovnat ostatní dvojice, v našem případě máme 5 skupin, celkem 10 dvojic (
[image: image413.wmf]10
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). Nebudeme to již ale provádět.
Dvojné třídění: (bez interakcí)
Nechť jsou data roztříděna podle dvou třídících znaků, nechť je 
[image: image414.wmf]J
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×

 skupin, v každé skupině je 
[image: image415.wmf]ij

n

 pozorování. Tedy 1. znak má 
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 obměn, 2. znak má 
[image: image417.wmf]J

 obměn. Tomu se též říká dvoufaktorová ANOVA.
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Schematicky lze dvojné třídění znázornit takto:
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Pokud platí 
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 jde o vyvážené třídění, jinak jde o nevyvážené třídění.

Jde o test hypotézy, zda všechny výběry pochází z rozdělení se stejnou střední hodnotou (z jednoho či z obou hledisek) či nikoli, tj. testujeme hypotézu
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resp. testujeme hypotézu:
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První test zkoumá, zda jsou významné sloupcové efekty, druhý test zkoumá, zda jsou významné řádkové efekty.
Předpokládejme, že dva třídící znaky se nijak neovlivňují, tj. předpokládáme, že se jedná o dvojné třídění bez interakcí.
Máme tyto posloupnosti submodelů:
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resp.
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Submodel 
[image: image425.wmf]1

M

 předpokládá, že vliv 2. třídícího znaku je nevýznamný, tj. sloupcové efekty jsou nevýznamné. Submodel 
[image: image426.wmf]1

M
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 předpokládá, že vliv 1. třídícího znaku je nevýznamný, tj. řádkové efekty jsou nevýznamné. Submodel 
[image: image427.wmf]2

M

 předpokládá, že vliv obou třídících znaků je nevýznamný, tj. jak řádkové, tak sloupcové efekty jsou nevýznamné.
Zde to nebudeme detailně rozepisovat, uvedeme jenom výsledky. Poznamenejme, že pro nevyvážené třídění platí výsledky pouze přibližně, ale to moc nevadí.
Položme:
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Platí-li model 
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Výraz vpravo dostaneme snadnou úpravou, přičemž použijeme toho, že přibližně platí: 
[image: image449.wmf];
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 (přesně platí při vyváženém třídění)
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Platí-li submodel 
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Platí-li submodel 
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Platí-li submodel 
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Platí:
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  (řádkové efekty)
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Při posloupnosti submodelů: 
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Při posloupnosti submodelů: 
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Platí: 
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Pak vypočteme následující charakteristiky:
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Je-li 
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, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 
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, vliv řádkových efektů (1. třídícího znaku) prohlásíme za statisticky významný.
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, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 
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, vliv sloupcových efektů (2. třídícího znaku) prohlásíme za statisticky významný.
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, nezamítneme nulovou hypotézu, vliv řádkových efektů (1. třídícího znaku) prohlásíme za statisticky nevýznamný, tj. přecházíme k submodelu 
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, nezamítneme nulovou hypotézu, vliv sloupcových efektů (2. třídícího znaku) prohlásíme za statisticky nevýznamný, tj. přecházíme k submodelu 
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Je-li současně 
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[image: image488.wmf]2

M


Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:
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Pokud nulovou hypotézu zamítneme, vzniká otázka, které skupiny se od sebe liší. To lze ověřit pomocí tzv. Scheffého metody, eventuelně pomocí Tukeyho metody.
Pokud vliv řádkových efektů prohlásíme za statisticky významný (model 
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 nelze redukovat na model 
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), zjistíme, které řádky se od sebe liší.

Pokud platí: 
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, zamítneme hypotézu o rovnosti středních hodnot 
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Zřejmě se budou od sebe lišit skupiny, které mají největší rozdíl v absolutní hodnotě 
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Pokud vliv sloupcových efektů prohlásíme za statisticky významný (model 
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 nelze redukovat na model 
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), zjistíme, které sloupce se od sebe liší.
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, zamítneme hypotézu o rovnosti středních hodnot 
[image: image517.wmf]-

j

té a 
[image: image518.wmf]-

t

té skupiny na hladině 
[image: image519.wmf]a

 (
[image: image520.wmf]1

2

+

-

-

=

=

J

I

n

S

f

S

S

e

e

e

).

Zřejmě se budou od sebe lišit skupiny, které mají největší rozdíl v absolutní hodnotě 
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Pokud je třídění vyvážené, tj. v každé skupině je stejný počet pozorování, situace se poněkud zjednoduší. Nechť tedy platí: 
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Vzorce pak přejdou na tvar:
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Také Scheffého metoda bude mít jednodušší tvar.

Pokud platí: 
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, zamítneme hypotézu o rovnosti středních hodnot 
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Pokud platí: 
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Zde je použitelná i Tukeyho metoda.

Položme. 
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Pokud platí: 
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Položme. 
[image: image548.wmf])

1

(

1

1

,

a

-

=

+

-

-

J

I

n

J

B

q

IP

T

.

Pokud platí: 
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Na dvojné třídění lze též nahlížet jako na jednoduché třídění, budeme-li druhý třídící znak ignorovat. Testovat sloupcové efekty lze tak, že 1. třídící znak budeme ignorovat a uděláme jednoduché třídění. Testovat řádkové efekty lze tak, že 2. třídící znak budeme ignorovat a uděláme jednoduché třídění. Tím ale dojde k méně efektivnímu zpracování dat.

Statistické charakteristiky při testování řádkových efektů by vypadaly takto:
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Je-li 
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, zamítneme nulovou hypotézu, řádkové efekty prohlásíme za statisticky významné.
Statistické charakteristiky při testování sloupcových efektů by vypadaly takto:
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, zamítneme nulovou hypotézu, sloupcové efekty prohlásíme za statisticky významné.

Platí: 
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Tabulky analýzy rozptylu by se udělaly podobně jako při jednoduchém třídění. V tabulce dvojného třídění stačí sloučit reziduální řádek s jistým řádkem.

Pokud se řádkové (sloupcové) efekty ukáží statisticky nevýznamné, lze též přejít k jednoduššímu modelu.
Příklad 8.4.
Byly zkoumány hektarové výnosy jisté zemědělské plodiny v závislosti na typu půdy a způsobu hnojení. Údaje jsou v následující tabulce:

Hektarové výnosy
	
	Hnojení I
	Hnojení II
	Hnojení III

	Půda typu I
	28
	32
	30
	30
	37
	36
	39
	36
	34
	38
	37
	36

	Půda typu II
	31
	27
	30
	29
	34
	34
	30
	38
	42
	40
	41
	39


Budeme předpokládat, že nejsou interakce, tj. nepředpokládáme, že hnojení má specifické účinky na jistý typ půdy. V našem případě jde o vyvážené třídění.
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Vytvoříme tabulku průměrů:

Průměry

	
	Hnoj. I
	Hnoj. II
	Hnoj. III
	Celkem

	Půda typu I
	30,00
	37,00
	36,25
	34,42

	Půda typu II
	29,25
	34,00
	40,50
	34,58

	Celkem
	29,63
	35,50
	38,38
	34,50
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Součty kvadrátů

	
	Hnoj. I
	Hnoj. II
	Hnoj. III
	Celkem

	Půda typu I
	3 608
	5 482
	5 265
	14 355

	Půda typu II
	3 431
	4 656
	6 566
	14 653

	Celkem
	7 039
	10 138
	11 831
	29 008
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Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:

	
	Součet čtverců 
[image: image576.wmf]S


	Stupně volnosti 
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	Řádky
	  0,17
	1
	  0,17
	0,027

	Sloupce
	318,25
	2
	159,13
	25,752*

	Reziduální
	123,58
	20
	6,18
	-

	Celkový
	442,00
	23
	-
	-


Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot nezamítáme, tj. řádkové efekty jsou statisticky nevýznamné. Typ půdy nemá podstatný vliv na hektarový výnos plodiny.

Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. sloupcové efekty jsou statisticky významné. Způsob hnojení má podstatný vliv na hektarový výnos plodiny.

Pomocí Scheffého metody ověříme, které skupiny (co se týče způsobu hnojení) se od sebe liší. Zřejmě to budou skupiny I a III, neboť tam je ten rozdíl největší.
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Protože platí: 
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, můžeme prohlásit, že skupiny I, III se od sebe významně liší.

Protože zde máme vyvážené třídění, můžeme též použít též Tukeyho metodu.
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Protože platí: 
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, můžeme prohlásit, že skupiny I, III se od sebe významně liší.

Analýzu rozptylu bychom mohli také udělat tak, že budeme jeden třídící znak ignorovat a postupovat jako při jednoduchém třídění.
Pokud nás zajímají jen řádkové efekty, vypadala by tabulka takto:
	
	Součet čtverců 
[image: image587.wmf]S


	Stupně volnosti 
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	Řádky
	  0,17
	1
	  0,17
	0,008

	Reziduální
	441,83
	22
	20,08
	-

	Celkový
	442,00
	23
	-
	-
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Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot nezamítáme, tj. řádkové efekty jsou statisticky nevýznamné. Typ půdy nemá podstatný vliv na hektarový výnos plodiny.

Pokud nás zajímají jen sloupcové efekty, vypadala by tabulka takto:

	
	Součet čtverců 
[image: image593.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image594.wmf]f
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	Sloupce
	318,25
	2
	159,13
	27,01*

	Reziduální
	123,75
	21
	5,89
	-

	Celkový
	442,00
	23
	-
	-
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Protože platí: 
[image: image598.wmf]467
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. sloupcové efekty jsou statisticky významné. Způsob hnojení má podstatný vliv na hektarový výnos plodiny.

Opět použijeme Scheffého metodu na skupiny I, III.
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Protože platí: 
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, můžeme prohlásit, že skupiny I, III se od sebe významně liší.

Příklad 8.5.
Byly zkoumány úspory krmné směsi v různých letech při různých variantách chovu prasat. Údaje jsou v následující tabulce:

Úspora krmné směsi v kg na 10 kusů

	
	Rok 1996
	Rok 1997
	Rok 1998

	Varianta I
	12,82
	8,82
	10,54
	10,54
	10,54
	11,10
	4,38
	8,78
	15,43
	11,66
	12,60
	11,60

	Varianta II
	11,52
	10,88
	10,58
	10,05
	9,47
	9,41
	6,47
	7,88
	14,52
	12,99
	11,16
	11,18

	Varianta III
	11,31
	11,81
	9,39
	10,12
	9,38
	12,50
	10,00
	8,69
	10,62
	13,81
	11,88
	11,31

	Varianta IV
	9,17
	8,47
	7,76
	9,58
	7,06
	5,88
	9,23
	7,06
	11,76
	10,58
	10,70
	8,17


Budeme předpokládat, že nejsou interakce. V našem případě jde o vyvážené třídění.
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Vytvoříme tabulku průměrů:

Průměry

	
	Rok 1996
	Rok 1997
	Rok 1998
	Celkem

	Varianta I
	10,68
	8,70
	12,82
	10,73

	Varianta II
	10,76
	8,31
	12,46
	10,51

	Varianta III
	10,66
	10,14
	11,91
	10,90

	Varianta IV
	8,75
	7,31
	10,30
	8,79

	Celkem
	10,21
	8,61
	11,87
	10,23
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Součty kvadrátů

	
	Rok 1996
	Rok 1997
	Rok 1998
	Celkem

	Varianta I
	464,33
	330,57
	667,36
	1 462,26

	Varianta II
	464,02
	282,18
	629,11
	1 375,32

	Varianta III
	457,98
	419,75
	572,55
	1 450,28

	Varianta IV
	307,82
	219,45
	431,47
	958,75

	Celkem
	1 694,15
	1 251,96
	2 300,49
	5 246,61
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Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:

	
	Součet čtverců 
[image: image618.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image619.wmf]f
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	Řádky
	34,46
	3
	11,485
	4,757*

	Sloupce
	84,97
	2
	42,484
	17,598*

	Reziduální
	101,39
	42
	2,414
	-

	Celkový
	220,82
	47
	-
	-


Protože platí: 
[image: image622.wmf]827
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. řádkové efekty jsou statisticky významné. Varianta chovu má podstatný vliv úsporu krmné směsi.

Protože platí: 
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,

3

)

95

,

0

(

598

,

17

42

;

2

=

>

=

F

F

B

, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. sloupcové efekty jsou statisticky významné. Rok chovu má podstatný vliv na úsporu krmné směsi.
Pomocí Scheffého metody ověříme, které skupiny (co se týče varianty chovu) se od sebe liší. Zřejmě to budou skupiny III a IV, neboť tam je ten rozdíl největší.
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Protože platí: 
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, můžeme prohlásit, že skupiny III, IV se od sebe významně liší.

Pomocí Scheffého metody ověříme, které skupiny (co se týče roku chovu) se od sebe liší. Zřejmě to budou skupiny II a III, neboť tam je ten rozdíl největší.
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Protože platí: 
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, můžeme prohlásit, že skupiny II, III (tj. roky 1997, 1998) se od sebe významně liší.

Analýzu rozptylu bychom mohli také udělat tak, že budeme jeden třídící znak ignorovat a postupovat jako při jednoduchém třídění.
Pokud nás zajímají jen řádkové efekty, vypadala by tabulka takto:

	
	Součet čtverců 
[image: image630.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image631.wmf]f
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	Řádky
	34,46
	3
	11,485
	2,712

	Reziduální
	186,36
	44
	4,235
	-

	Celkový
	220,82
	47
	-
	-
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Protože platí: 
[image: image635.wmf]816
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 hypotézu o rovnosti středních hodnot nezamítáme, tj. řádkové efekty jsou statisticky nevýznamné. To je překvapující výsledek.
Zkusme přesto Scheffého metodu.
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Protože platí: 
[image: image638.wmf]442
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, nemůžeme prohlásit, že by se skupiny III, IV od sebe významně lišily. To je opět překvapující výsledek.
Je zajímavé, že při jednoduchém třídění jsou řádkové efekty statisticky nevýznamné, kdežto při dvojném třídění jsou statisticky významné.
Pokud nás zajímají jen sloupcové efekty, vypadala by tabulka takto:

	
	Součet čtverců 
[image: image639.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image640.wmf]f


	
[image: image641.wmf]f

S


	
[image: image642.wmf]e

e

f

S

f

S

F

=



	Sloupce
	84,97
	2
	42,484
	14,073*

	Reziduální
	135,85
	45
	3,019
	-

	Celkový
	220,82
	47
	-
	-
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Protože platí: 
[image: image644.wmf]204
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. sloupcové efekty jsou statisticky významné. Rok chovu má podstatný vliv na úsporu krmné směsi.
Opět použijeme Scheffého metodu na skupiny II, III.
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Protože platí: 
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, můžeme prohlásit, že skupiny II, III (tj. roky 1997, 1998) se od sebe významně liší.

Dvojné třídění: (s interakcemi)
Opět předpokládáme, že jsou data roztříděna podle dvou třídících znaků, ale tentokrát uvažujeme možnost, že se třídící znaky vzájemně ovlivňují (tj. jsou interakce). Tentokrát vycházíme z modelu:
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Parametrům 
[image: image650.wmf]ij
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 se říká interakce. Ostatní označení je stejné jako dříve.
Platí-li model 
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Platí:
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  (interakce)
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  (řádkové efekty)
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  (sloupcové efekty)

Platí: 
[image: image665.wmf];
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Pak vypočteme následující charakteristiky.
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[image: image667.wmf];
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[image: image668.wmf];
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Nejprve testujeme, zda jsou interakce významné. To se provede pomocí testové charakteristiky 
[image: image669.wmf]AB

F

. Jestliže platí: 
[image: image670.wmf])
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, prohlásíme interakce za statisticky významné, nelze provést redukci na submodel, kde nejsou interakce.
Jestliže platí: 
[image: image671.wmf])
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, prohlásíme interakce za statisticky nevýznamné, tj. můžeme přejít k modelu bez interakcí.
Je však diskutabilní, zda pokračovat v testování v rámci tohoto modelu, či zda další testy provádět v modelu bez interakcí. Poznamenejme ještě, že někdy mohou být interakce „významnější“ než řádkové či sloupcové efekty.
Tabulka analýzy rozptylu by mohla vypadat např. takto:

	
	Součet čtverců 
[image: image672.wmf]S


	Stupně volnosti 
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	Řádky
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	Sloupce
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	Interakce
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	Reziduální
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	Celkový
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Poznamenejme ještě, že veličina 
[image: image693.wmf]AB
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 dá reziduální součet v případě bez interakcí, též i 
[image: image694.wmf]AB
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 dá počet stupňů volnosti v případě bez interakcí. Tudíž přejít k modelu bez interakcí není tak složité (pokud se interakce prokáží být nevýznamné). Poznamenejme, že též platí: 
[image: image695.wmf])

1

)(

1

(

1

-

-

=

+

-

-

=

J

I

J

I

IJ

f

AB

. V tabulce analýzy rozptylu stačí sloučit reziduální řádek s řádkem interakcí.
Kdybychom jeden třídící znak ignorovali a testovali jen řádkové (sloupcové) efekty, nezjistili bychom, zda jsou interakce.
Příklad 8.6.
Uvažujme stejný případ jako v příkladu 8.4., pouze s tím rozdílem, že nyní budeme uvažovat interakce. Je to realističtější model, neboť některé hnojivo může mít specifické účinky na jistý typ půdy.
Veličiny 
[image: image696.wmf]T
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 budou stejné jako dříve, musíme ještě dopočítat veličinu 
[image: image697.wmf]AB
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, veličina 
[image: image698.wmf]e
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 bude tentokrát jiná.
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[image: image700.wmf];
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[image: image701.wmf];
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Také budou jiné podíly 
[image: image702.wmf]B
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, musíme ještě spočítat podíl 
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[image: image705.wmf];
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Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:

	
	Součet čtverců 
[image: image707.wmf]S


	Stupně volnosti 
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	Řádky
	  0,17
	1
	  0,17
	0,044

	Sloupce
	318,25
	2
	159,13
	41,814*

	Interakce
	55,08
	2
	27,54
	7,237*

	Reziduální
	68,50
	18
	3,81
	-

	Celkový
	442,00
	23
	-
	-


Protože platí: 
[image: image711.wmf]414
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot nezamítáme, tj. řádkové efekty jsou statisticky nevýznamné. Typ půdy nemá podstatný vliv na hektarový výnos plodiny.

Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. sloupcové efekty jsou statisticky významné. Způsob hnojení má podstatný vliv na hektarový výnos plodiny.

Protože platí: 
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, hypotézu o nepřítomnosti interakcí zamítáme, tj. interakce jsou statisticky významné.

Poznamenejme, že sloučením reziduálního řádku s řádkem interakcí dostaneme tabulku dvojného třídění bez interakcí, jako v předchozím příkladě.
Příklad 8.7.
Uvažujme stejný případ jako v příkladu 8.5., pouze s tím rozdílem, že nyní budeme uvažovat interakce. Je to realističtější model, neboť některá metoda chovu může mít specifické účinky v jistém období.

Veličiny 
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 budou stejné jako dříve, musíme ještě dopočítat veličinu 
[image: image715.wmf]AB
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, veličina 
[image: image716.wmf]e
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 bude tentokrát jiná.
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Také budou jiné podíly 
[image: image720.wmf]B
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, musíme ještě spočítat podíl 
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Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:

	
	Součet čtverců 
[image: image725.wmf]S


	Stupně volnosti 
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[image: image727.wmf]f

S


	
[image: image728.wmf]e

e

f

S

f

S

F

=



	Řádky
	34,46
	3
	11,485
	4,449*

	Sloupce
	84,97
	2
	42,484
	16,457*

	Interakce
	8,46
	6
	1,410
	0,546

	Reziduální
	92,93
	36
	2,582
	-

	Celkový
	220,82
	47
	-
	-


Protože platí: 
[image: image729.wmf]866

,

2

)

95

,

0

(

449

,

4

36

;

3

=

>

=

F

F

A

, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. řádkové efekty jsou statisticky významné. Varianta chovu má podstatný vliv úsporu krmné směsi.

Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. sloupcové efekty jsou statisticky významné. Rok chovu má podstatný vliv na úsporu krmné směsi.

Protože platí: 
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, hypotézu o nepřítomnosti interakcí nezamítáme, tj. interakce jsou nevýznamné.

Poznamenejme, že sloučením reziduálního řádku s řádkem interakcí dostaneme tabulku dvojného třídění bez interakcí, jako v předchozím příkladě.

To, které skupiny se od sebe liší, bychom zjistili pomocí Scheffého nebo Tukeyho metody.
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Trojné třídění: (bez interakcí)
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Proměnné definujeme podobně jako dříve, nebudeme to již podrobně rozepisovat, uvedeme jenom výsledky. Poznamenejme, že při nevyváženém třídění platí výsledky jenom přibližně.
Uvažujme případ bez interakcí, tj. model:
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Platí-li model 
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Zde vystupují řádkové, sloupcové a vrstvové efekty.
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Platí: 
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Je-li 
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, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 
[image: image762.wmf]a

, vliv řádkových efektů prohlásíme za statisticky významný. V opačném případě ho prohlásíme za statisticky nevýznamný.
Je-li 
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, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 
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, vliv sloupcových efektů prohlásíme za statisticky významný. V opačném případě ho prohlásíme za statisticky nevýznamný.
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, vliv vrstvových efektů prohlásíme za statisticky významný. V opačném případě ho prohlásíme za statisticky nevýznamný.
Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:
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Pokud nulovou hypotézu zamítneme, opět použijeme tzv. Scheffého metodu.

Pokud vliv řádkových efektů prohlásíme za statisticky významný, zjistíme, které řádky se od sebe liší.

Pokud platí: 
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, zamítneme hypotézu o rovnosti středních hodnot 
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Zřejmě se budou od sebe lišit skupiny, které mají největší rozdíl v absolutní hodnotě 
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Pokud vliv sloupcových efektů prohlásíme za statisticky významný, zjistíme, které sloupce se od sebe liší.

Pokud platí: 
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, zamítneme hypotézu o rovnosti středních hodnot
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Zřejmě se budou od sebe lišit skupiny, které mají největší rozdíl v absolutní hodnotě 
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Pokud vliv vrstvových efektů prohlásíme za statisticky významný, zjistíme, které vrstvy se od sebe liší.
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, zamítneme hypotézu o rovnosti středních hodnot 
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Zřejmě se budou od sebe lišit skupiny, které mají největší rozdíl v absolutní hodnotě 
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Pokud je třídění vyvážené, tj. v každé skupině je stejný počet pozorování, situace se poněkud zjednoduší. Nechť tedy platí: 
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Vzorce pak přejdou na tvar:
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Také Scheffého metoda bude mít jednodušší tvar.

Pokud platí: 
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, zamítneme hypotézu o rovnosti středních hodnot 
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Zde je použitelná i Tukeyho metoda.
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Položme. 
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Také by bylo možno např. jeden třídící znak ignorovat a přejít k dvojnému třídění, nebo dva třídící znaky ignorovat a přejít k jednoduchému třídění. Došlo by ale k méně efektivnímu zpracování dat.
Budeme-li ignorovat 2 třídící znaky, přejdeme k jednoduchému třídění.

Statistické charakteristiky při testování řádkových efektů by vypadaly takto:
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Statistické charakteristiky při testování sloupcových efektů by vypadaly takto:
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Statistické charakteristiky při testování vrstvových efektů by vypadaly takto:
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Platí: 
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Tabulky analýzy rozptylu by se udělaly podobně jako při jednoduchém třídění. V tabulce analýzy rozptylu stačí sloučit reziduální řádek s jistými dvěma řádky.
Pokud se řádkové (sloupcové, vrstvové) efekty ukáží statisticky nevýznamné, lze též přejít k jednoduššímu modelu
Budeme-li ignorovat 1 třídící znak, přejdeme k dvojnému třídění.

Statistické charakteristiky při testování řádkových a sloupcových efektů by vypadaly takto:
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Statistické charakteristiky při testování řádkových a vrstvových efektů by vypadaly takto:
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Statistické charakteristiky při testování sloupcových a vrstvových efektů by vypadaly takto:
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Platí: 
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Tabulky analýzy rozptylu by se udělaly podobně jako při jednoduchém třídění. V tabulce analýzy rozptylu stačí sloučit reziduální řádek s jistým řádkem.

Pokud se řádkové (sloupcové, vrstvové) efekty ukáží statisticky nevýznamné, lze též přejít k jednoduššímu modelu.
Příklad 8.8.
Bylo vybráno 48 studentů, kteří měli vyřešit jistý úkol. Měřil se čas v minutách na vyřešení úkolu v závislosti na těchto faktorech: hlučnost, navození situace, denní doba.

Faktor A má tyto obměny: ticho, tichá hudba, zajímavá hra, hlučná hudba (4).

Faktor B má tyto obměny: pozitivní komentář, žádný komentář, negativní komentář (3).

Faktor C má tyto obměny: ráno, večer (2).

Údaje jsou v následujících tabulkách. V tabulce vlevo je čas potřebný k řešení úkolu ráno, v tabulce vpravo je čas potřebný k řešení úkolu večer. Místo „vrstev“ jsou dvě tabulky.

Čas (min) potřebný k řešení úkolu
	
	1
	2
	3
	
	
	1
	2
	3

	1
	2
	4
	5
	2
	3
	5
	
	1
	4
	3
	3
	2
	6
	4

	2
	1
	4
	4
	3
	2
	5
	
	2
	2
	3
	5
	4
	5
	3

	3
	5
	2
	4
	5
	3
	6
	
	3
	5
	6
	6
	7
	7
	6

	4
	6
	3
	5
	5
	5
	4
	
	4
	7
	5
	7
	6
	8
	5


V našem případě je: 
[image: image880.wmf];
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Máme tedy 4 řádky, 3 sloupce a 2 vrstvy.

Nejdřív budeme předpokládat, že nejsou interakce. V následujících tabulkách provedeme některé pomocné výpočty. 
Zde máme vyvážené třídění, 
[image: image881.wmf]2

=

P

, takže se výpočty poněkud zjednoduší. Z následujících tabulek je patrné, že např. platí:
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Tabulky průměrů

	
	1
	2
	3
	celk.
	
	
	1
	2
	3
	celk.

	1
	3,0
	3,5
	4,0
	3,500
	
	1
	3,5
	2,5
	5,0
	3,667

	2
	2,5
	3,5
	3,5
	3,167
	
	2
	2,5
	4,5
	4,0
	3,667

	3
	3,5
	4,5
	4,5
	4,167
	
	3
	5,5
	6,5
	6,5
	6,167

	4
	4,5
	5,0
	4,5
	4,667
	
	4
	6,0
	6,5
	6,5
	6,333

	celk.
	3,375
	4,125
	4,125
	3,875
	
	celk.
	4,375
	5,000
	5,000
	4,958


	
	1
	2
	3
	celk.

	1
	3,25
	3,00
	4,50
	3,583

	2
	2,50
	4,00
	3,75
	3,417

	3
	4,50
	5,50
	5,50
	5,167

	4
	5,25
	5,75
	5,50
	5,500

	celk.
	3,875
	4,563
	4,813
	4,417


Tabulky kvadrátů

	
	1
	2
	3
	celk.
	
	
	1
	2
	3
	celk.

	1
	20
	29
	34
	83
	
	1
	25
	13
	52
	90

	2
	17
	25
	29
	71
	
	2
	13
	41
	34
	88

	3
	29
	41
	45
	115
	
	3
	61
	85
	85
	231

	4
	45
	50
	41
	136
	
	4
	74
	85
	89
	248

	celk.
	111
	145
	149
	405
	
	celk.
	173
	224
	260
	657
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Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:
	
	Součet čtverců 
[image: image901.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image902.wmf]f
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	Řádky
	41,167
	3
	13,722
	8,948*

	Sloupce
	7,542
	2
	3,771
	2,549

	Vrstvy
	14,083
	1
	14,083
	9,184*

	Reziduální
	62,875
	41
	1,534
	-

	Celkový
	125,667
	47
	-
	-


Protože platí: 
[image: image905.wmf]833
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. řádkové efekty jsou statisticky významné. Hlučnost má vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.

Protože platí: 
[image: image906.wmf]226
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot nezamítáme, tj. sloupcové efekty jsou statisticky nevýznamné. Navození situace nemá podstatný vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.
Protože platí: 
[image: image907.wmf]079
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. vrstvové efekty jsou statisticky významné. Denní doba má podstatný vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.
Ještě si ukážeme tabulky analýzy rozptylu, budeme-li ignorovat 1 třídící znak, tj. přejdeme k dvojnému třídění. Stačí sloučit reziduální řádek tabulky s jistým řádkem, není to již nutné rozepisovat.
Varianta (1;2)
	
	Součet čtverců 
[image: image908.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image909.wmf]f
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	Řádky
	41,167
	3
	13,722
	7,489*

	Sloupce
	7,542
	2
	3,771
	2,058

	Reziduální
	76,958
	42
	1,832
	-

	Celkový
	125,667
	47
	-
	-


Protože platí: 
[image: image912.wmf]827
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. řádkové efekty jsou statisticky významné. Hlučnost má vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.

Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot nezamítáme, tj. sloupcové efekty jsou statisticky nevýznamné. Navození situace nemá podstatný vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.

Varianta (1;3)

	
	Součet čtverců 
[image: image914.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image915.wmf]f
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	Řádky
	41,167
	3
	13,722
	8,379*

	Vrstvy
	14,083
	1
	14,083
	8,600*

	Reziduální
	70,417
	43
	1,638
	-

	Celkový
	125,667
	47
	-
	-


Protože platí: 
[image: image918.wmf]822
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. řádkové efekty jsou statisticky významné. Hlučnost má vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.

Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. vrstvové efekty jsou statisticky významné. Denní doba má podstatný vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.

Varianta (2;3)

	
	Součet čtverců 
[image: image920.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image921.wmf]f
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	Sloupce
	7,542
	2
	3,771
	1,595

	Vrstvy
	14,083
	1
	14,083
	5,956*

	Reziduální
	104,042
	44
	2,365
	-

	Celkový
	125,667
	47
	-
	-


Protože platí: 
[image: image924.wmf]209
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot nezamítáme, tj. sloupcové efekty jsou statisticky nevýznamné. Navození situace nemá podstatný vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.

Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. vrstvové efekty jsou statisticky významné. Denní doba má podstatný vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.

Ještě si ukážeme tabulky analýzy rozptylu, budeme-li ignorovat 2 třídící znaky, tj. přejdeme k jednoduchému třídění. Stačí sloučit reziduální řádek tabulky s jistými 2 řádky, není to již nutné rozepisovat.

Varianta (1)

	
	Součet čtverců 
[image: image926.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image927.wmf]f


	
[image: image928.wmf]f

S


	
[image: image929.wmf]e

e

f

S

f

S

F

=



	Řádky
	41,167
	3
	13,722
	7,145*

	Reziduální
	84,500
	44
	1,920
	-

	Celkový
	125,667
	47
	-
	-


Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. řádkové efekty jsou statisticky významné. Hlučnost má vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.

Varianta (2)

	
	Součet čtverců 
[image: image931.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image932.wmf]f
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	Sloupce
	7,542
	2
	3,771
	1,437

	Reziduální
	118,125
	45
	2,625
	-

	Celkový
	125,667
	47
	-
	-


Protože platí: 
[image: image935.wmf]204
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot nezamítáme, tj. sloupcové efekty jsou statisticky nevýznamné. Navození situace nemá podstatný vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.

Varianta (3)

	
	Součet čtverců 
[image: image936.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image937.wmf]f
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	Vrstvy
	14,083
	1
	14,083
	5,806*

	Reziduální
	111,584
	46
	2,426
	-

	Celkový
	125,667
	47
	-
	-


Protože platí: 
[image: image940.wmf]052
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. vrstvové efekty jsou statisticky významné. Denní doba má podstatný vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.

Vždy nám vyšly řádkové a vrstvové efekty významné, sloupcové efekty nevýznamné.
Ověříme vrstvové efekty Scheffého metodou (ačkoli to je bezpředmětné).
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Ověřme to ještě pomocí tabulky varianty 3, kde bereme v úvahu jen vrstvové efekty.
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Můžeme tedy prohlásit, že vrstvy se od sebe významně liší.

Ověřme ještě řádkové efekty pomocí Scheffého metody, otestujeme 2. a 4. řádek.
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[image: image946.wmf];
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Ověřme to ještě pomocí tabulky varianty 1, kde bereme v úvahu jen řádkové efekty.
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[image: image948.wmf];
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Můžeme tedy prohlásit, že řádky (2. a 4.) se od sebe významně liší.

Trojné třídění: (s interakcemi)
Opět předpokládáme, že jsou data roztříděna podle tří třídících znaků, ale tentokrát uvažujeme možnost, že se třídící znaky vzájemně ovlivňují (tj. jsou interakce). Je nutno uvažovat interakce 1. řádu (3 druhy) a interakce 2. řádu (1 druh). Tentokrát vycházíme z modelu:
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Parametrům 
[image: image951.wmf])
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 se říká interakce. Ostatní označení je stejné jako dříve.

Platí-li model 
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Veličina 
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(interakce 2. řádu)
Platí:
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 (interakce 1. řádu)
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  (řádkové efekty)
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  (sloupcové efekty)
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  (vrstvové efekty)

Platí: 
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Pak vypočteme následující charakteristiky.
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Charakteristiky pak porovnáme s příslušným kvantilem a rozhodneme o významnosti. Pokud se např. interakce 2. řádu ukážou být nevýznamné, lze přejít k jednoduššímu modelu, sloučíme v tabulce reziduální řádek s řádkem interakcí 2. řádu. Pokud se též interakce 1. řádu ukážou nevýznamné, lze přejít k modelu bez interakcí. Opět stačí sloučit reziduální řádek s jistými řádky. Je též nutno sečíst příslušné stupně volnosti.
Položme: 
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Snadno nahlédneme, že veličina 
[image: image989.wmf]e

S
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 je stejná jako reziduální součet v modelu bez interakcí.
Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně.
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Číslo 
[image: image1027.wmf]n

 je definováno stejně jako dříve.
Příklad 8.9.
Uvažujme stejný případ jako v příkladu 8.8., pouze s tím rozdílem, že tentokrát uvažujeme interakce.
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 budou stejné jako dříve, musíme ještě dopočítat veličiny 
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Ostatní výpočty jsou již zřejmé, nebudeme to již rozepisovat.
Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:

	
	Součet čtverců 
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	Stupně volnosti 
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	Řádky (A)
	41,167
	3
	13,722
	7,007*

	Sloupce (B)
	7,542
	2
	3,771
	1,926

	Vrstvy (C)
	14,083
	1
	14,083
	7,191*

	Inter. AB
	5,958
	6
	0,993
	0,507

	Inter. AC
	7,083
	3
	2,361
	1,206

	Inter. BC
	0,542
	2
	0,271
	0,138

	Inter. ABC
	2,292
	6
	0,382
	0,195

	Reziduální
	47,000
	24
	1,958
	-

	Celkový
	125,667
	47
	-
	-


Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. řádkové efekty jsou statisticky významné. Hlučnost má vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.

Protože platí: 
[image: image1045.wmf]403

,

3

)

95

,

0

(

926

,

1

24

;

2

=

<

=

F

F

B

, hypotézu o rovnosti středních hodnot nezamítáme, tj. sloupcové efekty jsou statisticky nevýznamné. Navození situace nemá podstatný vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.

Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. vrstvové efekty jsou statisticky významné. Denní doba má podstatný vliv na dobu potřebnou k vyřešení úkolu.

Protože také platí: 
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všechny interakce jsou statisticky nevýznamné (na hladině 5%).
Kdybychom chtěli testovat, které skupiny se od sebe liší, vyšly by nám podobné výsledky jako dříve.
Ukažme si ještě, jak by vypadala tabulka analýzy rozptylu v případě, že bychom neuvažovali interakce 2. řádu, pouze interakce 1. řádu.

	
	Součet čtverců 
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	Stupně volnosti 
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	Řádky (A)
	41,167
	3
	13,722
	8,352*

	Sloupce (B)
	7,542
	2
	3,771
	2,295

	Vrstvy (C)
	14,083
	1
	14,083
	8,571*

	Inter. AB
	5,958
	6
	0,993
	0,604

	Inter. AC
	7,083
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	2,361
	1,437

	Inter. BC
	0,542
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	0,271
	0,165

	Reziduální
	49,292
	30
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	-

	Celkový
	125,667
	47
	-
	-


Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. řádkové efekty jsou statisticky významné.

Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot nezamítáme, tj. sloupcové efekty jsou statisticky nevýznamné.

Protože platí: 
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, hypotézu o rovnosti středních hodnot zamítáme, tj. vrstvové efekty jsou statisticky významné.

Protože také platí: 
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všechny interakce jsou statisticky nevýznamné (na hladině 5%).

Vyšly nám tedy stejné výsledky jako dříve, což nemusí být vždy.
Ověřme ještě řádkové efekty pomocí Scheffého metody, otestujeme 2. a 4. řádek.
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Opět nám vyšlo, že 2. a 4. řádek se od sebe významně liší.

Test linearity regrese: (1 proměnná)
Zde budeme testovat lineární regresi s jednou nezávisle proměnnou.
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 nezávislých náhodných výběrů, nechť pochází z normálního rozdělení. Tedy každému číslu 
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Zajímá nás, zda platí model: 
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Nyní si ukážeme aplikaci lineárního modelu.
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Submodel: 
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Modely můžeme zapsat maticově.
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Za platnosti modelu M1 máme toto:
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Pro úplnost se ještě připojuje submodel, kterým se ověřuje, zda veličiny 
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Nyní vypočteme veličiny:
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Jestliže platí 
[image: image1132.wmf])
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, zamítneme hypotézu, že regrese je lineární na hladině 
[image: image1133.wmf]a

 a další testy už neděláme.
Pokud je 
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, hypotézu o linearitě regrese nezamítneme. Pak vypočteme veličinu 
[image: image1135.wmf]N
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 zamítneme na hladině 
[image: image1138.wmf]a

, v opačném případě ji nezamítneme.
Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:

	
	Součet čtverců 
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	Stupně volnosti 
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	Linearita regrese
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	Nulovost koeficientu
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	Reziduální
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	Celkový
	
[image: image1154.wmf]T
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Pokud je třídění vyvážené, tj. v každé skupině je stejný počet pozorování, situace se poněkud zjednoduší. Nechť tedy platí: 
[image: image1156.wmf];
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Vzorce pak přejdou na tvar:
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[image: image1162.wmf];

1

2

1

1

2

å

å

å

=

·

=

=

-

=

I

i

i

I

i

P

p

ip

e

y

P

Y

S

  
[image: image1163.wmf];
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Příklad 8.9.
Byl sledován vývoj výdajů na 1 žáka na několika školách v letech 1990 - 1995. Máme ověřit, zda je trend lineární a odhadnout koeficienty. K dispozici jsou následující údaje (v tisících Kč).
Zde máme vyvážené třídění, 
[image: image1165.wmf]3
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. Volíme 
[image: image1166.wmf]1989
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	rok
	1990
	1991
	1992
	1993
	1994
	1995
	Celkem

	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	

	Škola I
	7,0
	11,2
	13,1
	19,2
	24,1
	27,5
	102,1

	Škola II
	6,5
	9,5
	12,7
	17,5
	22,5
	27,0
	95,7

	Škola III
	6,2
	10,0
	12,0
	16,9
	21,5
	25,0
	91,6

	Celkem
	19,7
	30,7
	37,8
	53,6
	68,1
	79,5
	289,4

	Četnost
	3
	3
	3
	3
	3
	3
	18

	Průměr
	6,57
	10,23
	12,60
	17,87
	22,70
	26,50
	16,08

	Souč. kv.
	129,7
	315,7
	476,9
	960,5
	1549,3
	2110,2
	5542,3

	Vyp. h.
	5,91
	9,98
	14,04
	18,11
	22,18
	26,24
	-


V našem případě je:
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[image: image1168.wmf];

08

,

16

;

50

,

26

;

70

,

22

;

87

,

17

;

60

,

12

;

23

,

10

;

57

,

6

6

5

4

3

2

1

=

=

=

=

=

=

=

·

·

·

·

·

·

·

·

y

y

y

y

y

y

y



[image: image1169.wmf];
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[image: image1170.wmf];

84

,

1

5

,

3

07

,

4

08

,

16

ˆ

=

×

-

=

&

a



[image: image1171.wmf](
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[image: image1174.wmf];
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[image: image1175.wmf];
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Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:

	
	Součet čtverců 
[image: image1177.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image1178.wmf]f


	
[image: image1179.wmf]f

S


	
[image: image1180.wmf]F



	Linearita regrese
	8,94
	4
	2,23
	2,187

	Nulovost koeficientu
	868,23
	1
	868,23
	849,82*

	Reziduální
	12,26
	12
	1,02
	-

	Celkový
	889,43
	17
	-
	-


Protože platí: 
[image: image1181.wmf])
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, hypotézu o linearitě regrese nezamítáme. Výdaje na žáka se postupem času mění lineárně.
Protože platí: 
[image: image1182.wmf])

95

,

0

(

747

,

4

8

,

849

12

,

1

F

F

N

=

>

=

, hypotézu o nulovosti koeficientu zamítáme.
Změna výdajů na žáka je prokazatelná.
Příklad 8.10.
Bylo uskladněno ovoce, po čase vždy byl odebrán vzorek a posuzována jeho kvalita a poté vyjádřena bodovým ohodnocením. Máme rozhodnout, zda se kvalita ovoce mění lineárně s časem. V následující tabulce jsou údaje. Výpočty proveďte sami.
Hodnocení kvality ovoce

	Doba v měs.
	Hodnoty 
	Četn. 
[image: image1183.wmf]i

n


	Prům. 
[image: image1184.wmf]·
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	Součet kvadr.
	Vyp. h. 
[image: image1185.wmf]·
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[image: image1187.wmf];

25

,

6

;

2

;

6

;

9

;

8

;

5

5

4

3

2

1

=

=

=

=

=

=

·

·

·

·

·

·

·

y

y

y

y

y

y


Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:

	
	Součet čtverců 
[image: image1188.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image1189.wmf]f


	
[image: image1190.wmf]f

S


	
[image: image1191.wmf]F



	Linearita regrese
	94,306
	3
	31,435
	23,576*

	Nulovost koeficientu
	13,444
	1
	13,444
	10,083

	Reziduální
	20,000
	15
	1,333
	-

	Celkový
	127,750
	19
	-
	-


Protože platí: 
[image: image1192.wmf])
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, hypotézu o linearitě regrese zamítáme. Kvalita ovoce se s časem mění, ale ne lineárně. Další test nemá význam dělat.
Test linearity regrese: (2 proměnné)
Zde budeme testovat lineární regresi s dvěma nezávisle proměnnými.

Buď dáno 
[image: image1193.wmf]I

 dvojic čísel 
[image: image1194.wmf]I
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[image: image1195.wmf]I

 nezávislých náhodných výběrů, nechť pochází z normálního rozdělení. Tedy každé dvojici čísel 
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 přísluší náhodný výběr o rozsahu 
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, tj. pro každou dvojici 
[image: image1198.wmf]i

i

z

x

,

 se uskutečnilo 
[image: image1199.wmf]i

n

 pozorování. Předpokládejme, že 
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Zajímá nás, zda platí model:

[image: image1202.wmf];
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Nyní si ukážeme aplikaci lineárního modelu.

Původní model: 
[image: image1203.wmf];
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Submodel: 
[image: image1204.wmf];
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Modely můžeme zapsat maticově. Model 
[image: image1205.wmf]M

 je stejný jako dříve.
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[image: image1211.wmf]μ
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 je definován stejně jako dříve)
Za platnosti modelu M1 máme toto:
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Zřejmě platí 
[image: image1215.wmf]K
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Položme: 
[image: image1219.wmf];
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[image: image1222.wmf];

;

;

;

;

;

;

;

;

;

;

;

;

1

2

1

1

1

2

1

2

1

1

1

1

2

1

1

1

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

I

i

i

i

I

i

i

i

i

I

i

i

i

i

I

i

i

i

I

i

i

i

I

i

i

i

i

I

i

i

i

I

i

i

i

i

I

i

i

i

I

i

i

i

I

i

i

i

I

i

i

i

T

z

n

z

x

n

z

n

z

x

n

x

n

x

n

z

n

x

n

n

z

n

z

x

n

z

n

z

x

n

x

n

x

n

z

n

x

n

n

U

U



[image: image1223.wmf];

1

1

1

1

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

å

å

å

å

=

·

=

·

·

·

=

·

=

·

·

·

I

i

i

i

i

I

i

i

i

i

I

i

i

i

I

i

i

i

T

y

z

n

y

x

n

y

n

Y

z

Y

x

Y

Y

U

 

[image: image1224.wmf](

)

;

ˆ

ˆ

ˆ

2

1

Y

U

U

U

T

T

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

b

b

a

  
[image: image1225.wmf](

)

;

ˆ

ˆ

ˆ

1

2

1

Y

U

U

U

T

T

-

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

b

b

a



[image: image1226.wmf];

ˆ

ˆ

ˆ

2

1

z

x

y

b

b

a

-

-

=

·

·



[image: image1227.wmf];

,

,

1

);

(

ˆ

)

(

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

2

1

2

1

I

i

z

z

x

x

y

z

x

y

i

i

i

i

i

K

=

-

+

-

+

=

+

+

=

·

·

·

b

b

b

b

a


Explicitní vyjádření odhadů 
[image: image1228.wmf]2

1

ˆ

,

ˆ

b

b

 zde nebudeme uvádět, neboť je složitější.

[image: image1229.wmf](

)

;

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

2

1

2

1

2

2

2

1

2

2

2

1

1

2

1

1

1

2

1

1

2

1

2

1

2

2

2

1

2

2

2

1

1

2

1

1

1

2

1

1

1

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

=

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

-

z

z

x

x

y

z

z

x

x

y

z

z

x

x

y

z

z

x

x

y

z

z

x

x

y

z

z

x

x

y

z

x

z

x

z

x

z

x

z

x

z

x

I

I

I

I

I

I

I

I

T

T

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

a

b

b

a

b

b

a

b

b

a

b

b

a

b

b

a

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

Y

U

U

U

U

ν



[image: image1230.wmf](

)

=

-

+

-

+

=

=

å

å

=

·

·

=

·

I

i

i

i

i

I

i

i

i

T

z

z

x

x

y

n

y

n

1

2

2

1

1

2

)

(

ˆ

)

(

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

b

b

ν

ν



[image: image1231.wmf];

ˆ

ˆ

2

ˆ

ˆ

1

2

1

2

1

2

2

2

2

1

2

2

1

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

å

å

å

=

=

=

·

·

z

x

n

z

x

n

z

n

z

n

x

n

x

n

y

n

I

i

i

i

i

I

i

i

i

I

i

i

i

b

b

b

b


Pro úplnost se ještě připojuje submodely, kterými se ověřuje, zda veličiny 
[image: image1232.wmf]ip

Y

 závisí na hodnotách 
[image: image1233.wmf]i

x

,resp. 
[image: image1234.wmf]i

z

 tj. testuje se hypotéza 
[image: image1235.wmf]0

1

=

b

, resp. 
[image: image1236.wmf]0

2

=

b

.
Model 
[image: image1237.wmf]2

M

 předpokládá, že veličiny 
[image: image1238.wmf]ip

Y

 nezávisí na hodnotách 
[image: image1239.wmf]i

z

, model 
[image: image1240.wmf]2

M

¢

 předpokládá, že veličiny 
[image: image1241.wmf]ip

Y

 nezávisí na hodnotách 
[image: image1242.wmf]i

x

. Model 
[image: image1243.wmf]3

M

 předpokládá, že veličiny 
[image: image1244.wmf]ip

Y

 nezávisí ani na hodnotách 
[image: image1245.wmf]i

x

, ani na hodnotách 
[image: image1246.wmf]i

z

.
Za platnosti modelu 
[image: image1247.wmf]2

M

 máme toto:


[image: image1248.wmf];

1

1

1

1

1

1

:

1

2

21

1

11

1

2

2

1

1

1

2

21

1

11

2

2

1

2

1

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

I

I

n

I

I

n

n

I

I

n

I

I

n

n

e

e

e

e

e

e

x

x

x

x

x

x

Y

Y

Y

Y

Y

Y

M

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

b

a

 neboli 
[image: image1249.wmf]e

T

γ

Y

+

=

;  
[image: image1250.wmf];

0

1

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

L


Zřejmě platí 
[image: image1251.wmf]UL

T

=

, 
[image: image1252.wmf]2

)

(

2

=

=

r

h

T

. Matice 
[image: image1253.wmf]T

 je typu 
[image: image1254.wmf]2

×

n

.

[image: image1255.wmf](

)

;

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

2

1

2

1

1

1

1

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

å

å

=

·

·

=

·

·

·

-

x

n

x

n

y

x

n

y

x

n

x

y

I

i

i

i

I

i

i

i

i

T

T

b

b

a

Y

T

T

T

γ

 
[image: image1256.wmf];

ˆ

ˆ

;

ˆ

1

2

1

2

1

1

x

y

x

n

x

n

y

x

n

y

x

n

I

i

i

i

I

i

i

i

i

b

a

b

-

=

-

-

=

·

·

=

·

·

=

·

å

å



[image: image1257.wmf];

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

ˆ

ˆ

1

1

2

1

2

1

1

1

1

1

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

=

=

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

x

x

y

x

x

y

x

x

y

x

x

y

x

x

y

x

x

y

I

I

b

b

b

b

b

b

K

K

K

K

K

γ

T

τ

  
[image: image1258.wmf];

ˆ

2

1

2

2

1

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

å

=

·

·

x

n

x

n

y

n

I

i

i

i

T

b

τ

τ


Odhady parametrů 
[image: image1259.wmf]1

ˆ

b

 nemusí vyjít při modelech 
[image: image1260.wmf]2

1

,

M

M

 stejně. Je diskutabilní, co potom vzít za odhad parametru. Podobně je tomu s odhady parametrů 
[image: image1261.wmf]2

ˆ

b

 při modelech 
[image: image1262.wmf]2

1

,

M

M

¢


Za platnosti modelu 
[image: image1263.wmf]2

M

¢

 máme toto:


[image: image1264.wmf];

1

1

1

1

1

1

:

1

2

21

1

11

2

2

2

1

1

1

2

21

1

11

2

2

1

2

1

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

¢

I

I

n

I

I

n

n

I

I

n

I

I

n

n

e

e

e

e

e

e

z

z

z

z

z

z

Y

Y

Y

Y

Y

Y

M

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

b

a

 neboli 
[image: image1265.wmf]e

T

γ

Y

+

=

;  
[image: image1266.wmf];

1

0

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

L


Zřejmě platí 
[image: image1267.wmf]UL

T

=

, 
[image: image1268.wmf]2

)

(

2

=

=

r

h

T

. Matice 
[image: image1269.wmf]T

 je typu 
[image: image1270.wmf]2

×

n

.

[image: image1271.wmf](

)

;

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

2

1

2

1

2

2

1

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

å

å

=

·

·

=

·

·

·

-

z

n

z

n

y

z

n

y

z

n

z

y

I

i

i

i

I

i

i

i

i

T

T

b

b

a

Y

T

T

T

γ

 
[image: image1272.wmf];

ˆ

ˆ

;

ˆ

2

2

1

2

1

2

z

y

z

n

z

n

y

z

n

y

z

n

I

i

i

i

I

i

i

i

i

b

a

b

-

=

-

-

=

·

·

=

·

·

=

·

å

å



[image: image1273.wmf];

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

)

(

ˆ

ˆ

ˆ

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

=

=

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

z

z

y

z

z

y

z

z

y

z

z

y

z

z

y

z

z

y

I

I

b

b

b

b

b

b

K

K

K

K

K

γ

T

τ

  
[image: image1274.wmf];

ˆ

2

1

2

2

2

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

å

=

·

·

z

n

z

n

y

n

I

i

i

i

T

b

τ

τ


Za platnosti modelu 
[image: image1275.wmf]3

M

 máme toto:


[image: image1276.wmf](

)

;

1

1

1

1

1

1

:

1

2

21

1

11

1

2

21

1

11

3

2

1

2

1

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

×

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

I

I

n

I

I

n

n

n

I

I

n

n

e

e

e

e

e

e

Y

Y

Y

Y

Y

Y

M

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

a

neboli 
[image: image1277.wmf]e

W

δ

Y

+

=

;  
[image: image1278.wmf];

0

0

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

L


Zřejmě platí 
[image: image1279.wmf]UL

W

=

, 
[image: image1280.wmf]1

)

(

3

=

=

r

h

W

. Matice 
[image: image1281.wmf]W

 je typu 
[image: image1282.wmf]1

×

n

.


[image: image1283.wmf](

)

(

)

(

)

;

1

;

;

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

=

-

·

·

n

y

n

n

T

T

T

W

W

Y

W

W

W



[image: image1284.wmf](

)

(

)

;

ˆ

;

ˆ

1

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

=

=

=

·

·

·

·

·

·

-

y

y

y

T

T

K

K

W

δ

ζ

Y

W

W

W

δ

   
[image: image1285.wmf](

)

2

·

·

=

y

n

T

ζ

ζ


Nyní vypočteme veličiny:


[image: image1286.wmf](

)

(

)

=

-

=

-

-

=

ν

ν

μ

μ

ν

μ

ν

μ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

T

T

T

R

S



[image: image1287.wmf];

ˆ

ˆ

2

ˆ

ˆ

1

2

1

2

1

2

2

2

2

1

2

2

1

2

1

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

=

å

å

å

å

=

=

=

·

·

=

·

z

x

n

z

x

n

z

n

z

n

x

n

x

n

y

n

y

n

I

i

i

i

i

I

i

i

i

I

i

i

i

I

i

i

i

b

b

b

b



[image: image1288.wmf];

~

1

2

3

2

-

I

R

S

c

s



[image: image1289.wmf](

)

(

)

=

-

=

-

-

=

τ

τ

ν

ν

τ

ν

τ

ν

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

1

T

T

T

N

S



[image: image1290.wmf];

~

1

;

ˆ

ˆ

2

ˆ

2

1

1

2

1

2

1

2

1

2

2

2

c

s

b

b

b

N

I

i

i

i

i

I

i

i

i

S

z

x

n

z

x

n

z

n

z

n

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

å

å

=

=



[image: image1291.wmf](

)

(

)

;

~

1

;

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

2

1

*

2

2

2

1

2

2

1

*

2

c

s

b

N

I

i

i

i

T

T

T

N

S

x

n

x

n

S

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

=

-

-

=

å

=

ζ

ζ

τ

τ

ζ

τ

ζ

τ



[image: image1292.wmf](

)

(

)

=

-

=

-

-

=

τ

τ

ν

ν

τ

ν

τ

ν

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

2

T

T

T

N

S



[image: image1293.wmf];

~

1

;

ˆ

ˆ

2

ˆ

2

1

2

2

1

2

1

2

1

2

2

1

c

s

b

b

b

N

I

i

i

i

i

I

i

i

i

S

z

x

n

z

x

n

x

n

x

n

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

å

å

=

=



[image: image1294.wmf](

)

(

)

;

~

1

;

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

2

1

*

1

2

2

1

2

2

2

*

1

c

s

b

N

I

i

i

i

T

T

T

N

S

z

n

z

n

S

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

=

-

-

=

å

=

ζ

ζ

τ

τ

ζ

τ

ζ

τ



[image: image1295.wmf](

)

(

)

=

-

=

-

-

=

ζ

ζ

ν

ν

ζ

ν

ζ

ν

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

12

T

T

T

N

S



[image: image1296.wmf];

~

1

;

ˆ

ˆ

2

ˆ

ˆ

2

2

12

2

1

2

1

2

1

2

2

2

2

1

2

2

1

c

s

b

b

b

b

N

I

i

i

i

i

I

i

i

i

I

i

i

i

S

z

x

n

z

x

n

z

n

z

n

x

n

x

n

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

å

å

å

=

=

=



[image: image1297.wmf];

*

1

2

*

2

1

12

N

N

N

N

N

S

S

S

S

S

+

=

+

=



[image: image1298.wmf](

)

(

)

;

~

1

;

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

2

2

1

2

1

1

2

I

n

e

I

i

i

i

I

i

n

j

ij

T

T

T

e

S

y

n

Y

S

i

-

=

·

=

=

å

å

å

-

=

-

=

-

-

=

c

s

μ

μ

Y

Y

μ

Y

μ

Y



[image: image1299.wmf];

~

1

;

ˆ

ˆ

2

1

2

2

1

1

2

12

-

·

·

=

=

-

=

-

=

+

+

=

å

å

n

T

I

i

n

j

ij

T

T

e

N

R

T

S

y

n

Y

S

S

S

S

i

c

s

ζ

ζ

Y

Y



[image: image1300.wmf];

~

3

3

,

3

I

n

I

e

R

e

R

R

F

S

S

I

I

n

I

n

S

I

S

F

-

-

×

-

-

=

-

-

=

  
[image: image1301.wmf];

~

2

2

,

2

12

12

12

I

n

e

N

e

N

N

F

S

S

I

n

I

n

S

S

F

-

×

-

=

-

=



[image: image1302.wmf];

~

)

(

1

,

1

1

1

1

I

n

e

N

e

N

N

F

S

S

I

n

I

n

S

S

F

-

×

-

=

-

=

   
[image: image1303.wmf];

~

)

(

1

,

1

2

2

2

I

n

e

N

e

N

N

F

S

S

I

n

I

n

S

S

F

-

×

-

=

-

=



[image: image1304.wmf];

~

)

(

1

,

1

*

2

*

2

*

2

I

n

e

N

e

N

N

F

S

S

I

n

I

n

S

S

F

-

×

-

=

-

=

   
[image: image1305.wmf];

~

)

(

1

,

1

*

1

*

1

*

1

I

n

e

N

e

N

N

F

S

S

I

n

I

n

S

S

F

-

×

-

=

-

=


Jestliže platí 
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, zamítneme hypotézu, že regrese je lineární na hladině 
[image: image1307.wmf]a

 a další testy už neděláme. Pokud je 
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, hypotézu o linearitě regrese nezamítneme.

Poznamenejme, že hypotéza 
[image: image1309.wmf]0
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 znamená, že veličiny 
[image: image1310.wmf]ij

Y

 nezávisí na hodnotách 
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 znamená, že veličiny 
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 nezávisí na hodnotách 
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.

Pokud hypotézu o linearitě regrese nezamítneme, můžeme postupovat několika způsoby.

a) Vypočteme veličinu 
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 na hladině 
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, v opačném případě ji nezamítneme.
Pokud nezamítneme hypotézu 
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, vypočteme veličinu 
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, v opačném případě ji nezamítneme.
Pokud zamítneme hypotézu 
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, postupujeme dle bodu b).
b) Vypočteme veličinu 
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 zamítneme na hladině 
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, v opačném případě ji nezamítneme.
Pokud nezamítneme hypotézu 
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, zamítneme hypotézu 
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, v opačném případě ji nezamítneme.
Pokud zamítneme hypotézu 
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c) Vypočteme veličinu 
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 zamítneme na hladině 
[image: image1338.wmf]a

, v opačném případě ji nezamítneme. Pokud hypotézu nezamítneme, víme, že veličiny 
[image: image1339.wmf]ij
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 nezávisí ani na hodnotách 
[image: image1340.wmf]i
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, ani na hodnotách 
[image: image1341.wmf]i
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, tj. můžeme přejít k modelu 
[image: image1342.wmf]3

M

. Pokud však hypotézu zamítneme, víme jenom, že veličiny 
[image: image1343.wmf]ij
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 závisí na proměnných 
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 nebo 
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, tj. nemůžeme přejít k modelu 
[image: image1346.wmf]3
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. Nevíme však, zda závisí na hodnotách 
[image: image1347.wmf]i
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 i 
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, nebo jen na hodnotách 
[image: image1349.wmf]i

x

, nebo jen na hodnotách 
[image: image1350.wmf]i

z

. Pak zkusíme postupovat dle bodu a) nebo b), abychom věděli více.
Jsou tedy možné tyto varianty:
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Tabulka analýzy rozptylu by mohla vypadat následovně: 
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[image: image1356.wmf]f


	
[image: image1357.wmf]f

S


	
[image: image1358.wmf]e

e

f

S

f

S

F

=



	Linearita regrese
	
[image: image1359.wmf]R

S


	
[image: image1360.wmf]3

-

=

I

f

R


	
[image: image1361.wmf]R

R

f

S


	
[image: image1362.wmf]R

F



	Nulovost koeficientů 
	
[image: image1363.wmf]12

N

S


	
[image: image1364.wmf]2

12

=

N

f


	
[image: image1365.wmf]12

12

N

N

f

S


	
[image: image1366.wmf]12

N

F



	Reziduální
	
[image: image1367.wmf]e

S


	
[image: image1368.wmf]I

n

f

e

-

=


	
[image: image1369.wmf]e

e

f

S


	-

	Celkový
	
[image: image1370.wmf]T

S


	
[image: image1371.wmf]1

-

=

n

f

T


	-
	-


Ukážeme si ještě další variantu tabulky analýzy rozptylu, kde řádek nulovost koeficientů rozložíme na dva.
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Nejdříve testujeme hypotézu 
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Ukážeme si ještě další variantu tabulky analýzy rozptylu, kde řádek nulovost koeficientů rozložíme na dva.
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Nejdříve testujeme hypotézu 
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	Stupně volnosti 
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Příklad 8.11.
Byla sledovány výdaje domácností za jisté období za potraviny v závislosti na počtu členů a čistém příjmu. Údaje jsou v následující tabulce. Výdaje a čisté příjmy jsou v tisících Kč.
Výdaje domácností

	Počet členů
	Výše příjmu
	Hodnoty
	Četn. 
[image: image1420.wmf]i

n


	Prům. 
[image: image1421.wmf]·
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	Součet kvadr.
	Vyp. h. 
[image: image1422.wmf]·
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ˆ

 

	1
	3,0
	1,0
	1,2
	2
	1,10
	2,44
	1,10

	2
	8,0
	3,0
	3,3
	2
	3,15
	19,89
	2,91

	3
	12,0
	4,0
	4,4
	2
	4,20
	35,36
	4,42

	4
	10,0
	4,0
	4,2
	2
	4,10
	33,64
	4,10

	4
	12,0
	4,0
	4,5
	2
	4,25
	36,25
	4,70

	4
	13,0
	5,0
	5,4
	2
	5,20
	54,16
	5,01

	5
	15,0
	6,0
	6,3
	2
	6,15
	75,69
	5,91

	
	
	
	14
	4,02
	257,43
	-


Počet členů bude 
[image: image1423.wmf]i

x

, výše příjmu bude 
[image: image1424.wmf]i

z

, výdaje budou 
[image: image1425.wmf]ip

Y

. Zde máme vyvážené třídění.
V našem případě je:
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Dostali jsme odhady parametrů: 
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 Inverzní matici jsme spočítali pomocí programu EXCEL, ostatně jako většinu výpočtů.
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Napřed uděláme test linearity regrese, případně otestujeme, jestli veličiny 
[image: image1446.wmf]ip

Y

 závisí na proměnných 
[image: image1447.wmf]i

i

z

x

,

. Pak eventuelně uděláme další testy.
Tabulka analýzy rozptylu vypadá následovně:
	
	Součet čtverců 
[image: image1448.wmf]S


	Stupně volnosti 
[image: image1449.wmf]f
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	Linearita regrese
	0,814
	4
	0,203
	3,341

	Nulovost koeficientů 
	29,795
	2
	14,897
	251,283*

	Reziduální
	0,415
	7
	0,059
	-

	Celkový
	31,024
	13
	-
	-


Protože platí: 
[image: image1452.wmf])
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, hypotézu o linearitě regrese nezamítáme. Výdaje závisí lineárně na počtu členů domácnosti a na výši příjmu. Protože také platí 
[image: image1453.wmf])
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, zamítáme hypotézu, že veličiny 
[image: image1454.wmf]ip
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 (výdaje domácností) nezávisí na veličinách 
[image: image1455.wmf]i
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,

 (na počtu členů a výši příjmu).
Nyní ověříme závislost na každé proměnné zvlášť.
Protože platí: 
[image: image1456.wmf])
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[image: image1457.wmf]0
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, tj. výdaje závisí na čistém příjmu.
Protože platí: 
[image: image1458.wmf])
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[image: image1459.wmf]0

1

=

b

, tj. výdaje závisí na počtu členů.

Veličiny 
[image: image1460.wmf]*
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 již nemusíme počítat. Další varianty tabulky analýzy rozptylu jsou zřejmé, již je nebudeme uvádět.

Použité zdroje:

1) Anděl J.: Matematická statistika
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