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VI. Testování hypotéz
O odhadech parametrů již bylo pojednáno. Předpokládejme, že máme dán náhodný výběr z Normálního rozdělení 
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Předpokládejme, že o samotné Normalitě rozdělení nemáme pochyb, ale chceme otestovat hypotézu, že např. parametr 
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 se rovná nějaké hypotetické hodnotě 
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, bude to svědčit ve prospěch hypotézy, bude-li hodnota veličiny 
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 vzdálená hodnotě 
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, bude to svědčit v neprospěch hypotézy. Základní hypotéza se též nazývá nulová hypotéza, jiná hypotéza je alternativní hypotéza.
Při testování statistických hypotéz se můžeme dopustit chyb dvojího druhu.
1) Chyba 1. druhu - základní hypotézu zamítneme, ač je správná.

2) Chyba 2. druhu - základní hypotézu nezamítneme, ač správná není.

Při testu zvolíme pravděpodobnost chyby 1. druhu 
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, která se nazývá hladina testu. Obvykle se volí hladina 5%, 1%, 0,1%. Pokud bychom hladinu testu příliš snižovali, rostla by zase pravděpodobnost chyby 2. druhu.
Testování statistických hypotéz lze znázornit následující tabulkou:
	Nulová hypotéza
	Platí
	Neplatí

	Zamítneme
	Chyba 1. druhu
	OK

	Nezamítneme
	OK
	Chyba 2. druhu


Předpokládejme, že máme výběr z Normálního rozdělení o rozsahu 
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Použijeme výběrový průměr, který má také normální rozdělení, 
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, tj. máme tzv. oboustranný konfidenční interval spolehlivosti (
[image: image35.wmf]a

-

1

).

[image: image36.wmf])

)

2

1

(

;

)

2

1

(

(

n

u

X

n

u

X

s

a

s

a

-

+

-

-


Tento interval s pravděpodobností 
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Použijeme výběrový průměr, který má také Normální rozdělení, 
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Tento interval s pravděpodobností 
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Použijeme výběrový průměr, který má také Normální rozdělení, 
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Platí-li 
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Tento interval s pravděpodobností 
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 překryje skutečnou hodnotu parametru 
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Tomuto testu se též říká jednovýběrový test, později si také ukážeme dvouvýběrový test.
Zatím jsme testovali střední hodnotu, dále si ukážeme, jak testovat rozptyl. Vyjdeme z toho, že veličina 
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Testujeme hypotézu 
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Podobným způsobem se odvodí, že 
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Nulovou hypotézu zamítneme, bude-li platit 
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Jednostranný konfidenční interval spolehlivosti (
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Testujeme hypotézu 
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 volíme tak, aby pravděpodobnost chyby 1. druhu byla 
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Podobným způsobem se odvodí, že 
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Nulovou hypotézu zamítneme, bude-li platit 
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Jednostranný konfidenční interval spolehlivosti (
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Testujeme hypotézu 
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 volíme tak, aby pravděpodobnost chyby 1. druhu byla 
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Podobným způsobem se odvodí, že 
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Nulovou hypotézu zamítneme, bude-li platit:
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V opačném případě, tj. bude-li platit: 
[image: image205.wmf])
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Oboustranný konfidenční interval spolehlivosti (
[image: image206.wmf]a

-

1

) pro rozptyl je: 
[image: image207.wmf])

)

2

(

)

1

(

;

)

2

1

(

)

1

(

(

2

1

2

2

1

2

a

c

a

c

-

-

-

-

-

n

n

S

n

S

n

.

Je nutno si uvědomit, že rozptyl nemůže být záporný. Hodnoty kvantilů jsou ve statistických tabulkách.

Příklad:
Mějme dán náhodný výběr z Normálního rozdělení o rozsahu 
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Otestujme nyní hypotézu 
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Spočteme veličiny (nejlépe na počítači, např. EXCEL) 
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Testová charakteristika je:
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Platí: 
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 nezamítneme nulovou hypotézu na hladině 5% ani na hladině 1%.
Otestujme nyní hypotézu 
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Testová charakteristika je:
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Platí: 
[image: image222.wmf]306
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 zamítneme nulovou hypotézu na hladině 5%, ale nezamítneme ji na hladině 1%.

Otestujme nyní hypotézu 
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,

2

:

0

=

m

H

 proti alternativě 
[image: image225.wmf]5

,

2

:

1

¹

m

H

 na hladině 5% (
[image: image226.wmf]05

,

0

=

a

).

Testová charakteristika je:
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Platí: 
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Otestujme nyní hypotézu 
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Testová charakteristika je:
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Platí: 
[image: image233.wmf]860
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Povšimněme si, že při oboustranném testu nulovou hypotézu nezamítneme, při jednostranném testu nulovou hypotézu zamítneme. To je pozoruhodné.
Určeme ještě oboustranný 95% interval spolehlivosti pro střední hodnotu.
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Určeme ještě oboustranný 99% interval spolehlivosti pro střední hodnotu.
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Příklad:

Při výrobě mincí je stanovena hmotnost mince 
[image: image236.wmf]g
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. Náhodně bylo vybráno 10 mincí a zváženo. Máme otestovat hypotézu, že střední hmotnost mince je 
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, údaje jsou následující:
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Otestujme nyní hypotézu 
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Spočteme veličiny (nejlépe na počítači) 
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[image: image242.wmf];
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Testová charakteristika je:
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Protože platí: 
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, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 5%.

Protože platí: 
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Můžeme vyslovit podezření, že se při výrobě mincí šetří na materiálu.
Dále je požadováno, aby hodnota směrodatné odchylky nepřesáhla hodnotu 
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,

0

, tj. rozptyl nemá přesáhnout hodnotu 
[image: image247.wmf]0042

,

0

065

,

0

2

=

&

.

Budeme tedy testovat hypotézu: 
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Protože platí: 
[image: image251.wmf]9
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, nulovou hypotézu o rozptylu na hladině 5% zamítneme.
Protože platí: 
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, nulovou hypotézu o rozptylu na hladině 1% nezamítneme.
Příklad:

Horolezecká lana byla vyrobena novou technologií. Ke zjištění jejich pevnosti bylo testováno 25 lan na pevnost v tahu. Byla zjištěna průměrná pevnost 
[image: image253.wmf]kg
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 a směrodatná odchylka 
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. Máme otestovat hypotézu, zda se novou technologií pevnost lan zvýšila (proti pevnosti 
[image: image255.wmf]kg
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). Předpokládejme, že pevnost lan v tahu má Normální rozdělení.

Testujeme hypotézu 
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, tj. děláme jednostranný test. Možnost, že by se pevnost lan snížila, neuvažujeme.
Máme: 
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[image: image259.wmf];
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Protože platí: 
[image: image260.wmf]711
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Protože platí: 
[image: image261.wmf]492

,

2

)

99

,

0

(

2

24

=

<

=

t

T

, nezamítneme nulovou hypotézu na hladině 1%.

Novou technologií se pevnost lan mírně zvýšila.
Jednostranné intervaly spolehlivosti jsou:
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Párový test
Párový test používáme v případě, že zkoumáme 2 veličiny vztahující se k jednomu objektu. Nechť máme 2 rozměrný náhodný výběr: 
[image: image264.wmf];
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 Pozor: veličiny 
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 nemusí být nezávislé. Ovšem předpokládáme nezávislost veličin 
[image: image268.wmf]n
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Testujeme hypotézu 
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. Též můžeme provádět jednostranný test, tj. 
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Utvoříme náhodné veličiny 
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 Zřejmě jsou veličiny 
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 Tím převedeme párový test na jednovýběrový test (viz dříve). Nejčastěji se testuje hypotéza: 
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, tj. testuje se rovnost středních hodnot výběrů.
Příklad:

U vybraných automobilů se měřila hloubka vzorku (dezénu) pneumatik před závodem a po závodě. Máme rozhodnout, zde se po závodě hloubka vzorku snížila.
Údaje (v milimetrech) jsou v následující tabulce.

Hloubka vzorku pneumatik
	před záv.
	8,0
	8,4
	8,0
	6,4
	7,7
	7,7
	6,9
	5,6
	6,2
	8,2

	po závodě
	5,6
	7,4
	7,3
	6,3
	6,1
	6,6
	6,7
	5,5
	5,5
	7,8

	rozdíly
	2,4
	1,0
	0,7
	0,1
	1,6
	1,1
	0,2
	0,1
	0,7
	0,4


Předpokládáme, že data mají Normální rozdělení.
Budeme testovat hypotézu: 
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V našem případě máme: 
[image: image281.wmf];
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[image: image282.wmf];
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Protože platí: 
[image: image283.wmf];
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 zamítneme nulovou hypotézu na hladině 5%.
Protože platí: 
[image: image284.wmf];

821

,

2

)

99

,

0

(

58

,

3

9

=

>

=

t

T

 zamítneme nulovou hypotézu i na hladině 1%.

Můžeme tedy prohlásit, že se hloubka vzorku pneumatik po závodě snížila, tj. pneumatiky se sjely. Opotřebení pneumatik tak můžeme prohlásit za významné.
Dvouvýběrový test
Nechť máme 2 nezávislé náhodné výběry, 
[image: image285.wmf];
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 z Normálního rozdělení, přičemž předpokládáme shodnost rozptylů, tj. 
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Opět testujeme hypotézu 
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Vypočteme tyto veličiny: 
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 (výběrové průměry) 
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[image: image291.wmf];
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Zřejmě platí: 
[image: image292.wmf];
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Protože jsou výběry nezávislé, platí:

[image: image293.wmf];
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Pak také platí: 
[image: image294.wmf]);
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 tudíž za platnosti nulové hypotézy platí:

[image: image295.wmf](
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Položme: 
[image: image296.wmf];

)

2

(

)

1

(

)

1

(

2

2

n

m

n

m

mn

S

m

S

n

Y

X

T

Y

X

+

-

+

-

+

-

D

-

-

=


Pokud testujeme 
[image: image297.wmf]D
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 spočteme veličinu 
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, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 
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, v opačném případě ji nezamítneme.
Oboustranný konfidenční interval spolehlivosti 
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kde 
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Pokud testujeme 
[image: image306.wmf]D
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, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 
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, v opačném případě ji nezamítneme.

Jednostranný konfidenční interval spolehlivosti 
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Pokud testujeme 
[image: image314.wmf]D
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 spočteme veličinu 
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, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 
[image: image318.wmf]a

, v opačném případě ji nezamítneme.

Jednostranný konfidenční interval spolehlivosti 
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Nejčastější je případ, kdy se testuje hypotéza 
[image: image322.wmf]0
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Zjišťujeme, zda je rozdíl středních hodnot dvou výběrů statisticky významný či nikoli. Pokud nulovou hypotézu zamítneme, prohlásíme rozdíl za statisticky významný, v opačném případě ho prohlásíme za statisticky nevýznamný.
Poznámka:

Pokud jsou rozsahy výběrů stejné, vzorec se zjednoduší takto:
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Poznámka:

Je nutno dát pozor, abychom rozlišili případy, kdy je nutno použít test párový a kdy test dvouvýběrový. Kdybychom místo párového testu použili dvouvýběrový test, dospěli bychom k nesmyslným výsledkům. Dvouvýběrový test vyžaduje nezávislost všech veličin.
Dále dvouvýběrový test vyžaduje shodnost rozptylů. Pokud se rozptyly liší jen „málo“, není velká chyba použít dvouvýběrový test. Pokud si nejsme jisti „shodností“ rozptylů, ukážeme si v dalším test, kterým se to dá ověřit. Pokud se rozptyly liší „trochu více“, lze použít tento přibližný test.

Testujeme hypotézu: 
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Položme: 
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Pokud platí: 
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, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 
[image: image332.wmf]a

.
Podobným způsobem se konstruují jednostranné testy.
Příklad:

Bylo vybráno 13 polí přibližně stejné velikosti i kvality. Na 8 z nich se zkoušel nový způsob hnojení, na 5 z nich se zkoušel starý způsob hnojení. Máme otestovat hypotézu, zda nový způsob hnojení má vliv na hektarový výnos pšenice. Údaje o hektarovém výnosu pšenice (t/ha) jsou v následující tabulce.

	starý zp.
	5,0
	4,5
	4,2
	5,4
	4,4
	
	
	

	nový zp.
	5,7
	5,5
	4,3
	5,9
	5,2
	5,6
	5,8
	5,1


Použijeme dvouvýběrový test. Budeme předpokládat, že data mají Normální rozdělení, také shodnost rozptylů.
V našem případě je: 
[image: image333.wmf];
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dále je: 
[image: image334.wmf];
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Budeme testovat hypotézu: 
[image: image335.wmf]2
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[image: image338.wmf];
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[image: image339.wmf];
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Protože platí: 
[image: image340.wmf]201
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, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 5%.
Protože platí: 
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, nezamítneme nulovou hypotézu na hladině 1%.

Způsob hnojení má tedy mírný vliv na hektarový výnos pšenice.

Pokud bychom testovali hypotézu 
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Platí 
[image: image344.wmf]796
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, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 5%.
Platí 
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, nezamítneme nulovou hypotézu na hladině 1%.
Předpokládejme stále, že máme 2 nezávislé náhodné výběry 
[image: image346.wmf];
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 z Normálního rozdělení. Někdy potřebujeme ověřit shodnost rozptylů. K tomu se používá tzv. F-test. Bylo již dokázáno, že veličina 
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 stupních volnosti, značíme: 
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Pro kvantily F-rozdělení platí: 
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Vzhledem k tomu, že platí: 
[image: image353.wmf];
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 bude v případě shodnosti rozptylů podíl 
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Testujeme hypotézu 
[image: image355.wmf]2
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 volíme tak, aby pravděpodobnost chyby 1. druhu byla 
[image: image359.wmf]a

. Snadno se ověří, že 
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Nulovou hypotézu zamítneme, bude-li platit 
[image: image361.wmf])
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, v opačném případě ji nezamítneme.
Nerovnosti: 
[image: image362.wmf]);
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Testujeme hypotézu 
[image: image363.wmf]2
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[image: image367.wmf]a
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Nulovou hypotézu zamítneme, bude-li platit 
[image: image369.wmf])
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, v opačném případě ji nezamítneme.

Nerovnosti: 
[image: image370.wmf]);
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Testujeme hypotézu 
[image: image371.wmf]2
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 volíme tak, aby pravděpodobnost chyby 1. druhu byla 
[image: image376.wmf]a

, tj. volíme 
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Nulovou hypotézu zamítneme, bude-li platit 
[image: image378.wmf])

2

(

1

,

1

2

2

a

-

-

<

m

n

Y

X

F

S

S

 nebo 
[image: image379.wmf])
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Při oboustranném testu hypotézy o shodnosti rozptylů stačí vypočítat podíl: 
[image: image381.wmf])
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. V opačném případě nulovou hypotézu nezamítneme.
Je-li např. 
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Je-li např. 
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Při jednostranném testu (proti alternativě 
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Příklad:

Vraťme se k předchozímu příkladu a otestujme shodnost rozptylů.

Testujeme hypotézu 
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Máme: 
[image: image399.wmf];
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[image: image400.wmf];

889

,

0

27

,

0

24

,

0

2

2

=

=

=

&

Y

X

S

S

F



[image: image401.wmf];
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Protože platí: 
[image: image402.wmf]523
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, nezamítneme nulovou hypotézu o shodnosti rozptylů na hladině 5%.
Stačí též provést takto: 
[image: image403.wmf];

074

,

9

)

975

,

0

(

125

,

1

24

,

0

27

,

0

1

4

,

7

2

2

=

<

=

=

<

F

S

S

X

Y

&


Testujme nyní hypotézu 
[image: image404.wmf]2
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[image: image406.wmf];
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Protože platí: 
[image: image407.wmf]164
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, nulovou hypotézu o shodnosti rozptylů na 5% nezamítneme.
Stačí též provést takto: 
[image: image408.wmf];
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Použití dvouvýběrového testu v předchozím příkladě bylo oprávněné.
Mnohé statistické programy také umějí provést testování hypotéz, ale jako výsledek dají 
[image: image409.wmf]-

p

hodnotu (p-value). Je to nejnižší hladina testu, na které můžeme základní (nulovou) hypotézu zamítnout. Na hladině vyšší než je 
[image: image410.wmf]-

p

hodnota můžeme základní hypotézu zamítnout, na hladině nižší než je 
[image: image411.wmf]-

p

hodnota základní hypotézu zamítnout nemůžeme.
Problém nyní postavíme takto: Jak zvolit hladinu testu, abychom nulovou hypotézu zamítli? Místo proměnné 
[image: image412.wmf]a

 dáme proměnnou 
[image: image413.wmf]p

. Určení 
[image: image414.wmf]-
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hodnoty testu si ukážeme na několika příkladech.

Nechť testujeme hypotézu 
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, tj. jednostranný test. Nechť parametr 
[image: image417.wmf]2
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 je znám (modelový příklad).

Základní (nulovou) hypotézu zamítneme, pokud platí: 
[image: image418.wmf])
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[image: image420.wmf];
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[image: image421.wmf];
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Nechť testujeme hypotézu 
[image: image422.wmf]0
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, tj. jednostranný test. Nechť parametr 
[image: image424.wmf]2
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 je znám (modelový příklad).

Základní (nulovou) hypotézu zamítneme, pokud platí: 
[image: image425.wmf])
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[image: image426.wmf];
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[image: image427.wmf];
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[image: image428.wmf];
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Nechť testujeme hypotézu 
[image: image429.wmf]0
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, tj. oboustranný test. Nechť parametr 
[image: image431.wmf]2
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 je znám (modelový příklad).

Základní (nulovou) hypotézu zamítneme, pokud platí: 
[image: image432.wmf])
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[image: image433.wmf];
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[image: image434.wmf];
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[image: image435.wmf];
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Pokud není parametr 
[image: image436.wmf]2
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 znám, užíváme při testování hypotéz Studentovo rozdělení. Již víme, že se s rostoucím rozsahem výběru 
[image: image437.wmf]n

 „blíží“ k Normálnímu rozdělení. Hodnoty distribuční funkce Studentova rozdělení nejsou tabelovány, můžeme ji pro „větší“ 
[image: image438.wmf]n

 nahradit funkcí 
[image: image439.wmf]F

, což je distribuční funkce Normálního rozdělení. Parametr 
[image: image440.wmf]s

 nahradíme veličinou 
[image: image441.wmf]S

.
Nechť máme výběr z alternativního rozdělení (nula-jedničkového) o rozsahu 
[image: image442.wmf]N
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, chceme testovat hypotézu o parametru 
[image: image443.wmf])

1

;

0

(

Î

p

. Můžeme třeba zjišťovat výskyt alternativního znaku, chceme zkoumat pravděpodobnost výskytu znaku. Četnost výskytu znaku ve výběru je náhodná veličina s Binomickým rozdělením, tj. 
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[image: image445.wmf]p

 přitom není znám. Poměrná četnost výskytu znaku je nestranný odhad pravděpodobnosti. Je-li 
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 „dost velké“, můžeme Binomické rozdělení nahradit Normálním rozdělením, neboť Binomické rozdělení je součtem nezávislých náhodných veličin s nula-jedničkovým (alternativním) rozdělením. Označme 
[image: image447.wmf]X

 počet výskytů znaku, platí: 
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Platí toto: 
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Buď nyní dáno 
[image: image453.wmf])
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Testujeme hypotézu 
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. Nulovou hypotézu zamítneme, bude-li platit: 
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 volíme tak, aby pravděpodobnost chyby 1. druhu byla 
[image: image458.wmf]a

. Za platnosti nulové hypotézy platí 
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tj. 
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Pokud platí: 
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 zamítneme nulovou hypotézu na hladině 
[image: image468.wmf]a

, opačném případě ji nezamítneme.
Protože parametr 
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Testujeme hypotézu 
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Pokud platí: 
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 zamítneme nulovou hypotézu na hladině 
[image: image479.wmf]a

, opačném případě ji nezamítneme.

Jednostranný konfidenční interval spolehlivosti 
[image: image480.wmf]a
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 pro parametr 
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Testujeme hypotézu 
[image: image483.wmf]0
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Pokud platí: 
[image: image487.wmf])
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 zamítneme nulovou hypotézu na hladině 
[image: image488.wmf]a

, opačném případě ji nezamítneme.

Jednostranný konfidenční interval spolehlivosti 
[image: image489.wmf]a
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 pro parametr 
[image: image490.wmf]p

 je:
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Poznámka:

Výše uvedenou aproximaci lze provést již tehdy, když platí: 
[image: image492.wmf]9
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Někteří používají při testování hypotéz o parametru 
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 testovou charakteristiku: 
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Příklad:

Jistá strana měla při posledních volbách 60% hlasů. Chceme ověřit, zda bude při nadcházejících volbách stejně úspěšná. Byl proveden předběžný průzkum a ze 100 náhodně dotázaných občanů by stranu volilo 47.

V našem případě je 
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 Uděláme test na hladině 5% a 1%.
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Protože platí: 
[image: image500.wmf]960

,

1

)

975

,

0

(

654

,

2

=

>

&

u

, zamítneme nulovou hypotézu na hladině 5%.
Protože platí: 
[image: image501.wmf]576
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, zamítneme nulovou hypotézu i na hladině 1%.
Můžeme prohlásit, že preference strany poklesly.
Oboustranný interval spolehlivosti pro 
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Oboustranný interval spolehlivosti pro 
[image: image504.wmf]p
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 s pravd. 99% je: 
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Příklad:

Jistá firma chce uvést na trh nový výrobek a odhaduje, že 20% lidí by o něj mohlo mít zájem. Byl proveden průzkum a ze 400 náhodně dotázaných lidí by o něj mělo zájem 66. Máme otestovat, zda odhad byl správný.

V našem případě je 
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. Jde o test hypotézy: 
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 Uděláme test na hladině 5% a 1%.
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Protože platí: 
[image: image511.wmf]960
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, nezamítneme nulovou hypotézu na hladině 5%, tím spíš ani na 1%.
Můžeme prohlásit, že odhad byl správný.

Oboustranný interval spolehlivosti pro 
[image: image512.wmf]p
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 s pravd. 95% je: 
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Oboustranný interval spolehlivosti pro 
[image: image514.wmf]p
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 s pravd. 99% je: 
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Příklad:

Při průzkumu kvalifikace pracovníků v podniku bylo zjištěno, že 30% pracovníků nemá potřebnou kvalifikaci pro práci, kterou vykonává. Podnik potom provedl reorganizaci a školení. Pak se zjistilo, že ze 100 pracovníků nemá potřebnou kvalifikaci 25 pracovníků. Máme posoudit, zda opatření bylo účinné.

V našem případě je 
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 Uděláme test na hladině 5% a 1%.
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Protože platí: 
[image: image521.wmf]645
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, nezamítneme nulovou hypotézu na hladině 5%, tím spíš ani na 1%.

Nemůžeme prohlásit, že by opatření bylo účinné. Poznamenejme, že zde šlo o jednostranný test.

Jednostranný interval spolehlivosti pro 
[image: image522.wmf]p
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 s pravd. 95% je: 
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Jednostranný interval spolehlivosti pro 
[image: image524.wmf]p
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Nechť máme nyní 2 výběry z alternativního rozdělení. Jeden pochází z rozdělení o rozsahu 
[image: image526.wmf]1
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 a parametru 
[image: image527.wmf]1
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, druhý pochází z rozdělení o rozsahu 
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 nejsou známy, můžeme je za platnosti nulové hypotézy nahradit společnou hodnotou: 
[image: image533.wmf];
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 což je vážený aritmetický průměr.
Pak vypočteme veličinu: 
[image: image534.wmf];
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Nulovou hypotézu na hladině 
[image: image535.wmf]a

 zamítneme, bude-li platit: 
[image: image536.wmf])
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Jednostranné testy se dělají podobně.
Testujeme hypotézu 
[image: image537.wmf]2
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 proti alternativě 
[image: image538.wmf]2
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Nulovou hypotézu na hladině 
[image: image539.wmf]a

 zamítneme, bude-li platit: 
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Testujeme hypotézu 
[image: image541.wmf]2
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 proti alternativě 
[image: image542.wmf]2
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Nulovou hypotézu na hladině 
[image: image543.wmf]a

 zamítneme, bude-li platit: 
[image: image544.wmf])

1

(

a

-

-

<

u

U

.

Příklad:

Bylo prováděno zkoumání vybavení domácností ve 2 oblastech. V 1. oblasti bylo vybráno 500 domácností, přičemž 300 domácností mělo moderní vybavení. V 2. oblasti bylo vybráno 400 domácností, přičemž 260 domácností mělo moderní vybavení. Máme posoudit, zda je míra vybavenosti v obou oblastech stejná.

V našem případě je: 
[image: image545.wmf];
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Budeme testovat hypotézu: 
[image: image547.wmf]2
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1

1

:

p

p

H

¹

.

[image: image549.wmf];
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[image: image550.wmf];
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Protože platí: 
[image: image551.wmf]960
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, nezamítneme na hladině 5% nulovou hypotézu, že míra vybavenosti domácnosti je v obou oblastech stejná.
Příklad:

Byl prováděn průzkum, zda mají v domácnosti zařazeny v jídelníčku cereálie. V jistém roce bylo zjištěno, že z 500 náhodně vybraných domácností má 67 domácností zařazeny v jídelníčku cereálie. V příštím roce bylo zjištěno, že z 500 náhodně vybraných domácností má 202 domácností zařazeny v jídelníčku cereálie. Chceme otestovat hypotézu, zda se změnil podíl domácností, které mají v jídelníčku cereálie.
Testujeme hypotézu: 
[image: image552.wmf]2
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 proti alternativě 
[image: image553.wmf]2
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V našem případě je: 
[image: image554.wmf];
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[image: image555.wmf];
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 (Zde můžeme použít prostý průměr, neboť 
[image: image556.wmf]2
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[image: image557.wmf];
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Protože platí: 
[image: image558.wmf]960
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, zamítneme na hladině 5% nulovou hypotézu, že se nezměnil podíl domácností, kde mají v jídelníčku cereálie.
Protože platí: 
[image: image559.wmf]576

,

2

)

995

,

0

(

627

,

9

=

>

=

&

u

U

, zamítneme též na hladině 1% nulovou hypotézu.

Můžeme prohlásit, že se podíl domácností proti loňskému roku významně zvýšil.
Testování hypotéz můžeme provést také při Binomickém rozdělení, což si ukážeme v následujícím příkladu.

Příklad:

Žák dělal test, kde bylo 8 otázek a u každé otázky 4 odpovědi, přičemž bylo nutné vybrat tu správnou. Není-li žák připraven a odpovědi volí náhodně, je u každé otázky pravděpodobnost, že se „trefí“, rovna 
[image: image560.wmf]4
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. Počet správných odpovědí je náhodná veličina s Binomickým rozdělením, 
[image: image561.wmf]4
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[image: image562.wmf])
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. Budeme nyní zkoumat, kolik musí žák mít správných odpovědí, abychom základní hypotézu (že nebyl připraven) mohli zamítnout.
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[image: image566.wmf][
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[image: image569.wmf][
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Základní hypotéza: 
[image: image572.wmf]4
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 (žák není připraven), alternativní hypotéza: 
[image: image573.wmf]4

1

>

p

.

[image: image574.wmf][

]

[

]

;

001

,

0

00039

,

0

8

7

<

=

=

+

=

&

X

P

X

P



[image: image575.wmf][
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Abychom základní hypotézu o tom, že žák nebyl připraven, mohli zamítnout na hladině 5%, musí mít žák správně aspoň 5 otázek. Abychom základní hypotézu mohli zamítnout i na hladině 1%, musí mít žák správně aspoň 6 otázek. Abychom základní hypotézu mohli zamítnout i na hladině 0,1%=1‰, musí mít žák správně aspoň 7 otázek.
Vzhledem k tomu, že Binomické rozdělení je diskrétní, nelze navolit hladinu testu přesně 5%, či přesně 1%.
Znaménkový test

Buď dán náhodný výběr 
[image: image577.wmf]n
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, chceme testovat, zda údaje „kolísají“ kolem jisté hodnoty. Platí: 
[image: image578.wmf][

]

[

]

x

X

P

x

X

P

~

~

>

=

<

, kde 
[image: image579.wmf]x

~

 je medián rozdělení.

Testujeme hypotézu: 
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Pokud se některý údaj přesně rovná hodnotě 
[image: image582.wmf]0
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, vynechá se. Nadále předpokládáme, že se žádný údaj té hodnotě nerovná. Je-li údaj 
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 větší než 
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 kladné znaménko, je-li údaj 
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 záporné znaménko. Buď 
[image: image589.wmf]Y

 počet údajů větších než 
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. Za platnosti nulové hypotézy má náhodná veličina 
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 Binomické rozdělení s parametry 
[image: image592.wmf]2
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Platí: 
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Vzhledem k symetrii také platí: 
[image: image596.wmf][
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Bude-li rozdílů s kladným a záporným znaménkem přibližně „půl na půl“, bude to svědčit ve prospěch nulové hypotézy. Bude-li počet rozdílů s jedním znaménkem výrazně převažovat, bude to svědčit v neprospěch nulové hypotézy.
Abychom mohli znaménkový test provést, musí být 
[image: image597.wmf]8

³

n

. Provádíme-li test na hladině 
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Bude-li platit: 
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, nulovou hypotézu zamítneme na hladině 
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, nulovou hypotézu nezamítneme na hladině 
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Kritické hodnoty pro znaménkový test jsou tabelovány.
Jednostranné testy se konstruují následovně:
Hledáme největší takové 
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Testujeme-li hypotézu: 
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Testujeme-li hypotézu: 
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[image: image612.wmf]1

k

Y

£

.

Je-li 
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 „příliš velké“ (např. 
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), můžeme Binomické rozdělení aproximovat Normálním rozdělením (viz dříve). Platí:
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Je-li 
[image: image616.wmf])
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, zamítneme nulovou hypotézu při oboustranném testu.
Je-li 
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, zamítneme nulovou hypotézu při jednostranném testu.
Příklad:

Při výrobě mincí jistého druhu je stanovena hmotnost 
[image: image619.wmf]g
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. Náhodně bylo vybráno a zváženo 10 mincí.
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Na základě těchto údajů máme otestovat podezření, že se při výrobě mincí šetří na materiálu. Ukážeme si několik způsobů, jak to otestovat.

Předpokládejme, že hmotnost mince je náhodná veličina s Normálním rozdělením. Testujeme hypotézu 
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, tj. děláme jednostranný test.

V našem případě je: 
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 (výpočet byl proveden v EXCELU)
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Protože platí: 
[image: image625.wmf];
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 nulovou hypotézu na hladině 5% zamítneme.
Protože platí: 
[image: image626.wmf];

821

,

2

)

99

,

0

(

443

,

3

9

-

=

-

<

-

=

t

T

 nulovou hypotézu na hladině 1% zamítneme.

Podezření, že se na materiálu šetří, je tedy oprávněné.
Také můžeme udělat test pomocí Binomického rozdělení, tzv. Znaménkový test.
Z 10 vybraných mincí jsou 2 nad míru, 8 jich je pod míru. Pokud by nebyla systematická odchylka, měl by počet mincí pod míru Binomické rozdělení s parametry 
[image: image627.wmf]2
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. Při tomto rozdělení je pravděpodobnost, že bude aspoň 8 mincí pod míru, rovna: 
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Na základě znaménkového testu nezamítneme na 5% nulovou hypotézu. Abychom ji mohli zamítnout, muselo by být aspoň 9 mincí pod míru.
Znaménkový test nevyžaduje předpoklad normality rozdělení. Dva různé testy nám daly dva různé výsledky, což se ve statistice stává.
Příklad:

Automat plní láhve. Bylo vybráno náhodně 12 lahví, kde se zjistilo, že 8 lahví je naplněno nad míru, 4 lahve jsou naplněny pod míru. Máme na základě znaménkového testu otestovat hypotézu, že automat je správně seřízen, tj. nemá systematickou odchylku.
Testujeme hypotézu 
[image: image629.wmf];
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[image: image632.wmf](
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[image: image633.wmf];
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[image: image634.wmf];
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Znaménkový test nulovou hypotézu nezamítá. Aby ji zamítl na 5%, muselo by být aspoň 10 lahví nad míru, nebo aspoň 10 lahví pod míru. To také odpovídá kritickým hodnotám z tabulek.

Testujeme hypotézu 
[image: image635.wmf];
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Ani v tomto případě se nulová hypotéza na 5% nezamítá.

Ještě zmíníme jednovýběrový Wilcoxonův test.
Tento test pracuje s pořadím. Pokud jsou všechna čísla různá (nemáme shodu), je pořadí 
[image: image637.wmf]i
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 počet čísel, která jsou menší nebo rovna danému číslu 
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Pořadí lze také definovat takto: 
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Nejmenší číslo má pořadí 
[image: image642.wmf]1

, největší číslo má pořadí 
[image: image643.wmf]n

. Pokud máme shody, dalšímu výskytu čísla přiřadíme pořadí o jedno větší.
Buď dán náhodný výběr 
[image: image644.wmf]n
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, chceme testovat, zda údaje „kolísají“ kolem nuly. Testujeme hypotézu: 
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Utvoříme absolutní hodnoty údajů, uspořádáme je vzestupně, tj. máme: 
[image: image647.wmf])
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, přiřadíme každému číslu pořadí 
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Sečteme tedy zvlášť pořadí kladných členů a zvlášť pořadí záporných členů. Musí platit: 
[image: image650.wmf]);
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 Položíme: 
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 a porovnáme s tabelovanou hodnotou. Je-li 
[image: image652.wmf])

(

a

n

w

S

£

, nulová hypotéza se zamítá.
Příklad:

Otestujeme, zda se při výrobě mincí (Př. xx) šetří na materiálu pomocí Wilcoxonova testu. Napřed stanovíme odchylky:
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Pak je uspořádáme vzestupně dle absolutní hodnoty.
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Ve spodním řádku je pořadí.

[image: image655.wmf];
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[image: image656.wmf];
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Protože platí: 
[image: image657.wmf])
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, nulová hypotéza se zamítá.
Wilcoxonův test je citlivější než znaménkový test. Na rozdíl od testů dříve uvedených nepředpokládá normalitu rozdělení.
Wilcoxonův test můžeme použít i na test o střední hodnotě, i když se střední hodnota nemusí mediánu rovnat. Bude to jen přibližný test. Ukážeme si to na následujícím příkladě.
Příklad:

Vezměme data z příkladu xx.
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Testujeme hypotézu 
[image: image659.wmf]3
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 proti alternativě 
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Utvoříme rozdíly: 
[image: image661.wmf];
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Pak je uspořádáme vzestupně dle absolutní hodnoty.
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Ve spodním řádku je pořadí.
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[image: image664.wmf];
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Protože platí: 
[image: image665.wmf])
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, nulová hypotéza se nezamítá.

Testujeme hypotézu 
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 proti alternativě 
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Utvoříme rozdíly: 
[image: image668.wmf];
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Pak je uspořádáme vzestupně dle absolutní hodnoty.
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Ve spodním řádku je pořadí.
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Protože platí: 
[image: image672.wmf])
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, nulová hypotéza se zamítá.

Nyní pojednáme obecněji o testování statistických hypotéz. Předpokládejme, že náhodný vektor 
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 má rozdělení, které závisí na neznámém parametru 
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Dále je nutno zvolit kritický obor, tj. 
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 nějaká Borelovské množina, která má tu vlastnost, že: 
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Bude-li se realizace náhodného vektoru nacházet v kritickém oboru, základní hypotézu 
[image: image680.wmf]0
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 zamítneme (přijmeme alternativní hypotézu 
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), v opačném případě ji nezamítneme.
Je dobré zvolit kritický obor tak, aby pravděpodobnost chyby 1. druhu nepřekročila dané číslo 
[image: image682.wmf])
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 (tzv. hladina testu) a aby pravděpodobnost chyby 2. druhu byla co nejmenší.
Tedy by mělo platit: 
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 Je zřejmé, že pravděpodobnost závisí na skutečné hodnotě parametru 
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Dále definujme: 
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 což je tzv. silofunkce testu. Je to pravděpodobnost zamítnutí nulové (základní) hypotézy. Mělo by platit: 
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 pravděpodobnost chyby 2. druhu. Silofunkce 
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Příklad:
Předpokládejme, že máme výběr 
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V našem případě je: 
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}

;

);

;

(

~

0

m

w

=

¥

-¥

=

=

W

R

 Určíme silofunkci testu.

Základní hypotézu zamítneme, bude-li platit: 
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Kritický obor je následující:
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O zamítnutí základní hypotézy se zde rozhoduje podle veličiny 
[image: image704.wmf]X

 (výběrový průměr), již víme, že 
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Poznamenejme, že veličina 
[image: image707.wmf]X

 je nestranný odhad parametru 
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Dostali jsme tedy silofunkci:
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Testujme nyní hypotézu 
[image: image720.wmf]0
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V našem případě je: 
[image: image722.wmf];
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 Určíme silofunkci testu.

Základní hypotézu zamítneme, bude-li platit: 
[image: image723.wmf])
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 (viz dříve). Nerovnost upravíme na tvar: 
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Kritický obor je následující: 
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Dostali jsme tedy silofunkci:
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Testujme nyní hypotézu 
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V našem případě je: 
[image: image734.wmf];
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 Určíme silofunkci testu.

Základní hypotézu zamítneme, bude-li platit: 
[image: image735.wmf])
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 (viz dříve). Nerovnost upravíme na tvar: 
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Kritický obor je následující: 
[image: image737.wmf];
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Dostali jsme tedy silofunkci:
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Jednoduchý je případ, kdy parametrický prostor obsahuje pouze 2 prvky. V tom případě je jednoduchá hypotéza a jednoduchá alternativa. 
[image: image744.wmf]{
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 položme dále: 
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 což je hustota náhodného vektoru, buď 
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Uvedeme si tzv. Neyman-Pearsonovo lemma.
Nechť k danému 
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Důkaz je jednoduchý:
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tj. 
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Zvolme množinu 
[image: image758.wmf]W

 jako kritický obor.

Pravděpodobnost chyby 1. druhu je: 
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Pravděpodobnost chyby 2. druhu je: 
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Zvolíme-li hladinu testu 
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Pak nerovnost přejde na tvar: 
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Po logaritmování dostaneme: 
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Příklad: (modelový)
Buď dán náhodný výběr 
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Sdružená hustota je: 
[image: image784.wmf];
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neboť 
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Sdruženou hustotu vyjádříme ve tvaru: 
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)

(

2

exp

)

(

2

1

exp

)

2

(

1

)

(

2

0

2

1

2

2

0

2

þ

ý

ü

î

í

ì

-

-

þ

ý

ü

î

í

ì

-

-

=

å

=

m

s

s

s

p

x

n

x

x

p

n

j

j

n

n

x



[image: image791.wmf];

)

(

2

exp

)

(

2

1

exp

)

2

(

1

)

(

2

1

2

1

2

2

1

2

þ

ý

ü

î

í

ì

-

-

þ

ý

ü

î

í

ì

-

-

=

å

=

m

s

s

s

p

x

n

x

x

p

n

j

j

n

n

x


Protože hustoty jsou všude kladné, můžeme podmínku 
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Logaritmováním dostaneme: 
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odtud dále dostaneme: 
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a dále pak: 
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Kritický obor pak je: 
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Máme dvojí vyjádření pro 
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Příklad: (modelový)
Buď dán náhodný výběr 
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Podobně se odvodí:
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Protože hustoty jsou všude kladné, můžeme podmínku 
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Logaritmováním dostaneme: 
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odtud dále dostaneme: 
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a dále pak: 
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Kritický obor pak je: 
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Použité zdroje:
1) Anděl J.: Matematická statistika (1978)
2) Anděl J.: Základy matematické statistiky (2005)

3) Cyhelský L, Kaňoková J., Novák I.: Teorie statistiky
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