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IV. Náhodné veličiny a vektory
Věta 4.x.
Buď 
[image: image1.wmf]X
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Důkaz:
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Tedy platí: 
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, ostatní je již zřejmé.
□

Dostali jsme důležitý vztah: 
[image: image10.wmf];
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Definice:

Buďte 
[image: image11.wmf]Y
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 náhodné veličiny, pak kovarianci náhodných veličin definujeme takto:
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Druhý tvar se odvodí z prvního snadnou úpravou. Zřejmě platí: 
[image: image13.wmf];
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Poznámka:

Kovariance je symetrická bilineární forma, rozptyl je kvadratická forma. Kovariance může nabývat jak kladných, tak i záporných hodnot.
Věta 4.x.
Buďte 
[image: image15.wmf]Y
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 náhodné veličiny s konečnými 2. momenty. Pak mezi kovariancí a rozptyly platí následující vztah:
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Důkaz:

Použijeme Schwarzovu nerovnost a také to, že střední hodnota je integrál podle pravděpodobností míry.
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□
Definice:

Soustavu náhodných veličin nazýváme náhodný vektor, značíme: 
[image: image19.wmf](
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Definice:

Pro náhodný vektor 
[image: image20.wmf](
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 definujeme vektor středních hodnot takto: 
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dále definujeme varianční matici takto: 
[image: image22.wmf](
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Je zřejmé, že varianční matice je symetrická, přičemž na hlavní diagonále jsou rozptyly jednotlivých veličin, neboť 
[image: image23.wmf];
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 také je pozitivně semidefinitní. Varianční matice je vlastně Grammova matice vektorů (viz LA, kap. 10).
Věta 4.x.:

Pro náhodný vektor 
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Věta:
Buď dán náhodný vektor 
[image: image26.wmf]X
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 složkách, dále buď dán vektor 
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 složkách a matice 
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Důkaz:

a) 
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b) 
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[image: image38.wmf](

)

;

)

(var

T

T

T

T

E

E

E

B

X

B

B

X

X

X

X

B

=

-

=



□
Speciální případ je toto: 
[image: image39.wmf];
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 je vektor o 
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Definice:

Buďte dány 2 náhodné vektory 
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 složkách. Pak definujeme kovarianční matici takto: 
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Kovarianční matice je tedy typu 
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n

×
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Věta:

Pro náhodné vektory 
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Věta:

Buďte dány 2 náhodné vektory 
[image: image50.wmf]Y
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 složkách, dále buď dány vektory 
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 složkách a matice 
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Důkaz:
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Příklad:
Buďte 
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 náhodné veličiny, jejich varianční matice má tvar: 
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což je symetrická matice, neboť 
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Vypočtěme determinant varianční matice:
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Protože je varianční matice pozitivně semidefinitní, je determinant nezáporný.
Odtud dále vyplývá toto:
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 (viz V 4.x.)
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[image: image72.wmf];
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Máme tedy: 
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Jsou-li speciálně veličiny 
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 nekorelované, platí: 
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Buď dán náhodný vektor 
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Matice 
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Poznámka:
Buď 
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 čtvercová matice typu 
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Věta:
Buď 
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 čtvercová číselná matice typu 
[image: image101.wmf]n

n

×

, dále 
[image: image102.wmf]Y

 náhodný vektor o 
[image: image103.wmf]n

 složkách. Pak platí:

1) 
[image: image104.wmf];

)

(

tr

T

T

E

E

YY

A

AY

Y

=


2) 
[image: image105.wmf];

;

var

;

)

(

tr

Y

μ

Y

V

A

μ

μ

AV

AY

Y

E

E

T

T

=

=

+

=


Důkaz:
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Definice 4.x.
Také pro náhodný vektor 
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Pokud jsou náhodné veličiny nezávislé, pak zřejmě platí: 
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Základy regrese a korelace
Buď dán náhodný vektor 
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Parametry volíme tak, aby platilo: 
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 tj. střední hodnotu 2. mocniny rozdílu chceme minimalizovat. Následující věta nám ukáže, jak parametry volit.
Věta:
Buď dán náhodný vektor 
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přičemž rovnosti je dosaženo při této volbě parametrů:
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Důkaz:
Pro náhodnou veličinu 
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Rovnosti je dosaženo pouze při volbě 
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Nyní vyslovíme pomocná tvrzení, která se týká determinantu matice rozdělené na bloky.

Tvrzení:

Buď dána bloková matice 
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Je-li matice 
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Je-li matice 
[image: image156.wmf]D

 regulární, platí: 
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Důkaz:
Každé tvrzení lze dokázat 2 způsoby, uvedeme si 2 způsoby. Použijeme při tom větu o rozvoji determinantu (viz LA).

Nechť je matice 
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Z věty o rozvoji determinantu plyne toto: 
[image: image161.wmf];
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Nechť je matice 
[image: image163.wmf]A

 regulární, utvořme blokovou matici: 
[image: image164.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

n

m

I

CA

0

I

1

, platí toto: 
[image: image165.wmf];

;

1

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

B

CA

D

0

B

A

D

C

B

A

I

CA

0

I

n

m


Z věty o rozvoji determinantu plyne toto: 
[image: image166.wmf];
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Nechť je matice 
[image: image168.wmf]D

 regulární, utvořme blokovou matici: 
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Z věty o rozvoji determinantu plyne toto: 
[image: image171.wmf];
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Nechť je matice 
[image: image173.wmf]D

 regulární, utvořme blokovou matici: 
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Z věty o rozvoji determinantu plyne toto: 
[image: image176.wmf];
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Použijeme-li známé tvrzení z lineární algebry, že determinant součinu matic je roven součinu determinantů, je tvrzení dokázáno.
□
Tvrzení:

Buď dána bloková matice 
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Důkaz:
Bloková matice 
[image: image190.wmf]÷
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 regulární matice.
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[image: image194.wmf]D

 regulární matice.

Z předpokladu, že bloková matice je positivně definitní plyne, že matice 
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Odtud dostáváme: 
[image: image198.wmf]);
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□
Věta:
Pro reziduální rozptyl platí: 
[image: image199.wmf];
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Důkaz:
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Protože předpokládáme, že varianční matice je regulární, je 
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□
Poznámka:
Předchozí věta je vlastně Grammova věta (viz LA, V 10.x).
Z pomocného tvrzení plyne, že také platí: 
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Definice:

Buďte 
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Korelační koeficient definujeme, pokud 
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Korelační koeficient je mírou „těsnosti závislosti“.
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Již dříve jsme vypočetli determinant varianční matice, který je nezáporný.
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Za předpokladu 
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Tudíž opět dostáváme: 
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Determinant varianční matice můžeme vyjádřit také takto:
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Příklad:

Buďte 
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 náhodné veličiny, přičemž 
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Příklad:
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Příklad:

Buďte 
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Definice:

Pro náhodný vektor 
[image: image240.wmf](
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Je zřejmé, že korelační matice je symetrická, přičemž na hlavní diagonále jsou jedničky, neboť 
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Příklad:

Buďte 
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 náhodné veličiny, jejich korelační matice má tvar: 
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což je symetrická matice, 
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Položme 
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přičemž 
[image: image248.wmf];
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Marice 
[image: image249.wmf]D

 je čtvercová diagonální matice typu 
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, kde na diagonále jsou směrodatné odchylky (odmocniny z rozptylů) jednotlivých veličin. Předpokládáme, že všechny rozptyly jsou kladné. Zřejmě platí:
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Definice:

Buďte dány 2 náhodné vektory 
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Korelační matice je tedy typu 
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Zřejmě platí: 
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Buď dán náhodný vektor 
[image: image264.wmf](
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. Chceme zkoumat závislost veličiny 
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 na vektoru 
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, tj. na více veličinách. Mírou závislosti je koeficient mnohonásobné korelace, značí se 
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Buď dán náhodný vektor 
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Koeficient mnohonásobné korelace je tedy korelační koeficient mezi veličinou 
[image: image274.wmf]Y

 a její „nejlepší“ lineární aproximací založenou na vektoru 
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Věta:
Pro koeficient mnohonásobné korelace platí:
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Připomeňme, že je: 
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neboť platí: 
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□
Koeficient mnohonásobné korelace lze též vyjádřit ve tvaru: 
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. Je též zřejmé, že koeficient mnohonásobné korelace je vždy nezáporný.
Věta:

Pro koeficient mnohonásobné korelace platí:
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 je tzv. reziduální rozptyl (viz dříve).
Důkaz:
Z dřívějšího vzorce víme, že platí: 
[image: image288.wmf];
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Z věty 4.x již víme, že výraz napravo není nic jiného, než druhá mocnina koeficientu mnohonásobné korelace.
□
Koeficient mnohonásobné korelace veličiny 
[image: image290.wmf]Y

 a vektoru 
[image: image291.wmf]X

 je největším korelačním koeficientem mezi veličinou 
[image: image292.wmf]Y

 a lineární funkcí vektoru 
[image: image293.wmf]X

. Ukážeme to v následující větě.
Věta:

Buď dána náhodná veličina 
[image: image294.wmf]Y

, dále náhodný vektor 
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 (o 
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 složkách). Buď dále dán vektor 
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Důkaz:
Položme 
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□
Poznámka:
Ze následujícího vztahu dostaneme toto:
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Koeficient mnohonásobné korelace je možno též definovat jako nezáporné číslo vyhovující vztahu:
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Poznámka:

Buďte dány dva náhodné vektory 
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Analogicky platí nerovnost: 
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Předpokládejme, že matice 
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Skupinový korelační koeficient definujeme jako nezáporné číslo vyhovující vztahu:
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Pokud má náhodný vektor 
[image: image313.wmf]X

 jen 2 složky (
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Pro 2 složkový vektor 
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 tedy platí: 
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Pokud má náhodný vektor 
[image: image320.wmf]X

 jen 1 složku (náhodná veličina) je:
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Uvažujme nyní náhodné veličiny 
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Definice:
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Máme tedy: 
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Věta:

Buďte dány náhodné veličiny 
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[image: image344.wmf];
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Důkaz:
Již víme, že platí: 
[image: image346.wmf];
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+

-

-

=

-

-

2

1

2

1

2

1

)

(var

)

;

cov(

)

;

cov(

)

;

cov(

)

;

cov(

β

X

β

β

X

X

β

X

β

X

β

T

T

T

T

Y

Z

Z

Y

Z

Y



[image: image348.wmf]);

;

cov(

)

;

cov(

)

;

cov(

1

Z

Y

Z

Y

X

V

X

-

-

=



[image: image349.wmf]=

+

-

-

=

-

1

1

1

1

1

)

(var

)

;

cov(

)

;

cov(

var

)

var(

β

X

β

β

X

X

β

X

β

T

T

T

Y

Y

Y

Y



[image: image350.wmf]);

;

cov(

)

;

cov(

)

;

cov(

)

;

cov(

var

1

2

1

Y

Y

Y

Y

Y

Y

X

V

X

X

V

X

-

-

-

=

-

=

s



[image: image351.wmf]=

+

-

-

=

-

2

2

2

2

2

)

(var

)

;

cov(

)

;

cov(

var

)

var(

β

X

β

β

X

X

β

X

β

T

T

T

Z

Z

Z

Z



[image: image352.wmf]);

;

cov(

)

;

cov(

)

;

cov(

)

;

cov(

var

1

2

1

Z

Z

Z

Z

Z

Z

X

V

X

X

V

X

-

-

-

=

-

=

s


Stačí dosadit za 
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Dostáváme tedy: 
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Dále platí:
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V posledním zlomku vydělíme čitatele i jmenovatele výrazem 
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Tím je důkaz proveden.
□
Poznámka:
Parciální korelační koeficient lze též vyjádřit takto:
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Pokud má náhodný vektor 
[image: image364.wmf]X

 jen 1 složku (náhodná veličina) je 
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Definice:

Buďte dány nezávislé náhodné veličiny, stejně rozdělené, 
[image: image367.wmf]n
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. Pak posloupnost náhodných veličin se nazývá náhodný výběr o rozsahu 
[image: image368.wmf]n

, (
[image: image369.wmf];
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Pojem „náhodný výběr“ má ve statistice velkou důležitost. Hodnoty získané statistickým zjišťováním lze považovat za realizace nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin. Důležité je, aby byl výběr prováděn náhodně. Jinak může dojít ke zkreslení výsledků.
Definice:
Pro náhodný výběr (o rozsahu 
[image: image370.wmf]n

) definujeme statistické charakteristiky takto:

Výběrový průměr: 
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Pozor: Zde součet čtverců odchylek od výběrového průměru dělíme číslem 
[image: image373.wmf]1
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 místo 
[image: image374.wmf]n

. Proč tomu tak je, uvidíme za chvíli.
Poznámka:

Výběrový průměr někdy značíme 
[image: image375.wmf]n

X

, aby bylo zřejmé, z kolika je veličin. Pokud je rozsah výběru zřejmý, počet se vynechává.

Vzorec pro výběrový rozptyl lze snadnou úpravou převést na tvar: 
[image: image376.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

å

=

2

1

2

2

1

1

X

n

X

n

S

n

j

j



[image: image377.wmf](

)

;

2

2

)

(

2

1

2

2

2

1

2

1

2

2

1

2

X

n

X

X

n

X

n

X

X

X

X

X

X

X

n

j

j

n

j

j

n

j

j

j

n

j

j

-

=

+

-

=

+

-

=

-

å

å

å

å

=

=

=

=


neboť platí: 
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Věta:
Buď dán náhodný výběr 
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 o rozsahu 
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Důkaz:
Platí: 
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□
Věta nám říká, že veličina 
[image: image391.wmf]X

 je nestranný odhad střední hodnoty (parametru 
[image: image392.wmf]m

), veličina 
[image: image393.wmf]2
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 je nestranný odhad rozptylu (parametru 
[image: image394.wmf]2

s

). Tím je zdůvodněno, proč se to u výběrového rozptylu dělí číslem 
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 místo 
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.
Například naměřená hodnota je náhodná veličina, protože každé měření je zatíženo chybou. Abychom se přiblížili skutečné hodnotě, provádíme opakovaná měření, z nichž pak vypočteme výběrový průměr. Výběrový průměr má pak 
[image: image397.wmf]´

n

 nižší rozptyl.
V následující větě ukážeme, že výběrový průměr 
[image: image398.wmf]n

X

 je dokonce konzistentní odhad střední hodnoty, to znamená: 
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. S rostoucím rozsahem výběru odhad konverguje ke konstantně.
Věta: (slabý zákon velkých čísel)
Buď dán náhodný výběr 
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 Pak výběrový průměr konverguje ke skutečnému průměru podle pravděpodobnosti, tj.
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Důkaz:

Z Čebyševovy nerovnosti (V 2.x.) plyne, že pro každé 
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 platí: 
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 Také platí: 
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tedy 
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□
Důsledek:

Pokud provádíme nezávislé pokusy, platí: 
[image: image410.wmf]p
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, kde 
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 je poměrná četnost jevu v 
[image: image412.wmf]n

 pokusech.

Tvrzení věty lze zesílit, výběrový průměr konverguje dokonce skoro jistě ke skutečnému průměru.

Věta: (silný zákon velkých čísel)
Buď dán náhodný výběr 
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 Pak výběrový průměr konverguje ke skutečnému průměru podle pravděpodobnosti, tj.
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Důkaz:

Není jednoduchý, viz…
Protože podmínka konvergence skoro jistě je silnější než podmínka konvergence podle pravděpodobnosti, plyne ze silného ZVČ slabý ZVČ.
Věta:

Buď dán náhodný výběr 
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. Pak pro charakteristickou funkci platí následující tvrzení: 
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Důkaz:

Položme: 
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Dle V 2.x. platí: 
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)

;

)

(

)

(

n

Z

t

t

n

y

y

=

 neboť veličiny jsou nezávislé stejně rozdělené. Dále dle V 2.x. platí: 
[image: image423.wmf](

)

;

)

(

)

(

)

(

n

n

t

X

n

t

Z

X

n

n

t

y

y

y

=

=


□
Slabý zákon velkých čísel platí dokonce i za slabších předpokladů, stačí předpokládat konečnou střední hodnotu.
Věta: (Chinčinova)
Buď dán náhodný výběr 
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 Pak výběrový průměr konverguje ke skutečnému průměru podle pravděpodobnosti, tj.
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Důkaz:

Dle předchozí věty je: 
[image: image428.wmf](
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Limita na pravé straně je charakteristická funkce náhodné veličiny, která nabývá jedné hodnoty a to 
[image: image431.wmf]m

 s pravděpodobností 1.

□
Nyní vyjádříme výběrový průměr a rozptyl pomocí matic.

Položme:

[image: image432.wmf](
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Vektor 
[image: image433.wmf]n

J

 je tedy vektor ze samých jedniček, matice 
[image: image434.wmf]n

E

 je matice ze samých jedniček, 
[image: image435.wmf]n

I

 je jednotková matice, 
[image: image436.wmf]X

 je náhodný vektor. Bude-li zřejmý typ matice, budeme index 
[image: image437.wmf]n

 vynechávat.
Zřejmě platí: 
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Dále platí: 
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[image: image441.wmf];
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Matice 
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 jsou tedy symetrické a idempotentní. Platí: 
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Pak máme:
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Veličinu 
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Máme tedy: 
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Využili jsme toho, že matice 
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Snadno se ověří, že platí: 
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Pak lze veličinu 
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Zkusme ještě určit rozptyl veličiny 
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Položme: 
[image: image472.wmf];

,

,

1

,

)

(

4

4

n

j

X

E

j

K

=

-

=

m

m

 Vzhledem k tomu, že veličiny jsou stejně rozdělené, je to stejné pro všechny veličiny.
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Vyjádření veličiny 
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 je složité, nevypsané členy mají střední hodnotu 0 vzhledem k nezávislosti náhodných veličin.
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Někdy se však pro odhad rozptylu používá veličina 
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Podmíněná hustota a střední hodnota
Definice 4.x.
Buď dán náhodný vektor 
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Věta 4.x.
Buď dán náhodný vektor 
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Marginální hustotu dostaneme ze sdružené hustoty integrováním přes „přebytečné“ proměnné.
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To platí pro každou Borelovskou množinu 
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To platí pro každou Borelovskou množinu 
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Vzhledem k nezápornosti hustoty platí (
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Věta 4.x.

Buď dán náhodný vektor 
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Důkaz:
Buďte 
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  Fubiniho věta (viz MA)
Položme: 
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Zřejmě platí: 
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Tedy máme: 
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neboť vzhledem k předchozí poučce je: 
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Tedy máme: 
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□
Sdruženou hustotu lze též vyjádřit takto: 
[image: image537.wmf]);
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Věta 4.x.

Za dané situace také platí: 
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Důkaz:
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 odtud máme tvrzení věty.
□
Všimněme si také jisté analogie s větou o celkové pravděpodobnosti (V 2.x.).
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Věta 4.x. (Bayesova věta, spojitá verze)
Za dané situace také platí: 
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Důkaz:
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□
Všimněme si také jisté analogie s Bayesovou větou (V 2.x.).
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Tento vztah se také užívá při Bayesovských metodách (viz dále). Marginální hustota 
[image: image549.wmf])
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 se nazývá apriorní hustota. Pak se provede experiment, získá se dvojice: 
[image: image550.wmf])
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. Potom chceme upřesnit naše znalosti, ty nám dává aposteriorní hustota 
[image: image551.wmf])
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. Závisí jak na apriorní hustotě, tak na výsledku experimentu.
Jako jsme definovali podmíněnou hustotu, můžeme také definovat podmíněnou střední hodnotu. Nechť je za dané situace ještě dána reálná měřitelná funkce 
[image: image552.wmf])
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)

;

(

)

;

(

)

;

(

2

òò

=

R

dxdy

y

x

f

y

x

T

Y

X

T

E


Definice 4.x.

Za dané situace definujeme podmíněnou střední hodnotu takto:
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Výrazy 
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 jsou náhodné veličiny, které představují podmíněnou střední hodnotu.
Podmíněnou střední hodnotu 
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Podmíněnou střední hodnotu 
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Věta 4.x.
Pro podmíněnou střední hodnotu platí: 
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Důkaz:
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□
Předchozí věta vyjadřuje důležitý vztah mezi podmíněnými středními hodnotami. Podmíněná střední hodnota má také ještě další důležitou vlastnost (viz následující věta).
Věta 4.x.
Buď dán náhodný vektor 
[image: image566.wmf](
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Důkaz:
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□
Věta ukazuje, že ze všech funkcí veličiny 
[image: image573.wmf]Y

 má k veličině 
[image: image574.wmf]X

 „nejblíže“ její podmíněná střední hodnota 
[image: image575.wmf])
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. Toho se také využívá při konstrukci nejlepších odhadů (viz kap. 9).
Definice 4.x.

Za dané situace definujeme podmíněný rozptyl takto:
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Zřejmě také platí: 
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Věta 4.x.
Je-li 
[image: image578.wmf]+¥

<

)

;

(

var

Y

X

T

, pak platí: 
[image: image579.wmf](

)

);

var(

)

(

var

var

Y

T

E

Y

T

E

T

+

=


Důkaz:
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□
Poznámka:
Rozklad rozptylu podobný tomuto se používá ve statistické metodě zvané Analýza rozptylu (ANOVA). První výraz napravo (
[image: image582.wmf](

)

)

(

var

Y

T

E

) představuje meziskupinový rozptyl. Je to v podstatě rozptyl skupinových průměrů. Druhý výraz napravo (
[image: image583.wmf])
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) představuje vnitroskupinový rozptyl. Je to v podstatě průměr skupinových rozptylů.
Průměr za skupinu je vlastně podmíněný průměr, rozptyl za skupinu je vlastně podmíněný rozptyl.
Definice 4.x.

Za dané situace definujeme podmíněnou kovarianci takto:
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Zřejmě také platí: 
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Věta 4.x.
Je-li 
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Důkaz:
analogicky jako předchozí
Pro marginální distribuční funkce platí: 
[image: image588.wmf]);
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 je sdružená distribuční funkce.

Podmíněnou distribuční funkci definujeme jako podmíněnou pravděpodobnost.

[image: image590.wmf][

]

[

]

[

]

;

/

)

(

y

Y

P

y

Y

x

X

P

y

Y

x

X

P

y

x

F

R

=

=

Ù

£

=

=

£

=



[image: image591.wmf][

]

[

]

[

]

;

/

)

(

x

X

P

x

X

y

Y

P

x

X

y

Y

P

x

y

F

S

=

=

Ù

£

=

=

£

=


U spojitých rozdělení se vyskytne problém, neboť podíl 
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 je neurčitý výraz. Pomůžeme si následujícím trikem.
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Příklad:
Hustota pravděpodobnosti dvojrozměrného náhodného vektoru 
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Ověříme, že je to hustota pravděpodobnosti.


[image: image601.wmf]=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

ò

ò

ò

ò

òò

2

0

2

2

0

2

0

3

0

2

2

0

3

0

4

8

4

1

4

36

12

18

12

)

;

(

2

x

x

dx

x

dx

y

xy

dx

dy

y

x

dxdy

y

x

f

R



[image: image602.wmf];

1

2

1

2

1

4

2

8

4

=

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=



[image: image603.wmf]=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

ò

ò

ò

ò

òò

3

0

2

3

0

3

0

2

0

2

3

0

2

0

18

6

9

6

1

18

24

18

12

)

;

(

2

y

y

dy

y

dy

xy

x

dy

dx

y

x

dxdy

y

x

f

R



[image: image604.wmf];

1

2

1

2

1

18

9

6

3

=

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=


Ověřili jsme (dvojím způsobem), že daná funkce je hustota pravděpodobnosti.
Nyní určíme marginální hustoty pravděpodobnosti.
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V ostatních případech jsou marginální hustoty rovny nule.
Protože vztah 
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 neplatí, náhodné veličiny 
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X
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 nejsou nezávislé.
Nyní určíme podmíněné hustoty pravděpodobnosti.

[image: image609.wmf];

3

0

2

0

;

4

6

2

3

9

6

1

18

12

)

(

)

;

(

)

(

2

£

£

Ù

£

£

+

+

=

+

+

=

=

y

x

y

y

x

y

y

x

y

f

y

x

f

y

x

r



[image: image610.wmf];

3

0

)

2

0

(

;

0

9

6

1

0

)

(

)

;

(

)

(

2

£

£

Ù

>

Ú

<

=

+

=

=

y

x

x

y

y

f

y

x

f

y

x

r


Pokud proměnná 
[image: image611.wmf]y

 není v daném intervalu, je jedno, jak definujeme podmíněnou hustotu.

[image: image612.wmf];

2

0

3

0

;

9

9

2

3

4

4

1

18

12

)

(

)

;

(

)

(

1

£

£

Ù

£

£

+

+

=

+

+

=

=

x

y

x

y

x

x

y

x

x

f

y

x

f

x

y

s



[image: image613.wmf];
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Pokud proměnná 
[image: image614.wmf]x

 není v daném intervalu, je jedno, jak definujeme podmíněnou hustotu.

Určíme sdruženou distribuční funkci 
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;

(

y

x

F

.
Je-li 
[image: image616.wmf]3

0

2

0

£

£

Ù

£

£

y

x

, máme:

[image: image617.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

ò

ò

ò

ò

ò

ò

x

x

y

x

y

x

y

du

y

uy

du

v

uv

du

dv

v

u

du

dv

v

u

f

y

x

F

0

2

0

0

2

0

0

0

0

36

12

36

12

18

12

)

;

(

)

;

(



[image: image618.wmf];
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Dostali jsme: 
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Pro marginální distribuční funkce platí:
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Pro sdruženou distribuční funkci platí:
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(náčrtek)
Určíme podmíněné distribuční funkce.

[image: image626.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

=

+

+

=

=

ò

ò

¥

-

xy

x

y

t

y

t

y

dt

y

y

t

dt

y

t

r

y

x

F

x

x

x

R

2

2

3

4

6

1

2

2

3

4

6

1

4

6

2

3

)

(

)

(

2

0

2

0



[image: image627.wmf];

3

0

,

2

0

;

8

12

4

3

2

£

£

£

£

+

+

=

y

x

y

xy

x



[image: image628.wmf][

]

(

)

=

+

×

+

=

+

+

=

+

+

=

=

ò

ò

¥

-

2

0

2

0

3

9

9

1

3

9

9

1

9

9

2

3

)

(

)

(

y

xy

x

t

t

x

x

dt

x

t

x

dt

x

t

s

x

y

F

y

y

y

S



[image: image629.wmf];
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Pro podmíněné distribuční funkce platí:
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2

0

;

3

;

1

;

3

0

;

9

9

3

;

0

;

0

)

(

2

£

£

ï

þ

ï

ý

ü

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

³

£

£

+

+

£

=

x

y

y

x

y

xy

y

x

y

F

S


Podmíněnou distribuční funkci lze určit také takto:
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Určeme pravděpodobnost 
[image: image636.wmf][
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Můžeme to určit pomocí integrálu z hustoty nebo přes distribuční funkce.
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Spočteme střední hodnoty náhodných veličin, rozptyly a kovarianci.
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korelační koeficient: 
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 (slabá závislost)
Spočteme ještě podmíněné střední hodnoty náhodných veličin.
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Příklad:

Hustota pravděpodobnosti dvojrozměrného náhodného vektoru 
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Hustota je nenulová pouze na obdélníku s vrcholy 
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Ověříme, že je to hustota pravděpodobnosti.
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Ověřili jsme (dvojím způsobem), že daná funkce je hustota pravděpodobnosti.

Nyní určíme marginální hustoty pravděpodobnosti.
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V ostatních případech jsou marginální hustoty rovny nule.

Protože vztah 
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 tentokrát platí, náhodné veličiny 
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 jsou nezávislé.

Tedy podmíněné hustoty není nutné počítat, platí: 
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Určíme sdruženou distribuční funkci 
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Dostali jsme: 
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Také platí: 
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Pro marginální distribuční funkce platí:
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Pro sdruženou distribuční funkci platí:
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(náčrtek)

Spočteme střední hodnoty náhodných veličin, rozptyly. Protože jsou náhodné veličiny nezávislé, je 
[image: image685.wmf];

0

)

;

cov(

=

Y

X



[image: image686.wmf];

3

2

3

2

2

2

)

(

1

0

3

1

0

2

1

0

1

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

×

=

=

ò

ò

ò

+¥

¥

-

x

dx

x

dx

x

x

dx

x

f

x

X

E



[image: image687.wmf];

3

4

3

2

1

2

1

2

)

(

2

0

3

2

0

2

2

0

2

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

=

=

ò

ò

ò

+¥

¥

-

y

dy

y

dy

y

y

dy

y

f

y

Y

E



[image: image688.wmf];

2

1

4

2

4

2

2

2

)

(

1

0

4

1

0

3

1

0

2

1

2

2

=

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

×

=

=

ò

ò

ò

+¥

¥

-

x

dx

x

dx

x

x

dx

x

f

x

X

E



[image: image689.wmf];

2

8

16

4

2

1

2

1

2

)

(

2

0

4

2

0

3

2

0

2

2

2

2

=

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

=

=

ò

ò

ò

+¥

¥

-

y

dy

y

dy

y

y

dy

y

f

y

Y

E



[image: image690.wmf];

18

1

18

8

9

9

4

2

1

3

2

2

1

)

(

var

2

2

2

=

-

=

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

=

X

E

X

E

X



[image: image691.wmf];

9

2

9

16

18

9

16

2

3

4

2

)

(

var

2

2

2

=

-

=

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

=

Y

E

Y

E

Y


Příklad:

Hustota pravděpodobnosti dvojrozměrného náhodného vektoru 
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Hustota je na trojúhelníku s vrcholy 
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Ověříme, že je to hustota pravděpodobnosti.
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Ověřili jsme (dvojím způsobem), že daná funkce je hustota pravděpodobnosti.

Nyní určíme marginální hustoty pravděpodobnosti.
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V ostatních případech jsou marginální hustoty rovny nule.

Protože vztah 
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 neplatí, náhodné veličiny 
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X

,

 nejsou nezávislé.

Nyní určíme podmíněné hustoty pravděpodobnosti.
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Pokud proměnná 
[image: image703.wmf]y

 není v daném intervalu, je jedno, jak definujeme podmíněnou hustotu.
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Pokud proměnná 
[image: image706.wmf]x

 není v daném intervalu, je jedno, jak definujeme podmíněnou hustotu.

Určíme sdruženou distribuční funkci 
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Pro marginální distribuční funkce platí:
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Pro sdruženou distribuční funkci platí:
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(náčrtek)

Určíme podmíněné distribuční funkce.
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Pro podmíněné distribuční funkce platí:
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Spočteme střední hodnoty náhodných veličin, rozptyly a kovarianci.


[image: image726.wmf];

3

1

3

1

2

1

2

3

2

2

)

(

2

)

1

(

2

)

(

1

0

3

2

1

0

2

1

0

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

-

=

-

=

=

ò

ò

ò

+¥

¥

-

x

x

dx

x

x

dx

x

x

dx

x

f

x

X

E



[image: image727.wmf];

3

2

0

3

1

2

3

2

2

2

)

(

1

0

3

1

0

2

1

0

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

×

=

=

ò

ò

ò

+¥

¥

-

y

dy

y

dy

y

y

dy

y

f

y

Y

E



[image: image728.wmf];

6

1

4

1

3

1

2

4

3

2

)

(

2

)

1

(

2

)

(

1

0

4

3

1

0

3

2

1

0

2

1

2

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

-

=

-

=

=

ò

ò

ò

+¥

¥

-

x

x

dx

x

x

dx

x

x

dx

x

f

x

X

E



[image: image729.wmf];

2

1

4

1

2

4

2

2

2

)

(

1

0

4

1

0

3

1

0

2

2

2

2

=

×

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

=

=

ò

ò

ò

+¥

¥

-

y

dy

y

dy

y

y

dy

y

f

y

Y

E



[image: image730.wmf]=

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

ò

ò

ò

ò

òò

1

0

2

1

0

1

2

1

0

1

)

1

(

2

2

2

)

;

(

2

dx

x

x

dx

y

x

dx

dy

y

x

dxdy

y

x

f

xy

XY

E

x

x

R



[image: image731.wmf];

4

1

4

1

2

1

4

2

)

(

1

0

4

2

1

0

3

=

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

-

=

ò

x

x

dx

x

x



[image: image732.wmf];

4

1

4

2

2

2

)

;

(

1

0

4

1

0

3

1

0

0

2

1

0

0

2

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

ò

ò

ò

ò

òò

y

dy

y

dy

x

y

dy

dx

x

y

dxdy

y

x

f

xy

XY

E

y

y

R



[image: image733.wmf];
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korelační koeficient: 
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Spočteme ještě podmíněné střední hodnoty náhodných veličin.
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Příklad:

Hustota pravděpodobnosti dvojrozměrného náhodného vektoru 
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Tvar hustoty jsou jakési „schody“ (náčrtek)

Ověříme, že je to hustota pravděpodobnosti.
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Ověřili jsme, že daná funkce je hustota pravděpodobnosti.

Nyní určíme marginální hustoty pravděpodobnosti.
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V ostatních případech jsou marginální hustoty rovny nule.

Protože vztah 
[image: image750.wmf])
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 neplatí, náhodné veličiny 
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X

,

 nejsou nezávislé.

Nyní určíme podmíněné hustoty pravděpodobnosti.
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Pokud proměnná 
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 není v daném intervalu, je jedno, jak definujeme podmíněnou hustotu.
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Pokud proměnná 
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 není v daném intervalu, je jedno, jak definujeme podmíněnou hustotu.

Určíme sdruženou distribuční funkci 
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Pro marginální distribuční funkce platí:
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Pro sdruženou distribuční funkci platí:
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(náčrtek)

Určíme podmíněné distribuční funkce.
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Pro podmíněné distribuční funkce platí:
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Spočteme střední hodnoty náhodných veličin, rozptyly a kovarianci.
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korelační koeficient: 
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Spočteme ještě podmíněné střední hodnoty náhodných veličin.
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Příklad:

Hustota pravděpodobnosti dvojrozměrného náhodného vektoru 
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Jedná se o dvojrozměrné Paretovo rozdělení.
Nyní určíme marginální hustoty pravděpodobnosti.
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Určíme ještě podmíněné střední hodnoty náhodných veličin.
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Transformace náhodných veličin

Nyní pojednáme o transformaci hustot. Předpokládejme, že máme náhodnou veličinu 
[image: image842.wmf]X

, dále její transformaci 
[image: image843.wmf])

(

X

Y

j

=

.
Věta 4.x.

Buď dána náhodná veličina 
[image: image844.wmf]X

, jejíž distribuční funkce 
[image: image845.wmf])

(

x

F

 je absolutně spojitá, buď 
[image: image846.wmf])

(

x

f

 její hustota. Buď 
[image: image847.wmf])

(

x

j

 ryze monotónní funkce mající všude derivaci, 
[image: image848.wmf])

(

1

y

-

j

 funkce k ní inverzní. Pak náhodná veličina 
[image: image849.wmf])

(

X

Y

j

=

 má hustotu:


[image: image850.wmf])

)

(

(

))

(

(

)

(

1

1

¢

×

=

-

-

y

y

f

y

g

j

j


Důkaz:
Předpokládejme nejprve, že funkce 
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Poznámka:
Při transformaci hustot je třeba jistá obezřetnost, zvlášť když je hustota zadána několika předpisy v různých množinách. Buď 
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Je třeba si ujasnit, kam se množina 
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Pro hustotu veličiny 
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Tedy náhodná veličina 
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· 
[image: image891.wmf];

0

;

2

1

)

(

)

;

(

~

>

=

Þ

-

-

b

e

b

x

f

b

a

DExp

X

b

a

x



[image: image892.wmf];

2

1

1

2

1

)

(

)

(

b

d

ad

c

y

b

a

e

b

d

d

e

b

y

g

d

c

y

+

-

-

-

-

=

=

-
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Tedy náhodná veličina 
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Buď 
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Pro hustotu veličiny 
[image: image933.wmf]Y

 platí:

[image: image934.wmf](

)

ï

î

ï

í

ì

£

>

-

+

=

;

0

;

0

;

0

;

2

1

)

(

)

(

)

(

y

y

y

y

f

y

f

y

g


Příklad:
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Pro hustotu veličiny 
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Obecné zavedení podmíněné střední hodnoty.
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Předpokládejme 
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Nadále tento příklad ještě zobecníme.
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