PAGE  
22

II. Axiomatická teorie pravděpodobnosti
Pravděpodobnost má všechny vlastnosti konečné míry (míra celého prostoru je 1) ve smyslu definice MA 14.xx. To je tzv. Kolmogorovova axiomatika.
Definice 2.1.
Buď dán prostor s mírou 
[image: image1.wmf](
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 je pravděpodobnostní míra. Dvojice 
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 se nazývá jevové pole (v teorii míry měřitelný prostor).
Definice 2.2.

Buď dán pravděpodobnostní prostor 
[image: image8.wmf](
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Zřejmě platí: 
[image: image14.wmf]);
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Definice 2.x.

Buďte 
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Jevy jsou neslučitelné, jestliže nemohou s kladnou pravděpodobností nastat současně.

Věta 2.x.

Buďte 
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. Speciálně pro neslučitelné jevy platí: 
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Důkaz:

zřejmé

Definice 2.x.

Buďte 
[image: image20.wmf]A
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 náhodné jevy. Pokud platí: 
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Obecněji: Buďte 
[image: image22.wmf];
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 náhodné jevy. Pokud platí: 
[image: image23.wmf];
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 jsou jevy navzájem nezávislé.

Nezávislost jevů lze volně říci takto: To, že nastane jeden jev, nijak neovlivní nastání druhého jevu.

Poznámka:

Může se stát, že jevy ve skupině jsou nezávislé po dvou, ale nejsou nezávislé navzájem.
To znamená toto: 
[image: image24.wmf];
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Věta 2.x.

Buďte 
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 nezávislé jevy. Pak jsou též nezávislé následující dvojice jevů: 
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Důkaz:
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(

)

(

)

(

)

(

1

)

(

)

(

)

(

1

B

P

A

P

B

P

A

P

B

A

P

B

P

A

P

×

+

-

-

=

Ç

+

-

-

=
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tedy: 
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□
Věta 2.x. (Bonferroniho nerovnost)
Buď 
[image: image42.wmf](
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 pravděpodobnostní prostor, buďte 
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Důkaz:

Platí: 
[image: image45.wmf](
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)

;

1

)

(

1

)

(

1

1

1

1

1

1

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

£

-

=

-

-

=

=

=

=

=

å

å

I

U

U

n

j

j

c

n

j

c

j

n

j

c

j

n

j

c

j

n

j

j

A

P

A

P

A

P

A

P

A

P


Použili jsme De Morganovy vzorce.
Tedy máme: 
[image: image47.wmf](
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 což je tvrzení věty.
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Rovnost nastává tehdy, jsou-li jevy 
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Definice 2.x.

Buďte 
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Z definice též vyplývá toto: 
[image: image54.wmf])
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Věta 2.x.
Jsou-li jevy 
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To, že nastane jev 
[image: image59.wmf]B

, neovlivní pravděpodobnost nastání jevu 
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Věta 2.x. (o celkové pravděpodobnosti)
Buď dán pravděpodobností prostor 
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Důkaz:
Jevy 
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□
Věta 2.x. (Bayesova věta)
Za situace z předchozí věty platí:
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Důkaz:
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Nyní stačí za 
[image: image74.wmf])
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Poznamenejme, že pravděpodobnostem 
[image: image75.wmf])
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 se také říká apriorní pravděpodobnosti, pravděpodobnostem 
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Věta 2.x. (násobení pravděpodobností)
Buďte 
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Je-li 
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Důkaz:

Provede se indukcí dle 
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□
Na následujících příkladech si ukážeme použití věty o celkové pravděpodobnosti a Bayesovy věty.

Příklad 2.x.
Uvažujme 3 bedny, ve kterých jsou červené a modré kuličky:

1. bedna 
2 č. + 3 m.

2. bedna
1 č. + 4 m.

3. bedna
3 č. + 2 m.

Náhodně vybereme bednu a z ní pak náhodně vybereme kuličku. Určeme pravděpodobnost, že bude červená a pravděpodobnost, že bude modrá. Předpokládejme, že výběr všech beden je stejně pravděpodobný.
Označme 
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 Jev 
[image: image91.wmf]A

 znamená, že vybraná kulička bude červená, jev 
[image: image92.wmf]c
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 znamená, že vybraná kulička bude modrá.
Máme toto:

[image: image93.wmf];
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Nyní použijeme větu o celkové pravděpodobnosti.
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Platí: 
[image: image97.wmf];
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Předpokládejme, že náhodně vytažená kulička je červená. Jaká je pravděpodobnost, že byla tažena z 1. bedny, z 2. bedny, z 3. bedny?
Je nutno určit pravděpodobnosti: 
[image: image98.wmf]),
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 použijeme tzv. Bayesovu větu. Platí:

[image: image99.wmf];
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Předpokládejme, že náhodně vytažená kulička je modrá. Jaká je pravděpodobnost, že byla tažena z 1. bedny, z 2. bedny, z 3. bedny?

Je nutno určit pravděpodobnosti: 
[image: image100.wmf]),
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 použijeme tzv. Bayesovu větu. Platí:
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Poznámka:
Kdybychom kuličky sesypali do jedné bedny, bylo by tam 6 červených kuliček a 9 modrých kuliček, celkem 15 kuliček. Pravděpodobnost vytažení červené kuličky by byla 
[image: image102.wmf]5

2
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=

, pravděpodobnost vytažení modré kuličky by byla 
[image: image103.wmf]5
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. Zde nám vyšly pravděpodobnosti stejně jako jsou celkové pravděpodobnosti. Je to tím, že ve všech bednách je stejný počet kuliček. Pokud tomu tak není, nemusí vyjít pravděpodobnosti stejně.
Příklad 2.x.

Uvažujme 3 bedny, ve kterých jsou červené a modré kuličky:

1. bedna 
3 č. + 3 m.

2. bedna
2 č. + 1 m.

3. bedna
3 č. + 2 m.

Náhodně vybereme bednu a z ní pak náhodně vybereme kuličku. Určeme pravděpodobnost, že bude červená a pravděpodobnost, že bude modrá. Předpokládejme, že výběr všech beden je stejně pravděpodobný.

Označme 
[image: image104.wmf]3

2

1

,

,

B

B

B

 jevy: vybrali jsme 1., 2., 3. bednu. Platí: 
[image: image105.wmf];
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 Jev 
[image: image106.wmf]A

 znamená, že vybraná kulička bude červená, jev 
[image: image107.wmf]c

A

 znamená, že vybraná kulička bude modrá.

Máme toto:


[image: image108.wmf];
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Nyní použijeme větu o celkové pravděpodobnosti.
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Platí: 
[image: image112.wmf];
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Předpokládejme, že náhodně vytažená kulička je červená. Jaká je pravděpodobnost, že byla tažena z 1. bedny, z 2. bedny, z 3. bedny?

Je nutno určit pravděpodobnosti: 
[image: image113.wmf]),
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 použijeme tzv. Bayesovu větu. Platí:
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Předpokládejme, že náhodně vytažená kulička je modrá. Jaká je pravděpodobnost, že byla tažena z 1. bedny, z 2. bedny, z 3. bedny?

Je nutno určit pravděpodobnosti: 
[image: image115.wmf]),
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 použijeme tzv. Bayesovu větu. Platí:
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Poznámka:

Kdybychom kuličky sesypali do jedné bedny, bylo by tam 8 červených kuliček a 6 modrých kuliček, celkem 14 kuliček. Pravděpodobnost vytažení červené kuličky by byla 
[image: image117.wmf]57
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, pravděpodobnost vytažení modré kuličky by byla 
[image: image118.wmf]43
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. Zde nám vyšly pravděpodobnosti jinak než jako jsou celkové pravděpodobnosti. Rozdíl ovšem není příliš velký.
V následujícím příkladě vynikne tzv. pravděpodobnostní paradox.
Příklad 2.x.

Uvažujme 3 disky. První je z obou stran červený, druhý je z jedné strany červený a z druhé bílý, třetí je z obou stran bílý. Náhodně po tmě vezmeme jeden disk a náhodně ho položíme na stůl. Jaká je pravděpodobnost, že bude navrchu bílý či červený?
Označme 
[image: image119.wmf]3
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 jevy: vybrali jsme 1., 2., 3. disk. Platí: 
[image: image120.wmf];
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Jev 
[image: image121.wmf]A

 znamená, že navrchu je bílá strana, jev 
[image: image122.wmf]c

A

 znamená, že navrchu je červená strana.
Máme toto:


[image: image123.wmf];
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[image: image124.wmf];
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Nyní použijeme větu o celkové pravděpodobnosti.
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[image: image126.wmf];

2

1

6

3

3

1

0

3

1

2

1

3

1

1

)

(

=

=

×

+

×

+

×

=

c

A

P


Platí: 
[image: image127.wmf];
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Předpokládejme, že navrchu je bílá strana disku. Jaká je pravděpodobnost, že strana vespod je též bílá? Jaká je pravděpodobnost, že strana vespod je červená?
Je nutno určit pravděpodobnosti: 
[image: image128.wmf])
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 použijeme tzv. Bayesovu větu. Platí:
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Pokud je na vrchu bílá strana disku, pravděpodobnost, že vespod je též bílá strana, je 
[image: image130.wmf]3

2

, pravděpodobnost, že vespod je červená strana, je 
[image: image131.wmf]3

1

. Přitom by se zdálo, že obě pravděpodobnosti jsou 
[image: image132.wmf]2

1

.
Nyní předpokládejme, že navrchu je červená strana disku, vyřešme podobnou úlohu.
Je nutno určit pravděpodobnosti: 
[image: image133.wmf])
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 použijeme tzv. Bayesovu větu. Platí:
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Pokud je na vrchu červená strana disku, je pravděpodobnost, že vespod je též červená strana, je 
[image: image135.wmf]3

2

, pravděpodobnost, že vespod je bílá strana, je 
[image: image136.wmf]3

1

. Přitom by se zdálo, že obě pravděpodobnosti jsou 
[image: image137.wmf]2

1

.

Nyní ukážeme, že konvexní lineární kombinace pravděpodobnostních měr je opět pravděpodobnostní míra.
Věta 2.x.

Buď dán pravděpodobnostní prostor 
[image: image138.wmf](
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 je opět pravděpodobnostní míra na 
[image: image142.wmf](
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Důkaz:
Platí: 
[image: image143.wmf];
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Ostatní je zřejmé.
□
Poznámka:
Pravděpodobnostní míra 
[image: image149.wmf]Q
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 se také nazývá kontaminace rozdělení pravděpodobnosti 
[image: image151.wmf]P

 rozdělením 
[image: image152.wmf]Q

 v poměru 
[image: image153.wmf]a

.

Speciálně 
[image: image154.wmf])
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 znamená žádnou kontaminaci.

Speciálně 
[image: image155.wmf])
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 znamená úplnou kontaminaci.

Předchozí věta lze zobecnit na libovolný konečný počet pravděpodobnostních měr.
Věta 2.x.

Buď dán pravděpodobnostní prostor 
[image: image156.wmf](
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Důkaz:

Platí: 
[image: image162.wmf];
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tj. 
[image: image165.wmf];
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Ostatní je zřejmé.
□

Definice 2.x.

Buď 
[image: image166.wmf](
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 reálná funkce na pravděpodobnostním prostoru. Je-li funkce 
[image: image167.wmf]X

 měřitelná (
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), nazývá se náhodná veličina (viz def. 14.3. MA). Podmínka měřitelnosti lze též vyjádřit takto: 
[image: image169.wmf]A
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Náhodná veličina přiřadí výsledku pokusu reálné číslo.
Poznámka:

Náhodná veličina indukuje na reálné ose pravděpodobnostní míru, 
[image: image170.wmf]))
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Definice 2.x.
Buď 
[image: image171.wmf](
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 náhodná veličina. Pak definujeme její střední hodnotu (značíme 
[image: image172.wmf]EX

) takto:
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kde jde o Lebesgueův integrál dle pravděpodobnostní míry.
Poznámka:

Střední hodnota se také značí: 
[image: image174.wmf]X
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. Zřejmě platí: 
[image: image175.wmf];
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Střední hodnota náhodné veličiny je integrál podle pravděpodobnostní míry. Pokud je střední hodnota konečná, platí:

[image: image176.wmf];
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Definice 2.x.

Buď 
[image: image177.wmf](
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 náhodná veličina. Pak rozptyl náhodné veličiny (značíme 
[image: image178.wmf]X
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) definujeme takto:


[image: image179.wmf];

)

(

var

2

EX

X

E

X

-

=


Poznámka:

Výraz pro rozptyl můžeme upravit takto:
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Dostali jsme výpočtově jednodušší vzorec pro rozptyl náhodné veličiny.

[image: image181.wmf];

)

(

var

2

2

X

E

X

E

X

-

=


Poznamenejme ještě, že rozptyl je vždy nezáporný, tj. 
[image: image182.wmf]0
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. Rozptyl se také značí: 
[image: image183.wmf]X

X
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, neboť odmocnina z rozptylu je směrodatná odchylka, která se značí: 
[image: image184.wmf]X

X
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.

Nadále zavedeme obecné a centrální momenty náhodné veličiny.
Definice 2.x.

Buď 
[image: image185.wmf]X

 náhodná veličina, pak obecný moment 
[image: image186.wmf]-

k

tého řádu definujeme takto:

[image: image187.wmf];

k

k

X

E

=

¢

m


a centrální moment 
[image: image188.wmf]-
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tého řádu definujeme takto:
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kde 
[image: image190.wmf]N
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k

.
Poznámka:
Pro momenty náhodné veličiny platí: 
[image: image191.wmf];
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[image: image192.wmf];
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Centrální moment 1. řádu je roven nule (také součet odchylek od průměru je roven nule). Centrální moment 2. řádu je rozptyl. Obecný moment 2. řádu lze též vyjádřit takto: 
[image: image193.wmf];
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Momenty náhodné veličiny nemusí být konečné, nebo nemusí ani existovat.

Věta 2.x.

Buď 
[image: image194.wmf]X

 náhodná veličina. Je-li 
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Položme 
[image: image197.wmf];
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 pak platí: 
[image: image198.wmf]X
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Důkaz:
Použijeme Schwarzovu nerovnost.
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tedy: 
[image: image200.wmf];
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[image: image201.wmf];
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□
Náhodné veličiny dělíme na diskrétní a spojité. Diskrétní náhodná veličina nabývá jen konečně (nebo spočetně) mnoha hodnot, spojitá náhodná veličina nabývá nespočetně mnoha hodnot.
Střední hodnota diskrétní náhodné veličiny:


[image: image202.wmf];
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obecněji:
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Střední hodnota spojité náhodné veličiny:
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obecněji:
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kde 
[image: image206.wmf])
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 je reálná měřitelná funkce.
Definice 2.x.

Buď 
[image: image207.wmf]X

 náhodná veličina, pak její distribuční funkci definujeme takto:
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Poznámka:

Distribuční funkce náhodné veličiny 
[image: image209.wmf]X

 je distribuční funkce míry 
[image: image210.wmf]))
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 na reálné ose, která je indukovaná náhodnou veličinou (viz MA def. 14.x.). Proto má také všechny vlastnosti uvedené ve V 14.x.
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Věta 2.x.
Distribuční funkce náhodné veličiny 
[image: image212.wmf]X

 má následující vlastnosti:
1) Funkce 
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 je neklesající na intervalu 
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3) Funkce 
[image: image216.wmf])
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 je v každém bodě zprava spojitá.

Důkaz:

Analogicky jako MA V 14.x.
□

Poznámka:

Někteří autoři definují distribuční funkci takto: 
[image: image217.wmf][
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 v tomto případě je v každém bodě zleva spojitá, ostatní vlastnosti jsou stejné.
Poznámka:

Protože distribuční funkce je neklesající (tedy monotónní), jedinými možnými body nespojitosti jsou skoky. Skoků může být ovšem nejvýše spočetně mnoho. Distribuční funkce má tedy nejvýše spočetně mnoho bodů nespojitosti.
Definice 2.x.
Buďte 
[image: image218.wmf]Y

X
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 náhodné veličiny na témže pravděpodobnostním prostoru. Náhodné veličiny jsou nezávislé, jestliže pro každé Borelovské množiny 
[image: image219.wmf];
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Podobným způsobem definujeme nezávislost více náhodných veličin.

[image: image222.wmf][

]

[

]

;

,

,

1

1

Õ

=

Î

=

=

"

Î

n

j

j

j

j

j

B

X

P

n

j

B

X

P

K


Příklad 2.x:

Nechť je dána diskrétní náhodná veličina s následujícím rozdělením pravděpodobnosti.
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Určíme střední hodnotu, rozptyl, směrodatnou odchylku, modus, medián.
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[image: image238.wmf];
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[image: image239.wmf];
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[image: image241.wmf];
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V obou případech vyšel stejný výsledek.
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[image: image243.wmf];
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 (To je náhoda, že to vyšlo stejně)
Rozdělení je symetrické kolem hodnoty 2.
Příklad 2.x:

Nechť je dána diskrétní náhodná veličina s následujícím rozdělením pravděpodobnosti.
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Určíme střední hodnotu, rozptyl, směrodatnou odchylku, modus, medián.
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[image: image258.wmf];
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V obou případech vyšel stejný výsledek.
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[image: image263.wmf];
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 (To je náhoda, že to vyšlo stejně)

Zde nám vyšla střední hodnota malinko odlišná od mediánu.
Příklad 2.x:
Hrajeme hru hod mincí. Hází se do padnutí líce, nejvýše však 3(. Pokud padne líc v 1. hodu, vyhráváme 1 Kč. Pokud padne v 1. hodu rub, ve 2. hodu líc, vyhráváme 2 Kč. Pokud padne v 1. i ve 2. hodu rub, ve 3. hodu líc, vyhráváme 4 Kč. Pokud padne ve všech 3 hodech rub, prohráváme 8 Kč. Máme se rozhodnout, zda je lepší hrát či nehrát.

Spočteme střední hodnotu náhodné veličiny 
[image: image264.wmf]X

, která představuje zisk z jedné hry. Platí tedy toto: 
[image: image265.wmf][
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 dále platí toto:
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Protože střední hodnota vyšla kladná, je lepší hrát. Střední zisk z jedné hry činí 0,50 Kč.
Tento příklad můžeme zobecnit.
Příklad 2.x:

Hrajeme hru hod mincí. Hází se do padnutí líce, nejvýše však 
[image: image268.wmf]´

N

. Pokud padne líc v 1. hodu, vyhráváme 1 Kč. Pokud padne v 1. hodu rub, ve 2. hodu líc, vyhráváme 2 Kč. Pokud padne líc poprvé v 
[image: image269.wmf]-
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tém hodu, vyhráváme 
[image: image270.wmf]1
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 Kč, kde 
[image: image271.wmf];
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. Pokud padne ve všech 
[image: image272.wmf]N

 hodech rub, prohráváme 
[image: image273.wmf]N

2

 Kč. Máme se rozhodnout, zda je lepší hrát či nehrát.

Spočteme střední hodnotu náhodné veličiny 
[image: image274.wmf]X

, která představuje zisk z jedné hry. Platí tedy toto: 
[image: image275.wmf][
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Pokud platí 
[image: image277.wmf]0
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, vyplatí se hrát (tj. 
[image: image278.wmf]3

³

N

).
Příklad 2.x:

Uvažujme diskrétní náhodnou veličinu, která nabývá spočetně mnoha hodnot.
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 (jde o rozdělení pravděpodobnosti, součet geometrické řady 
[image: image281.wmf]2
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 (viz též MA, kap. IX)
Náhodná veličina nabývá všech přirozených hodnot s kladnou pravděpodobností, střední hodnota je konečná. Určíme ještě rozptyl.
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Příklad 2.x:

Uvažujme diskrétní náhodnou veličinu, která nabývá spočetně mnoha hodnot.
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Náhodná veličina nabývá jen těch přirozených hodnot, které jsou mocninou čísla 2.
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Střední hodnota náhodné veličiny je nekonečná.

Věta 2.x. (Čebyševova nerovnost)
Buď 
[image: image286.wmf]X
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□
Poznámka:

Předchozí věta by se dala zobecnit takto: 
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Poznámka:

Položme v předchozí větě: 
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Definice 2.x.

Buď 
[image: image299.wmf]X

 náhodná veličina, pak její charakteristickou funkci definujeme takto:
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Poznámka:
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Poslední rovnost platí v případě, že distribuční funkce je absolutně spojitá s hustotou 
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V následující větě uvedeme některé vlastnosti charakteristické funkce.
Věta 2.x.
Buď 
[image: image304.wmf]X

 náhodná veličina. Pro charakteristickou funkci platí:
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Důkaz:
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□
Položíme-li v bodě 2) speciálně 
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položíme-li speciálně 
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položíme-li speciálně 
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Tvrzení b bodě 4) lze ještě zobecnit: Buďte 
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Buď 
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 náhodná veličina, nechť: 
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Poznámka:
Charakteristickou funkci náhodné veličiny můžeme rozvinout v Taylorovu řadu (viz MA).
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Speciálně pro normovanou náhodnou veličinu máme:
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Poznámka:

Pro diskrétní náhodnou veličinu platí: 
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Nabývá-li náhodná veličina jedné hodnoty s pravděpodobností 1 (
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Příklad 2.x.
Buď 
[image: image339.wmf]X

 náhodná veličina, jejíž distribuční funkce je definovaná takto:
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kde 
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Distribuční funkce není ani diskrétní ani absolutně spojitá. Má 2 skoky, v bodě 
[image: image342.wmf]a

 má skok o velikosti 
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Platí: 
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Buď 
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Je-li speciálně 
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[image: image365.wmf](

)

;

)

)(

1

)(

1

3

(

12

1

)

(

3

2

1

12

1

var

);

1

(

2

)

1

(

2

2

2

2

a

b

q

q

a

b

q

q

X

q

b

q

a

X

E

-

-

+

=

-

-

+

=

+

+

-

=


Je-li speciálně 
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Je-li speciálně 
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Je-li speciálně 
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Je-li speciálně 
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 (distribuční funkce má skok o velikosti 1, je to distribuční funkce konstantní náhodné veličiny, tj. 
[image: image375.wmf][

]

1

=

=

a

X

P

), dostáváme:

[image: image376.wmf];

0

var

;

=

=

X

a

X

E


Je-li speciálně 
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 (distribuční funkce má skok o velikosti 1, je to distribuční funkce konstantní náhodné veličiny, tj. 
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Příklad 2.x.

Buď 
[image: image380.wmf]X

 náhodná veličina, jejíž distribuční funkce je definovaná takto:
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 (náčrtek)
Distribuční funkce není ani diskrétní ani absolutně spojitá. Má 1 skok v bodě 0 o velikosti 
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Buď 
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 absolutně spojitá část, 
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 diskrétní část distribuční funkce. Pak je:
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Také pojednáme o konvergenci náhodných veličin. Je několik druhů konvergence.
Definice 2.x.

Buď 
[image: image395.wmf]{
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 posloupnost náhodných veličin definovaných na témže pravděpodobnostním prostoru 
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 konvergují k náhodné veličině 
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· skoro jistě, jestliže: 
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· podle (kvadratického) středu, jestliže: 
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· podle pravděpodobnosti, jestliže: 
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· v distribuci (v podstatě), jestliže 
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Věta 2.x.
Za dané situace platí toto:

a) Z konvergence skoro jistě plyne konvergence v pravděpodobnosti.

b) Z konvergence podle středu plyne konvergence v pravděpodobnosti.

c) Z konvergence v pravděpodobnosti plyne konvergence v distribuci.

Důkaz:
ad a) Nechť 
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tj. 
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Protože 
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ad b) Zvolme 
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Dále platí: 
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Jestliže 
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(některé kroky jsme přeskočili)

Odtud dostáváme: 
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 (distribuční funkce je neklesající). Je-li distribuční funkce 
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Poznámka:
V obecném případě se ani jedna implikace v předchozí větě nedá obrátit.

Věta 2.x. (Sverdrupova)
Nechť 
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Důkaz:
Viz Anděl J., Matematická statistika
Věta 2.x. (Cramér – Sluckého)
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Důkaz:
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Odtud dostáváme: 
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 (distribuční funkce je neklesající). Je-li distribuční funkce 
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