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XXVI. Variační počet
Zde půjde o nalezení extrému funkcionálu (maxima či minima), přičemž neznámou bude funkce. Hodnota funkcionálu bude záviset na funkci.
Předpokládejme, že neznámou je funkce 
[image: image1.wmf])
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, přičemž nezávisle proměnná 
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 se někdy pro stručnost vynechává. Máme např. najít extrém následujícího funkcionálu:
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Předpokládáme, že funkce 
[image: image4.wmf])
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 má spojité parciální derivace do 2. řádu. Tudíž jsou smíšené parciální derivace 2. řádu též záměnné. O neznámé funkci 
[image: image5.wmf])
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, která je argumentem funkcionálu, se předpokládá existence spojité derivace až do 2. řádu.
Pokud jsou dány počáteční podmínky pevně, tj. 
[image: image6.wmf];
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 jde o úlohu s pevnými konci. Zatím se budeme zabývat úlohami s pevnými konci (viz náčrtek).
Připomeňme si jedno tvrzení:

Buď dána funkce 
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 proměnných 
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 jež má spojité parciální derivace a dále 
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 funkcí 
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, jež mají derivaci.
Utvořme složenou funkci: 
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 Pak pro její derivaci platí: 
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 (viz kap. 12)
Předpokládejme, že extrém funkcionálu se realizuje na křivce 
[image: image13.wmf])
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 je „blízká“ křivce 
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 (viz náčrtek). Předpokládáme, že: 
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Vzdálenost křivek definujeme takto:
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(viz supremová norma)

Položme:

[image: image18.wmf];
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Zřejmě 
[image: image19.wmf]);
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Položme ještě: 
[image: image20.wmf]);
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Zřejmě platí: 
[image: image23.wmf];
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 Funkce 
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 představuje variaci argumentu funkcionálu.
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Uvažujeme-li pouze tyto křivky, pak funkcionál přejde ve funkci parametru 
[image: image26.wmf]a
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[image: image28.wmf]=
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[image: image29.wmf];
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Položme dále:
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[image: image32.wmf]);
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Jestliže se tam realizuje extrém, musí platit: 
[image: image33.wmf]0
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Platí tedy:
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[image: image35.wmf](
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[image: image36.wmf][
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 (integrace per partes)
Vzhledem k tomu, že platí: 
[image: image37.wmf]0

)

(

)

(

1

0

=

=

x

x

d

d

, máme 
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Předchozí rovnost lze ještě upravit na tvar:

[image: image39.wmf];
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Extrém se realizuje na křivce 
[image: image40.wmf])

(

x

y

y

=

, která vyhovuje následující podmínce:
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Tato rovnice se nazývá Eulerova rovnice.
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[image: image43.wmf];
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Platí tedy: 
[image: image44.wmf];
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Eulerova rovnice lze pak přepsat takto:

[image: image45.wmf];
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Poznamenejme, že platnost Eulerovy rovnice je pouze nutná podmínka pro extrém funkcionálu, nikoli postačující.
Poznámka:

Pokud jsou funkce hladké, existují derivace až do 
[image: image46.wmf]-

r

tého řádu, můžeme definovat vzdálenost křivek 
[image: image47.wmf]-

r

tého řádu.
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[image: image49.wmf]);
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Vzdálenost definovaná výše byla vzdálenost nultého řádu.
Uvažujme nyní některé speciální případy:
1) 
[image: image50.wmf];
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Eulerova rovnice pak přejde na tvar: 
[image: image53.wmf]0
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. Řešení rovnice neobsahuje volitelné konstanty, proto řešení vyhovuje počátečním podmínkám pouze v případě, že platí: 
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 V obecném případě úloha nemá řešení.
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 lineárně, tj. existují funkce 
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Pak je: 
[image: image60.wmf]);
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Dále je: 
[image: image61.wmf];
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Funkcionál pak přejde na tvar: 
[image: image63.wmf](
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Eulerova rovnice pak přejde na tvar: 
[image: image64.wmf]0
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Pokud podmínka není splněna, nemá úloha řešení. Pokud podmínka je splněna, existuje funkce 
[image: image68.wmf])
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Dále platí: 
[image: image71.wmf];
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[image: image72.wmf](
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neboť platí: 
[image: image73.wmf];
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 tj. jde o úlohu s pevnými konci.
V tomto případě hodnota funkcionálu nezávisí na trajektorii, neboť integrovaná funkce je tzv. úplný diferenciál. Variační úloha ztrácí smysl.
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Eulerova rovnice pak přejde na tvar: 
[image: image77.wmf];
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Z toho je zřejmé, že musí platit: 
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Eulerova rovnice pak přejde na tvar: 
[image: image84.wmf];
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V tomto případě platí:

[image: image86.wmf](
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To tedy znamená, že platí: 
[image: image87.wmf]1
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 je konstanta.
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[image: image91.wmf]x

.
Eulerova rovnice pak přejde na tvar: 
[image: image92.wmf];
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V tomto případě platí:

[image: image94.wmf](
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To tedy znamená, že platí: 
[image: image97.wmf]1
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, kde 
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 je konstanta.
Příklad 1.

Uvažujme funkcionál: 
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V našem případě je: 
[image: image100.wmf];
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[image: image102.wmf];
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[image: image103.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image104.wmf];
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Obecné řešení této diferenciální rovnice je: 
[image: image106.wmf];
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 přičemž konstanty určíme z počátečních podmínek. Dostaneme: 
[image: image107.wmf];
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Určíme ještě hodnotu funkcionálu.
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Příklad 2.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image110.wmf](

)

;

1

)

1

(

;

0

)

0

(

;

12

)

(

)

(

1

0

2

=

=

+

¢

=

ò

y

y

dx

xy

y

y

V


V našem případě je: 
[image: image111.wmf];
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[image: image112.wmf];
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[image: image113.wmf];
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[image: image114.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image115.wmf];

0

2

12

=

¢

¢

-

y

x

 po úpravě: 
[image: image116.wmf];
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Obecné řešení této diferenciální rovnice je: 
[image: image117.wmf]2
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 přičemž konstanty určíme z počátečních podmínek. Dostaneme: 
[image: image118.wmf];
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 tedy extrém funkcionálu se může realizovat jen na křivce: 
[image: image119.wmf]3
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Určeme ještě hodnotu funkcionálu.
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Spočtěme ještě:
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[image: image122.wmf](
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Extrém na křivce 
[image: image124.wmf]3
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 je minimum.

Příklad 2a.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image125.wmf](
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Postup je stejný jako v předchozím příkladě, extrém se realizuje na křivce: 
[image: image126.wmf]2
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Určeme ještě hodnotu funkcionálu.
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Příklad 3.

Uvažujme funkcionál: 
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V našem případě je: 
[image: image131.wmf];
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[image: image132.wmf];
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[image: image133.wmf];
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[image: image134.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image135.wmf];
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Odtud dostaneme: 
[image: image137.wmf];
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Extrém nastává na parabolách. Konstanty se určí z počátečních podmínek.
Buď nyní např. 
[image: image138.wmf],
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Extrém nastane na parabole: 
[image: image141.wmf];
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Určeme ještě hodnotu funkcionálu:

[image: image142.wmf](
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[image: image143.wmf][
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Určeme ještě hodnotu funkcionálu na přímce: 
[image: image144.wmf]x
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Hodnota funkcionálu na přímce je jen o málo větší.

Příklad 4.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image146.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image147.wmf];
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[image: image149.wmf];
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[image: image150.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image151.wmf];
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Použijeme substituci 
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Příklad 5.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image157.wmf](
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V našem případě je: 
[image: image158.wmf];
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[image: image159.wmf];
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[image: image160.wmf];
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[image: image161.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image162.wmf];
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 po úpravě 
[image: image163.wmf]1
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. Hodnota funkcionálu nezávisí na trajektorii, úloha ztrácí smysl.
Platí totiž toto: 
[image: image164.wmf](
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Hodnota funkcionálu nezávisí na trajektorii.
Příklad 6.

Uvažujme funkcionál: 
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V našem případě je: 
[image: image167.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image171.wmf];
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[image: image172.wmf];
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Daná úloha má řešení, pokud 
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, je to přímka o rovnici 
[image: image174.wmf];

x

y

=

 Pro 
[image: image175.wmf]1

¹

a

 úloha nemá řešení. Vypočtěme ještě hodnotu funkcionálu pro 
[image: image176.wmf]1

=

a

.

[image: image177.wmf](

)

[

]

;

3

2

3

2

2

1

1

0

3

1

0

2

1

0

2

2

=

=

=

×

+

ò

ò

x

dx

x

dx

x

x


Příklad 7.

Uvažujme funkcionál: 
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Daný funkcionál představuje délku křivky (viz kap. 8).

V našem případě je: 
[image: image179.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image183.wmf]0
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Tedy derivace 
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¢

 je konstantní, tudíž extrém (minimum) nastává na přímce: 
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Příklad 8.

Uvažujme funkcionál: 
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V našem případě je: 
[image: image188.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image193.wmf];
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Po úpravě dostaneme: 
[image: image194.wmf];
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Platí totiž: 
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Rovnici lze ještě dále upravit:


[image: image196.wmf];
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což je rovnice kružnice se středem 
[image: image201.wmf][

]

0

;

1

C

 na ose 
[image: image202.wmf]x

. Extrém se tedy realizuje na kružnici.
Příklad 9.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image203.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image204.wmf];
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[image: image205.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image208.wmf];
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Po úpravě dostaneme: 
[image: image209.wmf];
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Použijeme substituci: 
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[image: image222.wmf](

)

(

)

2

1

2

2

2

1

2

2

1

2

2

1

2

2

2

)

cos

(sin

cos

sin

))

(

(

)

(

K

t

t

K

t

K

t

K

K

t

x

y

t

x

=

+

=

+

=

-

+


tudíž také platí: 
[image: image223.wmf];
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Extrém nastává na kružnici se středem 
[image: image224.wmf][

]
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, tj. se středem na ose 
[image: image225.wmf]y

 a poloměrem 
[image: image226.wmf]1
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.
Příklad 10.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image227.wmf](
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V našem případě je: 
[image: image228.wmf];
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[image: image229.wmf];
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[image: image231.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image232.wmf]0
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[image: image233.wmf]0
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. Hodnota funkcionálu nezávisí na trajektorii, úloha ztrácí smysl.

Platí totiž toto: 
[image: image234.wmf](
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[image: image235.wmf](
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Hodnota funkcionálu nezávisí na trajektorii (viz též kap. 15).
Příklad 11.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image236.wmf](
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V našem případě je: 
[image: image237.wmf];
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[image: image240.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image241.wmf]0
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. Řešení diferenciální rovnice je: 
[image: image243.wmf];
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 (viz diferenciální rovnice)
Příklad xx. (řetězovka)
Uvažujme dokonale ohebné lano délky 
[image: image244.wmf]l

, které je zavěšeno mezi sloupy na obou koncích ve výšce 
[image: image245.wmf]h

. Vzdálenost mezi sloupy je 
[image: image246.wmf]d

, přičemž 
[image: image247.wmf]l
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. Křivka, kterou lano vytvoří, se nazývá řetězovka. Určíme její rovnici (náčrtek).
Lano zaujme takovou polohu, aby jeho potenciální energie byla co nejnižší. Zde opět půjde o nalezení extrému jistého funkcionálu.
Zřejmě platí: 
[image: image248.wmf];
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Pro délkový element platí: 
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hmotnost délkového elementu je: 
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kde 
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 je hustota materiálu, 
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 je délková hustota, 
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 je plocha průřezu lana,
Hledaná funkce 
[image: image254.wmf]y

 představuje výšku, ve které se daný délkový element nachází. Potenciální energie délkového elementu je: 
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Celková potenciální energie lana je: 
[image: image256.wmf];
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Vzhledem k tomu, že 
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 jsou konstanty, stačí hledat extrém funkcionálu: 
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V našem případě je: 
[image: image259.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image263.wmf];
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 po úpravě dostaneme: 
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Vyřešit danou diferenciální rovnici je obtížné, řešení určíme zkusmo. Hledáme řešení ve tvaru: 
[image: image266.wmf];
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Dále platí tyto počáteční podmínky: 
[image: image270.wmf];
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 Vzhledem k tomu, že 
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 je sudá funkce, dostaneme: 
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Hledaná funkce má tedy tvar:
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Funkce nabývá minima pro 
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Pro délku lana platí:

[image: image277.wmf][
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Dále platí: 
[image: image279.wmf](
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Celková potenciální energie lana je: 
[image: image282.wmf];
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Výraz můžeme ještě upravit takto:
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[image: image284.wmf](
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Řetězovka je v podstatě graf funkce 
[image: image285.wmf]cosh

. Nejnižší bod řetězovky je uprostřed mezi sloupy. Také bychom mohli volit souřadnice tak, aby bylo: 
[image: image286.wmf];
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 pak by funkce měla tvar: 
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Také jsme mohli vyjít z jednodušší diferenciální rovnice, neboť funkcionál nezávisí na 
[image: image289.wmf]x

 (viz dříve). Po úpravě bychom dostali: 
[image: image290.wmf];
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 ale tato rovnice se též obtížně řeší.
Příklad xx. (katenoid)
Buďte dány 2 body: 
[image: image291.wmf][
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, máte najít takovou křivku spojující ty body, aby plocha opsaná rotací křivky byla co nejmenší.
Velikost rotační plochy je: 
[image: image292.wmf];

)

(

1

2

)

(

2

1

2

ò

¢

+

=

x

x

dx

y

y

y

S

p


Jde o minimalizaci funkcionálu: 
[image: image293.wmf];
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 má stejný tvar jako v předchozím příkladu. Je tedy zřejmé, že řešením bude opět řetězovka. Zkusme vyřešit rovnici 
[image: image294.wmf];
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zavedeme parametrické funkce: 
[image: image295.wmf]);
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položme: 
[image: image296.wmf];
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 Vyloučíme-li parametr 
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, dostaneme:
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Konstanty 
[image: image301.wmf]2

1

,

C

C

 se určí z počátečních podmínek: 
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Příklad xx. (Brachystochrona)
Buďte dány 2 body: 
[image: image303.wmf][
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, přičemž předpokládáme, že 
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 (viz náčrtek). Máme najít takovou křivku, po které těleso (hmotný bod) sjede vlivem tíže a bez tření z bodu 
[image: image305.wmf]A

 do bodu 
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 za nejkratší čas.
Potenciální energie tělesa se bude měnit na kinetickou energii. Ze zákona zachování energie plyne: 
[image: image307.wmf]);
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[image: image308.wmf];
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Po úpravě (asi ne zcela korektní) dostaneme: 
[image: image310.wmf];
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Pro dobu proběhnutí tělesa křivkou máme: 
[image: image311.wmf];
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Daná úloha se tedy redukuje na hledání minima funkcionálu: 
[image: image312.wmf];
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 (konstanta na to nemá vliv). Protože funkcionál nezávisí na 
[image: image313.wmf]x

, přejde Eulerova rovnice na tvar: 
[image: image314.wmf];

)

(

1

)

(

)

(

1

1

2

1

2

1

2

C

y

y

y

y

y

y

y

=

¢

+

-

¢

-

-

¢

+

 po úpravě dostaneme:
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Rovnici ještě upravíme na tvar:

[image: image316.wmf];
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Vyřešit tuto diferenciální rovnici není jednoduché, pokusíme se řešení vyjádřit parametricky. 
[image: image317.wmf]);
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Položme: 
[image: image318.wmf];
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, volíme znaménko minus)
dostaneme: 
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tj. 
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Po dosazení do rovnice 
[image: image323.wmf]);

(

))

(

(

)

(

~

j

j

j

x

x

y

y

¢

×

¢

=

¢

 dostaneme: 
[image: image324.wmf]);

(

cotg

cos

sin

2

j

j

j

j

x

K

¢

×

±

=

-

 tj. 
[image: image325.wmf]);

2

cos

1

(

sin

2

)

(

2

j

j

j

-

=

=

¢

K

K

x

m

m

 a 
[image: image326.wmf]);

2

2

sin

(

)

(

1

j

j

j

-

=

K

x

x

m


Parametrické vyjádření hledané křivky je:

[image: image327.wmf]);
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Položme ještě: 
[image: image328.wmf];
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Hledaná křivka je oblouk cykloidy, kde 
[image: image330.wmf]2
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 je poloměr kutálející se kružnice, zřejmě 
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. Interval parametrizace je: 
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Platí toto: 
[image: image334.wmf];
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Příklad 12.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image338.wmf](
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V našem případě je: 
[image: image339.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image343.wmf]0
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Konstanty určíme z počátečních podmínek, dostaneme: 
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Příklad 13.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image348.wmf](
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V našem případě je: 
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image353.wmf]0
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Vznikla Eulerova diferenciální rovnice, kterou převedeme substitucí: 
[image: image355.wmf]t
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Extrém se tedy realizuje na křivce: 
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Určeme ještě hodnotu funkcionálu.
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Příklad 14.

Uvažujme funkcionál: 
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V našem případě je: 
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image367.wmf]0
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Vznikla Eulerova diferenciální rovnice, kterou převedeme substitucí: 
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Nadále se budeme zabývat funkcionály, které závisí na více funkcích. Jsou tvaru:
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Předpokládáme, že funkce 
[image: image380.wmf])
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Pokud jsou dány počáteční podmínky pevně, tj. 
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Předpokládáme, že funkce 
[image: image386.wmf])
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Předpokládejme, že extrém funkcionálu se realizuje na křivkách 
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Zřejmě 
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 Položme ještě: 
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Uvažujeme-li pouze tyto křivky, pak funkcionál přejde ve funkci parametrů 
[image: image399.wmf]2
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Jestliže se tam realizuje extrém, musí platit: 
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Platí tedy:
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 EMBED Equation.3  [image: image405.wmf](
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 (integrace per partes)

Vzhledem k tomu, že platí: 
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Předchozí rovnost lze ještě upravit na tvar:
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Extrém se realizuje na křivkách 
[image: image410.wmf])
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, které vyhovují následujícím podmínkám:
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To je soustava Eulerových rovnic.
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Platí tedy: 
[image: image416.wmf];
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Soustava Eulerových rovnic lze pak přepsat takto:
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Příklad 15.

Uvažujme funkcionál:
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)

;

1

)

2

(

;

0

)

0

(

;

1

)

2

(

;

0

)

0

(

;

2

)

(

)

(

)

;

(

2

2

1

1

0

2

1

2

2

2

1

2

1

2

-

=

=

=

=

+

¢

+

¢

=

ò

p

p

p

y

y

y

y

dx

y

y

y

y

y

y

V


V našem případě je: 
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Soustava Eulerových rovnic má tvar:
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Dostali jsme soustavu diferenciálních rovnic, jejím řešením je:
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 (viz diferenciální rovnice)

Po dosazení dostaneme: 
[image: image429.wmf];
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Extrém funkcionálu se realizuje na křivkách: 
[image: image430.wmf];

sin

;

sin

2

1

x

y

x

y

-

=

=


Hodnota funkcionálu je:
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Příklad 16.

Uvažujme funkcionál:
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V našem případě je: 
[image: image434.wmf];
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Soustava Eulerových rovnic má tvar:
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Dostali jsme soustavu diferenciálních rovnic, jejímž řešením je:
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Uvažujme nyní speciální případ:
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 tj. funkce 
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Soustava Eulerových rovnic pak přejde na tvar: 
[image: image447.wmf];
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Pokud platí 
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, má soustava pouze triviální řešení, tj. 
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Extrém se tedy realizuje na soustavě přímek.
Poznámka:
Kdybychom měli více funkcí 
[image: image451.wmf]2
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, dostali bychom soustavu o 
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 diferenciálních rovnicích:
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Nadále se budeme zabývat funkcionály, které též závisí na derivacích vyšších řádů. Uvažujme funkcionál tvaru:
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Předpokládáme, že funkce 
[image: image455.wmf])
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 má spojité parciální derivace do 2. řádu. Tudíž jsou smíšené parciální derivace 2. řádu též záměnné. Předpokládáme, že funkce 
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 má spojité derivace až do 4. řádu.
Pokud jsou dány počáteční podmínky pevně, tj. 
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[image: image458.wmf];
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 jde o úlohu s pevnými konci. Zde jsou dány funkční hodnoty i derivace v koncových bodech.

Za podobné situace jako dřív položme:
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Uvažujeme-li pouze tyto křivky, pak funkcionál přejde ve funkci parametru 
[image: image460.wmf]a

.
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[image: image462.wmf];
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Jestliže se tam realizuje extrém, musí platit: 
[image: image463.wmf]0
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Platí tedy:
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)

;

)

(

)

(

)

(

)

0

(

0

1

0

ò

¢

¢

×

+

¢

×

+

×

=

¢

=

¢

¢

¢

x

x

y

y

y

dx

x

F

x

F

x

F

d

d

d

j



[image: image465.wmf][
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 (integrace per partes)

Vzhledem k tomu, že platí: 
[image: image466.wmf]0
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[image: image468.wmf][
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 (integrace per partes)
Vzhledem k tomu, že platí: 
[image: image469.wmf]0
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Použijeme-li ještě jednou metodu per partes, obdržíme:

[image: image471.wmf];
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Předchozí rovnost lze ještě upravit na tvar:


[image: image473.wmf];
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Extrém se realizuje na křivce 
[image: image474.wmf])
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Tato rovnice se nazývá Euler-Poissonova rovnice.
Kdybychom uvažovali funkcionál tvaru:

[image: image476.wmf];
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dostali bychom Euler-Poissonovu rovnici ve tvaru:

[image: image477.wmf];
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což lze přepsat na tvar:

[image: image478.wmf];
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Odvození je zdlouhavé, nebudeme ho uvádět. Je nutno učinit předpoklad, že funkce 
[image: image479.wmf])
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[image: image480.wmf]n
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. Speciálně pro 
[image: image481.wmf]1
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 dostaneme již známou Eulerovu rovnici.
Příklad 17.

Uvažujme funkcionál:

[image: image482.wmf](
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V našem případě je: 
[image: image483.wmf];
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[image: image486.wmf];
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Euler-Poissonova rovnice má tvar: 
[image: image488.wmf];
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Řešení rovnice je:

[image: image490.wmf];
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Z počátečních podmínek dostaneme: 
[image: image491.wmf];
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Řešení úlohy je: 
[image: image492.wmf];
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 tj. na této křivce se realizuje extrém.
Určeme ještě hodnotu funkcionálu:
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[image: image494.wmf];
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Příklad 18.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image495.wmf](
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V našem případě je: 
[image: image496.wmf];

16

)

;

;

;

(

2

1

2

4

2

2

4

3

2

1

z

z

z

z

z

z

z

F

-

-

=



[image: image497.wmf];
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Euler-Poissonova rovnice má tvar: 
[image: image501.wmf];
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Řešení rovnice je: 
[image: image503.wmf];
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Příklad 19.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image504.wmf](

)

;

)

(

)

(

2

)

(

1

0

2

2

2

ò

¢

¢

+

¢

+

=

x

x

dx

y

y

y

y

V


V našem případě je: 
[image: image505.wmf];
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Euler-Poissonova rovnice má tvar: 
[image: image510.wmf];
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Řešení rovnice je: 
[image: image512.wmf];
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Příklad 20.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image513.wmf](
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V našem případě je: 
[image: image514.wmf];
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[image: image515.wmf];
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Euler-Poissonova rovnice má tvar: 
[image: image520.wmf];
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Řešení rovnice je: 
[image: image522.wmf];
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Příklad xx.

Uvažujme funkcionál: 
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V našem případě je: 
[image: image525.wmf];
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Euler-Poissonova rovnice má tvar: 
[image: image530.wmf];
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Řešení rovnice je: 
[image: image532.wmf];
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Konstanty určíme z počátečních podmínek, dostaneme řešení:

[image: image533.wmf](
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Ještě zmíníme funkcionály, které závisí na funkci více proměnných. Uvažujme funkcionál (závisí na funkci 
[image: image534.wmf])
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Předpokládáme, že funkce 
[image: image537.wmf])
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 má spojité parciální derivace do 2. řádu. Tudíž jsou smíšené parciální derivace 2. řádu též záměnné. O neznámé funkci 
[image: image538.wmf])
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, která je argumentem funkcionálu, se předpokládá existence spojitých parciálních derivací až do 2. řádu.
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Položme ještě: 
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Funkce 
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Uvažujeme-li pouze tyto křivky, pak funkcionál přejde ve funkci parametru 
[image: image546.wmf]a
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Položme dále:
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Jestliže se tam realizuje extrém, musí platit: 
[image: image556.wmf]0
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což lze upravit na tvar: 
[image: image558.wmf];
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Pokud se na jisté ploše realizuje extrém, platí tzv. Ostrogradského rovnice:
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Platí:

[image: image560.wmf];
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Ostrogradského rovnice lze pak přepsat takto:
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=

¢

¢

×

-

¢

¢

×

-

¢

×

-

-

¢

¢

×

-

¢

¢

×

-

¢

×

-

-

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

yy

z

z

xy

z

z

y

z

z

z

y

yx

z

z

xx

z

z

x

z

z

z

x

z

z

F

z

F

z

F

F

z

F

z

F

z

F

F

F

y

y

y

x

y

y

x

y

x

x

x

x


Příklad xx.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image563.wmf];
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V našem případě je: 
[image: image564.wmf];
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Ostrogradského rovnice má tvar: 
[image: image568.wmf];
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 (Laplaceův operátor).
Předpokládáme, že jsou známy hodnoty na hranici oblasti.
Příklad xx.

Buď dáno konzervativní silové pole, kde potenciální energie 
[image: image570.wmf])
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 je funkcí polohy, pro konzervativní sílu platí vztah: 
[image: image571.wmf]);
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[image: image572.wmf]);
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[image: image573.wmf](
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Nechť je v silovém poli soustava 
[image: image574.wmf]n

 hmotných bodů o hmotnostech 
[image: image575.wmf]i
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 a souřadnicích 
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. Předpokládejme, že hmotné body se pohybují. Polohový vektor hmotného bodu je: 
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 vektor rychlosti hmotného bodu je dán vztahem: 
[image: image579.wmf]));
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 vektor zrychlení je dán vztahem: 
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Kinetická energie hmotného bodu je: 
[image: image581.wmf](
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celková kinetická energie je: 
[image: image582.wmf](
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Potenciální energie hmotného bodu je: 
[image: image583.wmf]);
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celková potenciální energie je: 
[image: image584.wmf];
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Hamiltonův princip v mechanice říká, že nastane pohyb, pro který následující integrál nabývá extrému.
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Integrál se rozpadne na 
[image: image586.wmf]n

 integrálů,
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Pro každý hmotný bod dostaneme soustavu 3 Eulerových rovnic.
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[image: image589.wmf];
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[image: image590.wmf];
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Příklad xx. (rovnice kmitání struny)
Strunu umístíme v soustavě souřadné tak, aby její konce byly v bodech 
[image: image591.wmf][
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, tedy normálně je délka struny 
[image: image592.wmf]l

. Je-li struna v rovnovážné poloze, pokrývá úsečku 
[image: image593.wmf]AB

. Funkce 
[image: image594.wmf])
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 představuje výchylku struny z rovnovážné polohy, která závisí na poloze a na čase, 
[image: image595.wmf];
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délka elementu struny: 
[image: image597.wmf]dx
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Při vychýlení z rovnovážné polohy je délka elementu struny: 
[image: image598.wmf];
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 délka celé struny je: 
[image: image599.wmf];
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 zřejmě platí: 
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Elastická energie elementu struny je: 
[image: image601.wmf];
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 elastická energie celé struny je: 
[image: image602.wmf];
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 (může záviset na čase).
Zřejmě v rovnovážné poloze je elastická energie struny nulová.
Kinetická energie elementu struny je: 
[image: image603.wmf]dx
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, kinetická energie celé struny je: 
[image: image604.wmf];
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Konstanta 
[image: image605.wmf]F

 je vratná síla (snaží se strunu zkrátit), konstanta 
[image: image606.wmf]r

 je délková hustota struny.
Hamiltonův princip v mechanice říká, že nastane takový pohyb struny, při kterém dosahuje následující integrál extrému.
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V našem případě má integrál tvar: 
[image: image608.wmf](
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Ostrogradského rovnice má tvar: 
[image: image609.wmf];
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Tím jsme dostali diferenciální rovnici pro kmitání struny:

[image: image611.wmf];
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Ukážeme si ještě jiné odvození rovnice pro kmitání struny. Předpokládejme, že na strunu v jistém bodě působí síla 
[image: image612.wmf]F

r

, která se snaží element struny táhnout ke kraji a tím strunu zkrátit. Zvolme 2 blízké body o souřadnicích 
[image: image613.wmf][
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. Síla má směr tečny ke struně. Předpokládáme, že platí: 
[image: image614.wmf]);
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 (náčrtek), směry sil jsou téměř opačné, body jsou „taženy“ k opačným koncům.
Předpokládáme, že úhly 
[image: image615.wmf]2
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 jsou „malé“, jejich rozdíl je také „malý“. Složky sil ve směru struny se „skoro“ vyruší, neboť hodnoty 
[image: image616.wmf]2
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 jsou „skoro“ stejné „blízké“ 1. Složka síly kolmá na strunu má velikost: 
[image: image617.wmf]);
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[image: image618.wmf]);
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[image: image619.wmf];
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Hmotnost elementu struny je: 
[image: image620.wmf]dx
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, ze známého vzorce 
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[image: image623.wmf];
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[image: image624.wmf];
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 což souhlasí.
Položme ještě: 
[image: image625.wmf];
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 kde 
[image: image626.wmf]S

 je příčný průřez struny, 
[image: image627.wmf]s

 je tahové napětí, 
[image: image628.wmf]V

r

 je objemová hustota, 
[image: image629.wmf]c

 je rychlost šíření vlnění. Vlnová rovnice pak přejde na tvar:

[image: image630.wmf];
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V předchozím příkladu jsme uvažovali šíření vlnění v jednom směru. Také můžeme uvažovat šíření vlnění ve více směrech (chvění membrány), pak má vlnová rovnice tvar:

[image: image631.wmf];
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Použijeme-li Laplaceův operátor, má vlnová rovnice tvar:


[image: image632.wmf]);
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Pro strunu upevněnou na obou koncích platí okrajové podmínky: 
[image: image633.wmf];
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Nyní se budeme zabývat úlohami s volnými konci. Předpokládejme, že jeden konec je pevný 
[image: image634.wmf];
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 druhý konec je volný (viz náčrtek).
Předpokládejme, že extrém funkcionálu se realizuje na křivce 
[image: image635.wmf])
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[image: image645.wmf];
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Funkcionál má tvar:

[image: image646.wmf];
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[image: image647.wmf](
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[image: image648.wmf](
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[image: image649.wmf](
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Platí sice 
[image: image650.wmf]0
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, neboť první konec je pevný, ale již nemusí platit 
[image: image651.wmf]0
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, neboť druhý konec je volný. Proto také platí: 
[image: image652.wmf][
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Po integraci per partes dostaneme:

[image: image653.wmf](
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Protože i zde platí Eulerova rovnice, platí: 
[image: image654.wmf];
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[image: image655.wmf](
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Platí přibližně: 
[image: image656.wmf];
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Po dosazení dostaneme: 
[image: image657.wmf](
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[image: image658.wmf](
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Předpokládejme, že druhý konec se může pohybovat po křivce 
[image: image659.wmf])
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[image: image660.wmf];
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 Tedy máme:
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Tato podmínka se nazývá podmínka transverzality, určuje vztah mezi směrnicemi tečen v koncovém bodě. Platí také: 
[image: image663.wmf]);
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Pokud je dáno 
[image: image664.wmf]1
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 a 
[image: image665.wmf]1
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 je libovolné, má podmínka transverzality tvar: 
[image: image666.wmf](
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Kdybychom uvažovali oba konce volné, dostali bychom:

[image: image667.wmf];
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[image: image668.wmf](
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[image: image669.wmf][
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Po integraci per partes dostaneme:


[image: image670.wmf](
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Protože i zde platí Eulerova rovnice, platí: 
[image: image671.wmf];
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 máme tedy:

[image: image672.wmf](
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Po dosazení dostaneme:

[image: image673.wmf](
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Předpokládejme, že se konce mohou pohybovat po křivce 
[image: image674.wmf]);
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 po dosazení máme:
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Toto jsou tzv. podmínky transverzality, určují vztah mezi směrnicemi tečen v koncových bodech. Platí také: 
[image: image677.wmf]);
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Příklad 21.
Uvažujme funkcionál: 
[image: image678.wmf];
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Určeme podmínky transverzality v koncových bodech.

V našem případě je: 
[image: image679.wmf];
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[image: image680.wmf];
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[image: image681.wmf];
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Podmínka transverzality v koncovém bodě 
[image: image682.wmf][
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[image: image684.wmf]));
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Jestliže 
[image: image685.wmf]0

)

;

(

1

1

¹

y

x

A

, je 
[image: image686.wmf];

)

(

1

)

(

1

)

(

)

(

0

)

(

)

(

1

1

1

1

1

1

1

x

x

y

x

y

x

x

y

x

y

y

y

¢

-

=

¢

Þ

-

=

¢

¢

Þ

=

¢

¢

+


To znamená, že křivky 
[image: image687.wmf])

(

),

(

1

x

x

y

y

 mají v koncovém bodě kolmé tečny, tj. podmínka transverzality je v tomto případě totožná s podmínkou ortogonality.
Příklad 22.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image688.wmf];
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Je to stejný funkcionál jako v příkladu 8. Extrém nastává na kružnici se středem na ose 
[image: image689.wmf]x

, rovnice je: 
[image: image690.wmf];
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Z podmínky 
[image: image691.wmf]0
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 pak rovnice přejde na tvar: 
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V našem případě je: 
[image: image695.wmf];
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 podmínka transverzality je totožná s podmínkou ortogonality: 
[image: image696.wmf];
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Derivováním rovnice obdržíme: 
[image: image699.wmf];
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 Protože též platí: 
[image: image702.wmf];
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Extrém tedy nastává na kružnici o rovnici: 
[image: image704.wmf];
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[image: image707.wmf];
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Kdybychom uvažovali možnost 
[image: image710.wmf];
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Příklad 23.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image711.wmf];
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Koncový bod se může pohybovat po kružnici o rovnici: 
[image: image712.wmf];
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 Jde o stejný funkcionál jako v předchozím příkladě.

Extrém nastává na kružnici se středem na ose 
[image: image713.wmf]x

, rovnice je: 
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Z podmínky 
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 uvažujme 1. možnost 
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V našem případě platí: 
[image: image719.wmf];
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 podmínka transverzality je totožná s podmínkou ortogonality: 
[image: image720.wmf];
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Derivováním rovnice obdržíme: 
[image: image721.wmf];
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[image: image724.wmf];
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Z podmínky transverzality ještě dostaneme: 
[image: image725.wmf];
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Z dalších rovnic: 
[image: image726.wmf];
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[image: image727.wmf];
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Extrém tedy nastává na kružnici o rovnici: 
[image: image729.wmf];
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Kdybychom uvažovali možnost 
[image: image731.wmf];
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Příklad xx.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image732.wmf](
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Je to stejná úloha jako v příkladu 3, pouze s tím rozdílem, že druhý konce je volný, může se pohybovat po přímce: 
[image: image733.wmf]1
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x

.
Již víme, že extrém se realizuje na parabolách o rovnici: 
[image: image734.wmf];
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Z podmínky 
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. Podmínka transverzality má v tomto případě tvar: 
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Extrém se tedy realizuje na parabole: 
[image: image740.wmf];
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Určeme ještě hodnotu funkcionálu:


[image: image741.wmf](
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Řešení úlohy je trochu jiné než v příkladu 3, kde byly oba konce pevné.

Příklad xx.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image742.wmf](
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Předpokládejme, že druhý konce je volný, může se pohybovat po křivce: 
[image: image743.wmf];
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 v našem případě je tedy: 
[image: image744.wmf];
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Již víme, že extrém se realizuje na parabolách o rovnici: 
[image: image745.wmf];
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Podmínka transverzality má v tomto případě tvar: 
[image: image746.wmf](
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[image: image747.wmf](
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Dále platí: 
[image: image749.wmf];
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Z těchto rovnic již určíme neznámé konstanty.
Postupně dostaneme: 
[image: image750.wmf];
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Rovnice má 2 řešení, 
[image: image751.wmf];
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[image: image752.wmf];
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Vyhovuje jen to první, tj. 
[image: image753.wmf];
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Extrém se realizuje na parabole o rovnici: 
[image: image754.wmf];

)

5

3

(

4

2

x

x

y

+

+

-

=


Příklad 24.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image755.wmf](
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Znamená to, že 
[image: image756.wmf])
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V našem případě je: 
[image: image757.wmf];
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[image: image758.wmf];
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[image: image760.wmf];
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[image: image761.wmf];
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Euler-Poissonova rovnice má tvar: 
[image: image762.wmf];
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[image: image763.wmf];
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Řešení rovnice je: 
[image: image764.wmf];
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(polynom stupně nejvýše 3)
Z počátečních podmínek máme: 
[image: image765.wmf];
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Řešení lze vyjádřit ve tvaru: 
[image: image766.wmf];
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Určeme ještě hodnotu funkcionálu:

[image: image767.wmf](
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[image: image768.wmf][
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Je zřejmé, že funkcionál nabývá minima pro 
[image: image769.wmf]0
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, nabývá hodnoty 
[image: image770.wmf]1

. Extrém (minimum) se realizuje na přímce 
[image: image771.wmf]x
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.
Poznamenejme ještě, že z podmínek transverzality plyne, že 
[image: image772.wmf]0
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[image: image773.wmf]0
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Příklad 25.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image774.wmf](
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V našem případě je: 
[image: image775.wmf];
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[image: image776.wmf];
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[image: image778.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image779.wmf]0
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[image: image780.wmf]0
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Extrém se realizuje na přímkách 
[image: image781.wmf];
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Z počátečních podmínek dostaneme: 
[image: image782.wmf];
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Spočtěme hodnotu funkcionálu:

[image: image783.wmf](
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Zkusme ještě zjistit, zda na lomených čarách nabývá funkcionál ještě nižších hodnot. Rozdělme úlohu na dvě úlohy 
[image: image784.wmf];
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V první úloze je první konec pevný, druhý volný. V druhé úloze je první konec volný, druhý pevný.
Z podmínky: 
[image: image785.wmf];
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 vyplývá, že pro směrnice lomených čar platí: 
[image: image786.wmf];
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Uvažujme tyto lomené čáry:

[image: image787.wmf];
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[image: image788.wmf];
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Spočtěme hodnoty funkcionálu:

[image: image789.wmf];
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[image: image790.wmf];
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Extrém se tedy realizuje na lomených čarách (viz náčrtek).
Příklad 26.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image791.wmf](
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V našem případě je: 
[image: image792.wmf];
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[image: image793.wmf];
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[image: image794.wmf]);
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[image: image795.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image796.wmf]0
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[image: image797.wmf]0

=

¢

¢

y

.

Extrém se realizuje na přímkách 
[image: image798.wmf];
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Z počátečních podmínek dostaneme: 
[image: image799.wmf];
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Spočtěme hodnotu funkcionálu:


[image: image800.wmf](
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Zkusme ještě zjistit, zda na lomených čarách nabývá funkcionál ještě nižších hodnot. Rozdělme úlohu na dvě úlohy 
[image: image801.wmf];
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V první úloze je první konec pevný, druhý volný. V druhé úloze je první konec volný, druhý pevný.

Z podmínky: 
[image: image802.wmf];
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 vyplývá, že pro směrnice lomených čar platí: 
[image: image803.wmf];
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Uvažujme tyto lomené čáry:

[image: image804.wmf];

3

;

4

3

;

6

;

3

0

;

=

î

í

ì

£

£

-

£

£

=

L

x

x

x

x

x

y



[image: image805.wmf];
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Spočtěme hodnoty funkcionálu:


[image: image806.wmf];
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Extrém se tedy realizuje na lomených čarách (viz náčrtek).

Uvažujme ještě tyto lomené čáry:

[image: image808.wmf];
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[image: image809.wmf];
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Spočtěme hodnoty funkcionálu:


[image: image810.wmf];
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[image: image811.wmf];
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Příklad 27.

Uvažujme funkcionál: 
[image: image812.wmf](
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V našem případě je: 
[image: image813.wmf];
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[image: image814.wmf]);
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[image: image815.wmf]);
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[image: image816.wmf];
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Eulerova rovnice má tvar: 
[image: image817.wmf]0
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[image: image818.wmf]0
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Extrém se realizuje na přímkách 
[image: image819.wmf];
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Z počátečních podmínek dostaneme: 
[image: image820.wmf];
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Spočtěme hodnotu funkcionálu:


[image: image821.wmf](
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Zkusme ještě zjistit, zda na lomených čarách nabývá funkcionál ještě nižších hodnot. Rozdělme úlohu na dvě úlohy 
[image: image822.wmf];
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V první úloze je první konec pevný, druhý volný. V druhé úloze je první konec volný, druhý pevný.

Z podmínky: 
[image: image823.wmf];
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 vyplývá, že pro směrnice lomených čar platí: 
[image: image824.wmf];
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Uvažujme tyto lomené čáry:

[image: image825.wmf];
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[image: image826.wmf];
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Spočtěme hodnoty funkcionálu:
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Extrém se tedy realizuje na lomených čarách (viz náčrtek).

Použité zdroje:

1) Elsgolc L.E.; Variační počet (přeloženo z ruského originálu, SNTL 1965)
2) Rektorys K.; Přehled užité matematiky
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