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XXV. Funkcionální analýza
Funkcionální analýza zkoumá vektorové prostory funkcí, tedy převážně vektorové prostory nekonečné dimenze. Pojem vektorového prostoru byl zaveden v lineární algebře (viz LA, kap. 2), dále byl zaveden prostor se skalárním součinem (viz LA, kap. 10). Bylo též ukázáno, že skalární součin indukuje normu. Lineární algebra zkoumá převážně vektorové prostory konečné dimenze, funkcionální analýza zkoumá vektorové prostory nekonečné dimenze. Vektorovému prostoru se též říká lineární prostor.
Definice 25.x.
Buď dán vektorový prostor 
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 (trojúhelníková nerovnost)

Viz též LA, unitární prostory, (kap. 10). Vektorovému prostoru s normou se též říká normovaný lineární prostor (NLP).
Poznámka:
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Věta 25.x.

Buď 
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 vektorový prostor s normou, pak zobrazení definované předpisem: 
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Tedy zobrazení 
[image: image17.wmf]r

 má všechny vlastnosti metriky.
□
Věta 25.x.
Za dané situace také platí: 
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Důkaz:
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Tedy: 
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□
Definice 25.x.
Buď 
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 vektorový prostor s normou (NLP), nechť je úplný vzhledem k normě (Def. 11.20). Pak se vektorový prostor 
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Na prostoru 
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 můžeme též uvažovat limitu vzhledem k normě. Připomeňme si některé pojmy.
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Posloupnost 
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Prostor je úplný vzhledem k normě, jestliže má každá Cauchyovská posloupnost limitu (Def. 11.20).
V Banachově prostoru tedy platí:
Posloupnost 
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Věta 25.x.

V Banachově prostoru je norma spojitá funkce.

Důkaz:

Buď 
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 prvků z prostoru. Protože prostor je úplný vzhledem k normě, má posloupnost limitu v 
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Tedy také 
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Tedy norma je spojitá funkce.
□
Příklad 25.x.
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 tj. vektorový prostor spojitých funkcí na intervalu 
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Definujme na 
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 normu takto: 
[image: image44.wmf])

(

sup

;

x

f

f

b

a

x

ñ

á

Î

=

 (tzv. supremová norma).
Zřejmě platí: 
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Tento prostor je Banachův prostor (důkaz viz …).
Poznámka:

Pro spojitou funkci na uzavřeném omezeném intervalu platí: 
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 (viz V 3.x). V tom případě jsou supremová a maximová norma totožné. Podstatné je, aby interval byl uzavřený a omezený.

Příklad 25.x.

Uvažujme vektorový prostor 
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Definujme normu takto: 
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 (viz též Př. 11.2., též LA, unitární prostory, kap. 10)
Speciálně pro 
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Prostor 
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Také je možno definovat normu takto: 
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Věta 25.x. (Weierstrassova věta)
Uvažujme prostor spojitých funkcí 
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Každou spojitou funkci lze aproximovat polynomem.
Platí toto: 
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Důkaz:

viz Jarník V.: Diferenciální počet II
Příklad 25.x.

Na vektorovém prostoru 
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 (viz předchozí příklad)
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Pro každé 
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V Banachově prostoru 
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 můžeme též uvažovat nekonečné řady prvků. Buď dána posloupnost prvků 
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Vzniká však otázka, kdy má součet řady smysl, tj. kdy řada konverguje (součet řady je v prostoru 
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). Následující věta nám dává postačující podmínku konvergence řady.
Věta 25.x.

Buď 
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 Banachův prostor, dále posloupnost prvků 
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Postačující podmínka pro konvergenci řady v Banachově prostoru je, aby konvergovala číselná řada norem prvků.
Důkaz:
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Protože dle předpokladu je: 
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Příklad 25.x.

Podobně můžeme definovat normu na prostoru spojitých funkcí 
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Spojitá funkce nabývá na uzavřeném intervalu svého maxima i minima (V 3.x.).
Norma splňuje trojúhelníkovou nerovnost, platí též:
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což lze vyjádřit takto:
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(bude dokázáno dále)
Tato nerovnost se nazývá Minkowského nerovnost, ačkoli jde v podstatě o trojúhelníkovou nerovnost.
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Na prostoru 
[image: image108.wmf])

(

m

p

L

 definujeme normu takto: 
[image: image109.wmf];

;

1

N

Î

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

ò

p

d

f

f

p

X

p

p

m


Na prostoru 
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Je-li speciálně 
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Na prostoru 
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Na prostoru 
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 (prostor omezených posloupností)
Poznámka:
Buď 
[image: image119.wmf]R
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 (konstanta), pak platí:
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V prostoru 
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 se pracuje s třídami ekvivalentních funkcí (faktor prostor), což se mlčky akceptuje. 
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Věta 25.x. (Youngova nerovnost)
Buďte 
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Důkaz:

Předpokládejme, že 
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. Je-li jedno z čísel nulové, je nerovnost splněna triviálně. Použijeme toho, že logaritmus je funkce rostoucí a konkávní.
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Věta 25.x. (Hölderova nerovnost)
Buďte 
[image: image129.wmf];
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 (sdružené exponenty). Pak na prostoru spojitých funkcí 
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Tato nerovnost se nazývá Hölderova.
Důkaz:
Položme: 
[image: image133.wmf];
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Předpokládejme, že ani jedna z funkcí 
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 není identicky rovna nule, jinak je to zřejmé. Pak také 
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Zvolme jisté 
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 použijeme Youngovu nerovnost (viz předchozí věta). Dostaneme: 
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Nyní obě strany nerovnosti integrujeme, dostaneme:
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(nerovnost násobíme kladným číslem)
□
V případě 
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který je též znám jako Schwarzova nerovnost. Někdy se také uvádí v této úpravě:
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Tuto nerovnost můžeme též použít pro součet v prostoru konečné dimenze 
[image: image146.wmf]n
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[image: image148.wmf];
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Tedy máme nerovnost: 
[image: image149.wmf];
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 která je známá též jako Cauchyova (též LA V 10.1.).
Poznámka:

Hölderova nerovnost také platí pro reálné funkce na prostoru s mírou přes měřitelnou množinu. Má pak tvar:
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Důkaz by se provedl zcela analogicky.
Hölderova nerovnost lze vyjádřit také takto: 
[image: image151.wmf];
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Je-li např. 
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Poznámka:

Za sdružené exponenty můžeme též považovat čísla 
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Hölderova nerovnost pak přejde na tvar:
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Za sdružené exponenty můžeme též považovat čísla 
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Platí: 
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Hölderova nerovnost pak přejde na tvar:
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Na prostoru s mírou místo suprema bereme tzv. esenciální supremum (viz kap 14).
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Věta 25.x. (Minkowského nerovnost)
Buďte 
[image: image161.wmf]1
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, pak na prostoru spojitých funkcí 
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 platí nerovnost:
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Důkaz:

Předpokládejme, že ani jedna z funkcí 
[image: image164.wmf]g

f

,

 není identicky rovna nule, jinak je to zřejmé.

Případ 
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 je zřejmý,
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Nechť tedy 
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Sečtením nerovností dostaneme:
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Také platí vztahy: 
[image: image175.wmf];
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Odtud dále dostáváme:
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 což je tvrzení věty.
□
Poznámka:

Minkowského nerovnost lze také vyjádřit takto: 
[image: image179.wmf];
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 je to v podstatě trojúhelníková nerovnost.
Příklad 25.x.

Uvažujme vektorový prostor všech posloupností reálných čísel, tj. prostor 
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Položme: 
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, tj. množina těch posloupností, jejichž řada 
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Definujme normu takto: 
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Pak 
[image: image185.wmf]V
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 a je to vzhledem k této normě Banachův prostor.
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, tj. množina těch posloupností, jejichž supremum absolutních hodnot členů je konečné, norma se definuje takto: 
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[image: image188.wmf]¥
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 je množina všech omezených posloupností. Též 
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 a je to vzhledem k této normě Banachův prostor.

Příklad 25.x.

Uvažujme vektorový prostor posloupností reálných čísel, které mají limitu 0 (označme ho 
[image: image190.wmf]0
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). Dále uvažujme vektorový prostor posloupností, které mají jen konečný počet členů nenulových (označme ho 
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). Podržme označení z předchozího příkladu 
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Zřejmě platí: 
[image: image194.wmf]V
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. Normu definujme jako dříve, tj. 
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Prostor 
[image: image196.wmf]0
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 je Banachův prostor, ale prostor 
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 není Banachův prostor, což ukážeme.
Zvolme: 
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Dále zvolme: 
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Platí: 
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[image: image203.wmf];
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Posloupnost prvků z 
[image: image204.wmf]00
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 (posloupnost posloupností) má limitu 
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 (jinou mít nemůže), která není z 
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. Prostor tedy není úplný vzhledem k normě, tudíž to není Banachův prostor. Limitním přechodem se dostaneme mimo daný prostor.
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Poznamenejme, že v prostoru 
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Pozor, jde o konvergenci po složkách, ne podle normy (viz dále).
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Příklad 25.x.

Uvažujme prostor posloupností 
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Posloupnost posloupností tedy konverguje k nulové posloupnosti vzhledem k normě 
[image: image260.wmf]¥

n

x

, ne však vzhledem k normě 
[image: image261.wmf]1

n

x

.
Obecně: 
[image: image262.wmf]¥

£

£

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

-

-

p

n

n

n

n

p

p

p

p

p

p

n

1

;

1

1

1

1

1

1

1

1

x


Posloupnost posloupností tedy konverguje k nulové posloupnosti vzhledem k normě 
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Posloupnost funkcí nekonverguje vzhledem k normě 
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 (esenciální supremum)
Posloupnost funkcí nekonverguje vzhledem k normám.
Věta 25.x. (Hardyho nerovnost)
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(integrace per partes)
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(použili jsme Hölderovu nerovnost)
Dále dostáváme:
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Věta 25.x
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□
Také můžeme definovat spojitost zobrazení Banachových prostorů vzhledem k normám (viz kap. 11). Připomeňme si pojem spojitosti zobrazení a limity zobrazení (funkce).
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Zřejmě platí: 
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Pokud bude zřejmé, o jakou normu jde, budeme indexy vynechávat.
Spojitost zobrazení lze definovat též takto:
Zobrazení 
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Poznámka:

Zobrazení se někdy také říká operátor. Proto je možno se v literatuře setkat s pojmy jako např. lineární operátor, spojitý operátor, apod.

Definice 25.x.
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Definice 25.x.

Buďte 
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Normu zobrazení lze definovat ekvivalentně takto: 
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Zřejmě je lineární zobrazení omezené, právě když 
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Věta 25.x.
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Věta 25.x.
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Definice 25.x.

Buď 
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Příklad 25.x.

Uvažujme prostor 
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Je zřejmé, že 
[image: image384.wmf]T

 je lineární forma (funkcionál). Ukážeme, že to je omezený funkcionál.
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Příklad 25.x.

Uvažujme prostor 
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Definujme zobrazení 
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Příklad 25.x.

Uvažujme prostor 
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 se supremovou normou. Jde vlastně o průnik dvou podprostorů, což je opět podprostor (viz LA).
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Určíme normu zobrazení, tj. 
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Platí tedy: 
[image: image415.wmf]N

Î

"

-

-

>

n

n

a

b

T

2

1

, tudíž: 
[image: image416.wmf];

a

b

T

-

=


Neexistuje funkce z prostoru 
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Příklad 25.x.

Uvažujme opět prostor 
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 se supremovou normou. Jde vlastně o průnik dvou podprostorů, což je opět podprostor (viz LA).
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Určíme normu zobrazení, tj. 
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Platí tedy: 
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Definujme funkcionál takto: 
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Uvažujme prostor 
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Je zřejmé, že 
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Platí dokonce toto: 
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Uvažujme prostor 
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Použili jsme Schwarzovu nerovnost.
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V tomto příkladu je vidět význam sdružených exponentů.
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K výsledku jsme mohli dospět také užitím výsledku dřívějšího příkladu 25.x.
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K výsledku jsme mohli dospět také užitím výsledku dřívějšího příkladu 25.x.
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Příklad 25.x.

Buď 
[image: image577.wmf]H

 Hilbertův prostor (viz dále), zvolme pevně 
[image: image578.wmf]H

Î

h

. Definujme lineární funkcionál takto: 
[image: image579.wmf]h
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, určíme normu funkcionálu.


[image: image580.wmf];
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[image: image581.wmf]h
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 Tedy platí: 
[image: image583.wmf]h
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Poznámka:

Později bude dokázáno, že všechny omezené lineární funkcionály v Hilbertově prostoru lze vyjádřit způsobem uvedeným výše.

Věta 25.x. (Hahn-Banachova)
Buď 
[image: image584.wmf]X

 normovaný lineární prostor (NLP), 
[image: image585.wmf]X

V
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 jeho podprostor. Nechť zobrazení 
[image: image586.wmf]R
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 je omezený lineární funkcionál na podprostoru 
[image: image587.wmf]V

, tj. 
[image: image588.wmf]+¥
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. Pak existuje omezený lineární funkcionál 
[image: image589.wmf]R
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, který je rozšířením funkcionálu 
[image: image590.wmf]f

 (
[image: image591.wmf]V
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) a platí: 
[image: image592.wmf]X
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Důkazu předešleme ještě poznámku: To, že funkcionál 
[image: image593.wmf]F

 je rozšířením funkcionálu 
[image: image594.wmf]f

, lze vyjádřit také takto: 
[image: image595.wmf]f
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Normy se myslí vzhledem k různým prostorům, 
[image: image596.wmf];
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Důkaz:

Případ 
[image: image597.wmf]0

º

f

 je triviální, pak je: 
[image: image598.wmf]0

º

F

, dále předpokládejme, že to není identická nula, tj. 
[image: image599.wmf]0
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. Zvolme 
[image: image600.wmf]V
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, položme: 
[image: image601.wmf]{
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 tj. lineární obal podprostoru 
[image: image602.wmf]V

 a vektoru 
[image: image603.wmf]x

. Protože 
[image: image604.wmf]f

 je lineární funkcionál, platí: 
[image: image605.wmf]);
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 vzniká otázka, jak zvolit hodnotu 
[image: image606.wmf])
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[image: image607.wmf])
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Musí platit: 
[image: image608.wmf];
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též 
[image: image609.wmf];
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[image: image610.wmf];
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Buďte 
[image: image612.wmf]V
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, pak platí:

[image: image613.wmf](
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[image: image614.wmf];
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[image: image615.wmf];
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tedy intervaly 
[image: image616.wmf]V
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 mají neprázdný průnik, tj. lze volit 
[image: image617.wmf])
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 tak, aby vyhovovalo podmínkám.
Tím jsme funkcionál 
[image: image618.wmf]f

 rozšířili na podprostor 
[image: image619.wmf]ñ
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. Podobně můžeme postupovat dále, až obsáhneme celý prostor 
[image: image620.wmf]X

.
□
Věta 25.x. (Banach-Steinhausova)
Buď 
[image: image621.wmf]X

 Banachův prostor, 
[image: image622.wmf]Y

 normovaný lineární prostor (NLP), dále buď dán systém omezených lineárních zobrazení 
[image: image623.wmf](
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 prostoru 
[image: image624.wmf]X

 do prostoru 
[image: image625.wmf]Y

. Pak nastane jedna z následujících dvou možností:
· Existuje 
[image: image626.wmf]+
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 takové, že platí: 
[image: image627.wmf]L
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· Existuje podmnožina 
[image: image628.wmf]X
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, která je typu 
[image: image629.wmf]d
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 a je hustá v 
[image: image630.wmf]X

 taková, že platí: 
[image: image631.wmf]G
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Geometrická interpretace:
· V prostoru 
[image: image632.wmf]Y

 existuje „koule“ se středem v počátku a poloměru 
[image: image633.wmf]M

, že každé zobrazení 
[image: image634.wmf]l

L

 zobrazuje „jednotkovou kouli“ v prostoru 
[image: image635.wmf]X

 do dané koule v 
[image: image636.wmf]Y

.
· Žádná „koule“ v 
[image: image637.wmf]Y

 neobsahuje všechny prvky 
[image: image638.wmf]L
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[image: image639.wmf]G
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Důkaz:

Definujme funkci: 
[image: image640.wmf];
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dále množiny 
[image: image641.wmf]{
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Zobrazení 
[image: image642.wmf]L
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 jsou spojitá (viz V 25.x.), norma je též spojitá funkce, jsou funkce 
[image: image643.wmf]Y
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 též spojité. Tudíž funkce 
[image: image644.wmf])
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 je zdola polospojitá (V 11.x.). Každá z množin 
[image: image645.wmf]X
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 je otevřená (viz kap. 11).
Nechť např. množina 
[image: image646.wmf]N
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 (
[image: image647.wmf]N
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) není hustá v prostoru 
[image: image648.wmf]X

, tj. existuje 
[image: image649.wmf]0
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 (okolí bodu množinu „neprotne“). Tedy platí:

[image: image651.wmf];
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Platí: 
[image: image652.wmf];
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[image: image653.wmf];
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[image: image654.wmf];
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 Tudíž 
[image: image655.wmf];
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 stačí volit 
[image: image656.wmf];
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Nyní uvažujme případ, kdy jsou všechny množiny 
[image: image657.wmf]X
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 husté. Podle Baireovy věty je též hustá množina 
[image: image658.wmf]I
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, která je zřejmě typu 
[image: image659.wmf]d
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Platí: 
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□
Poznámka:
Předchozí větě se někdy říká princip stejnoměrné omezenosti.

Věta 25.x. (o otevřeném zobrazení)
Buďte 
[image: image663.wmf]Y

X
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 Banachovy prostory, 
[image: image664.wmf]Y
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 otevřené jednotkové koule. Dále buď dáno omezené lineární zobrazení 
[image: image665.wmf]Y
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, které je na prostor 
[image: image666.wmf]Y

. Pak existuje 
[image: image667.wmf]0
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, pro které platí: 
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Tvrzení věty lze též vyjádřit takto: Pro každé 
[image: image670.wmf]Y
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, pro které je 
[image: image671.wmf]d

<

Y

y

, existuje 
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Důkaz:
Pro každé 
[image: image674.wmf]Y
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 tak, že platí: 
[image: image676.wmf]y
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 (zobrazení na množinu). Protože 
[image: image677.wmf]L

 je lineární zobrazení, je obraz každé otevřené koule o středu 
[image: image678.wmf]X
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 otevřená koule o středu 
[image: image679.wmf]Y
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. Odtud název „otevřené zobrazení“.
(dále viz Rudin)
Věta 25.x.
Buďte 
[image: image680.wmf]Y
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 Banachovy prostory, 
[image: image681.wmf]Y
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 omezené lineární zobrazení, které je prosté a na množinu (vzájemně jednoznačné).
Pak existuje 
[image: image682.wmf]0
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 takové, že platí: 
[image: image683.wmf]X
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Důkaz:

Protože zobrazení je vzájemně jednoznačné, pro každé 
[image: image684.wmf]Y
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 existuje právě jedno 
[image: image685.wmf]X
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 tak, že 
[image: image686.wmf]y
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[image: image687.wmf]0
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 tak, že pro každé 
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[image: image689.wmf]1
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□
Poznámka:
Za situace z předchozí věty existuje inverzní zobrazení (které je též lineární), tj. 
[image: image695.wmf]X
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. Pro normu zobrazení platí: 
[image: image696.wmf]d
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. Vztah 
[image: image697.wmf]X
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 lze též vyjádřit takto: 
[image: image698.wmf];
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[image: image699.wmf]d
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Tedy inverzní zobrazení je omezené (tedy spojité).

Věta 25.x.

Buď 
[image: image700.wmf]X

 Banachův prostor, dále 
[image: image701.wmf]X
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 lineární operátor zobrazující prostor 
[image: image702.wmf]X

 do sebe, nechť 
[image: image703.wmf]1
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. Pak k operátoru 
[image: image704.wmf]T
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 existuje inverzní operátor a platí: 
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(obdoba součtu nekonečné geometrické řady, poznamenejme, že 
[image: image706.wmf]I
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Důkaz:
Platí: 
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Vzhledem k tomu, že 
[image: image710.wmf]1
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, je: 
[image: image711.wmf]0
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Limitním přechodem pro 
[image: image712.wmf]¥
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 dostaneme: 
[image: image713.wmf];
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□

Definice 25.x.
Buď 
[image: image715.wmf]X

 normovaný lineární prostor. Množina všech omezených lineárních funkcionálů tvoří též vektorový prostor a značí se 
[image: image716.wmf]*

X

. Nazývá se duální prostor k prostoru 
[image: image717.wmf]X

 (viz též LA, kap. 8). Na prostoru 
[image: image718.wmf]*

X

 lze též definovat normu.
Věta 25.x.
Je-li 
[image: image719.wmf]X

 Banachův prostor, je duální prostor 
[image: image720.wmf]*

X

 též Banachův.
Důkaz:
viz …
Poznámka:

Ke každému lineárnímu prostoru existuje duální prostor. Můžeme tedy utvořit tzv. „druhý duál 
[image: image721.wmf]*
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. Definujme tzv. kanonické zobrazení: 
[image: image722.wmf]*
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 následovně: 
[image: image723.wmf]);
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 Zobrazení 
[image: image724.wmf]j

 je prostý homomorfismus. Je-li zobrazení 
[image: image725.wmf]j

 izomorfismus, nazývá se prostor reflexivní. Tento izomorfismus se také nazývá kanonické zobrazení. Prostory konečné dimenze jsou reflexivní. Prostory nekonečné dimenze nemusí být reflexivní.
Definice 25.x.

Buďte 
[image: image726.wmf]Y

X

,

 normované lineární prostory, 
[image: image727.wmf]Y

X
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 omezené lineární zobrazení (operátor). Pak duální operátor 
[image: image728.wmf]*
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 (k operátoru 
[image: image729.wmf]L

) je definován takto: 
[image: image730.wmf]));
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[image: image731.wmf]L
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Poznámka:
Za dané situace platí: 
[image: image732.wmf]L

L

=

*

 (ověřte).

Definice 25.x.
Buď dán vektorový prostor 
[image: image733.wmf]H

 nad 
[image: image734.wmf]R

 (nebo nad 
[image: image735.wmf]C

) se skalárním součinem (unitární prostor, viz LA). Je-li vektorový prostor úplný vzhledem k normě indukované skalárním součinem, nazývá se Hilbertův prostor.
Skalární součin indukuje normu (LA def. 10.x.), ta pak indukuje metriku. Ovšem ne každá norma je indukovaná skalárním součinem (viz supremová norma).

Hilbertův prostor je též Banachův prostor, ale naopak to nemusí platit. 
[image: image736.wmf]BP

HP

Þ

.
Hilbertův prostor je též Unitární prostor, ale naopak to nemusí platit. 
[image: image737.wmf]UP
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.
V Hilbertově prostoru se definuje norma jako v Unitárním prostoru, tj. 
[image: image738.wmf];
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V Hilbertově prostoru můžeme též definovat kolmost dvou prvků (podobně jako v Unitárním prostoru). 
[image: image740.wmf];
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Dva prvky jsou kolmé (ortogonální), je-li jejich skalární součin roven nule.

V Hilbertově prostoru též platí: 
[image: image741.wmf];
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 což je vlastně Pythagorova věta (viz též LA, kap. 10, unitární prostory).
V Banachově prostoru můžeme definovat kolmost vektorů takto: 
[image: image742.wmf];
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Skalární součin na 
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 (viz Př. 25.x. 
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Skalární součin v prostrou nad 
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 je hermitovsky symetrický,
tj. platí: 
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Také platí: 
[image: image752.wmf]);
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Skalární součin v prostoru nad 
[image: image754.wmf]R

 je symetrický, neboť platí: 
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Platí Schwarzova nerovnost: 
[image: image757.wmf];
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[image: image759.wmf];
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Na prostoru spojitých funkcí 
[image: image760.wmf]ñ
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 můžeme též definovat skalární součin: 
[image: image761.wmf];
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Tento skalární součin indukuje normu: 
[image: image762.wmf];
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 (viz př. 25.x.)
Ke spojité funkci existuje primitivní funkce, spojitá funkce má přes uzavřený interval konečný integrál (V 7.x., V 8.x.).
Prostor spojitých funkcí s takto definovaným skalárním součinem nemusí být Hilbertův prostor (viz následující příklad).

Poznámka:

V Hilbertově prostoru platí tzv. rovnoběžníková rovnost.
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(dokáže se snadno)
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Součtem dostaneme rovnoběžníkovou rovnost.

V reálném prostoru platí toto: 
[image: image766.wmf];
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Normu lze indukovat skalárním součinem právě tehdy, když pro ni platí rovnoběžníková rovnost.
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V reálném prostoru platí toto: 
[image: image768.wmf](
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Příklad 25.x.

Uvažujme prostor 
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Všechny funkce 
[image: image773.wmf])
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, tedy speciálně na intervalu 
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Limitní funkce není v 0 zprava spojitá, je tam zleva spojitá, tedy je spojitá na intervalu 
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 Posloupnost funkcí 
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 je Cauchyovská (vzhledem k normě indukované skalárním součinem), ale nemá limitu v 
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, tudíž prostor není úplný, tudíž to není Hilbertův prostor (viz též Př. 13.x.).
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[image: image784.wmf];
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[image: image785.wmf];
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Prostor spojitých funkcí 
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 můžeme zúplnit (rozšířit tak, aby byl úplný). Zúplněním prostoru 
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, tj. prostor všech funkcí, které po umocnění na druhou mají konečný Lebesgueův integrál přes interval 
[image: image789.wmf]ñ

á

b

a

;

 (viz kap. 14).

Příklad 25.x.

Uvažujme vektorový prostor všech posloupností reálných čísel, tj. prostor 
[image: image790.wmf];
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, tj. množina těch posloupností, jejichž řada druhých mocnin jejích členů konverguje.
Skalární součin definujeme takto: 
[image: image793.wmf];
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Definujme normu takto: 
[image: image794.wmf];
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Pak 
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Příklad 25.x.

Uvažujme prostor s mírou 
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, tj. množina těch funkcí, jejichž druhá mocnina má konečný Lebesgueův integrál přes množinu 
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Definujme normu takto: 
[image: image807.wmf];
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Pak 
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 a je to vzhledem k této normě Hilbertův prostor.
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Poznámka:

Prostory 
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 jsou Banachovy, ale Hilbertovy prostory jsou pouze pro 
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Věta 25.x.

V Hilbertově prostoru je skalární součin spojitá funkce v obou proměnných. Norma vektoru je též spojitá funkce.
Důkaz:

Označme 
[image: image817.wmf]H

 Hilbertův prostor, buď dána posloupnost prvků 
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, tj. jde o posloupnost reálných čísel. K důkazu také použijeme Schwarzovu nerovnost.
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Máme tedy:
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[image: image826.wmf];

0

®

×

-

+

-

×

£

y

x

x

y

y

x

n

n

n



[image: image827.wmf]£
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[image: image828.wmf];
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Tedy máme: 
[image: image829.wmf];

lim

0

lim

y

x

y

x

y

x

y

x

×

=

×

Þ

=

×

-

×

¥

®

¥

®

n

n

n

n

n

n


Pro normu vektoru platí toto: 
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tj. 
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□
Každý unitární prostor konečné dimenze nad tělesem reálných čísel je úplný. Jiná je ovšem situace v prostorech nekonečné dimenze.
Uvažujme např. vektorový prostor všech posloupností reálných čísel, tj. prostor 
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Zřejmě platí: 
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Buď 
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 množina těch posloupností, které mají jen konečný počet nenulových členů (skoro všechny členy jsou nulové). Snadno se ověří, že je to podprostor, tj. 
[image: image841.wmf]V

U

ÌÌ

, přičemž také 
[image: image842.wmf]¥

=

U

dim

. Přitom prostor 
[image: image843.wmf]U

 je vlastní podprostor prostoru 
[image: image844.wmf]V

, tj. 
[image: image845.wmf]V

U

V

U

¹

Ù

ÌÌ

. Platí 
[image: image846.wmf]00

c

U

=

 (viz dříve).
Příklad 25.x.

Utvořme posloupnost prvků z prostoru 
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, tj. posloupnost posloupností reálných čísel. Definujme ji takto:
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Zřejmě platí: 
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, neboť má všechny členy nenulové.
Nyní si ukážeme, jak na prostoru posloupností definovat skalární součin a normu. Můžeme ji definovat analogicky jako v prostorech konečné dimenze, tj.
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Nekonečně mnoho prvků lze sečíst limitním přechodem, v normovaném vektorovém prostoru se definuje limita vzhledem k normě.

Platí: 
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Zde se ale může vyskytnout problém, neboť skalární součin je vyjádřen nekonečnou řadou a ta nemusí konvergovat. Skalární součin někdy nemusí mít smysl, norma nemusí být konečná. Proto se omezíme na posloupnosti, jejíž řada druhých mocnin členů konverguje, tj. platí: 
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V prostoru posloupností 
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 mají již skalární součin a norma vždy smysl.
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Metrika se definuje takto: 
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Kdybychom uvažovali posloupnosti komplexních čísel, bylo by nutno psát absolutní hodnotu, neboť komplexní čísla nelze porovnávat podle velikosti.


[image: image864.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

¥

<

Î

=

å

¥

=

1

2

2

n

n

x

l

N

C

x


Vraťme se ještě k příkladu 25.x.

Snadno se ověří, že 
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Zřejmě 
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 (zbytek konvergentní řady)

Vektorový prostor posloupností 
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 můžeme přirozeným způsobem vnořit do prostoru 
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Poznámka:

V prostoru 
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 můžeme definovat konvergenci podle normy a konvergenci po složkách. Z konvergence podle normy plyne konvergence po složkách.
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Naopak to ale nemusí platit, což ukazuje následující příklad.
Příklad 25.x.
Uvažujme posloupnost základních jednotkových posloupností.
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Poznámka:
V prostorech konečné dimenze jsou konvergence po složkách a konvergence podle normy ekvivalentní.

Je-li však posloupnost prvků 
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 Cauchyovská, jsou konvergence po složkách a konvergence podle normy ekvivalentní i v prostoru nekonečné dimenze.

Podprostor Hilbertova prostoru tedy nemusí být sám Hilbertův prostor. Je-li ovšem podprostor Hilbertova prostoru uzavřený (vzhledem k metrice indukované skalárním součinem), je sám Hilbertův prostor (viz následující věta).
Věta 25.x.
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Věta 25.x.
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Věta 25.x.
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□
V Hilbertově prostoru můžeme definovat ortogonální (ortonormální) množiny. V prostorech nekonečné dimenze může být nekonečná ortogonální množina neobsahující nulový prvek. Pojmem ortogonální množina budeme rozumět množinu neobsahující nulový prvek.
Také v Hilbertově prostoru lze prvek rozložit na prvek náležející do podprostoru a prvek kolmý na podprostor, ale je nutno navíc předpokládat uzavřenost podprostoru. Tvrzení budeme formulovat v následující větě.

Věta 25.x.
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Zvolme 
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Nyní stačí položit: 
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Jednoznačnost rozkladu se dokáže takto: Nechť 
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Linearita zobrazení je zřejmá, platí 
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Důsledek:
Za dané situace je Hilbertův prostor direktním součtem podprostoru a kolmého podprostoru, tj. 
[image: image966.wmf]^
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Věta 25.x.
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Tato věta je zobecnění Pythagorovy věty.
Věta 25.x.
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Nejlepší je volit koeficienty takto: 
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Poznámka:

Výraz: 
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Věta 25.x.
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Důkaz:

Pro Fourierovy koeficienty platí: 
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Chceme-li prvek 
[image: image1036.wmf]H
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 aproximovat konečnou lineární kombinací prvků z množiny 
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, je nejlepší volit Fourierovy koeficienty, tj. vzít částečný součet Fourierovy řady.

Naskýtá se otázka, kdy Fourierova řada konverguje ke „svému“ prvku. K tomu ještě potřebujeme definovat pojem úplného ortogonálního systému.
Definice 25.x.
Buď 
[image: image1038.wmf]H
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Jestliže je prvek kolmý na všechny prvky ortogonální množiny 
[image: image1042.wmf]N

, je nulový. Jinými slovy: Žádný nenulový prvek nemůže být kolmý na všechny prvky ortogonální množiny 
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V prostorech konečné dimenze je úplný ortogonální systém libovolná ortogonální báze. Obsahuje-li ortogonální množina tolik prvků, kolik je dimenze vektorového prostoru, tvoří úplný ortogonální systém. V prostorech nekonečné dimenze se může stát, že ortogonální množina obsahující nekonečně mnoho prvků netvoří úplný ortogonální systém.
Příklad 25.x.
Uvažujme Hilbertův prostor 
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Věta 25.x.

Buď 
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 úplný ortogonální systém, 
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Důkaz:

Zřejmě platí: 
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[image: image1059.wmf]N
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Plyne to z definice Fourierova koeficientu a ortogonality systému.
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Protože je dle předpokladu ortogonální systém úplný, je 
[image: image1061.wmf];
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 tedy Fourierova řada konverguje ke „svému“ prvku.
□
Pokud je ortogonální systém úplný, Fourierova řada konverguje ke svému prvku, jinými slovy: Každý prvek je součtem své Fourierovy řady.

Pokud ortogonální systém není úplný, může se stát, že Fourierova řada ke „svému“ prvku nekonverguje.
Velký význam mají Hilbertovy prostory (nekonečné dimenze), které obsahují úplný spočetný ortogonální systém.

Poznámka:

Pokud je ortogonální systém úplný, platí: 
[image: image1062.wmf];
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Plyne to bezprostředně z předchozí věty.

Poznámka:

Buď 
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Věta 25.x.

Buď 
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 Hilbertův prostor, 
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□
Následující věta je důsledkem předchozí věty.
Věta 25.x.

Hilbertův prostor, který obsahuje úplný spočetný ortonormální systém 
[image: image1082.wmf]{

}

K

,

,

2

1

v

v

=

N

, je izomorfní s prostorem posloupností 
[image: image1083.wmf]2

l

.

Důkaz:
Připomeňme, že 
[image: image1084.wmf]2

l

 je vektorový prostor posloupností komplexních čísel, jejichž řada druhých mocnin absolutních hodnot konverguje, tj. 
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Naopak každé posloupnosti 
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□
Uvažujme lineární zobrazení Hilbertových prostorů. Již víme, že zobrazení (operátor) je spojité právě tehdy, je-li omezené (V 25.x.). Hilbertův prostor je současně Banachův prostor, neboť skalární součin indukuje normu.
Uvažujme již zmíněný Hilbertův prostor 
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Již víme, že každý homomorfismus (lineární zobrazení) lze reprezentovat maticí. Lineární zobrazení Hilbertových prostorů můžeme vyjádřit nekonečnou maticí, tj. maticí typu 
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Nyní požadujeme, aby 
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Postačující podmínka (nikoli nutná) pro to, aby 
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Jiná postačující podmínka je: 
[image: image1109.wmf];
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Zde řádkové i sloupcové součty představují nekonečné řady. Jiná postačující podmínka je, aby řádkové i sloupcové součty byly stejně omezené.
Příklad 25.x.
Uvažujme lineární zobrazení: přičemž: 
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)

(

)

;

;

;

;

;

;

;

;

3

3

1

2

2

1

1

3

2

1

K

K

x

x

x

x

x

x

=

=

u

x


Matice lineárního zobrazení (homomorfismu) má tvar:
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[image: image1114.wmf];
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[image: image1115.wmf];
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 tedy operátor je omezený, tudíž i spojitý. Platí: 
[image: image1117.wmf]{

}

0

=

F

Ker

. Přesto platí: 
[image: image1118.wmf]2

Im

l

F

¹

, což ukážeme.
Položme: 
[image: image1119.wmf](

)

(

)

;

;

;

;

1

)

(

;

;

1

;

1

;

1

3

1

2

1

K

K

=

=

=

u

x

x

F


přitom platí: 
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Matice inverzního zobrazení má tvar:
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[image: image1124.wmf];
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[image: image1125.wmf];
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Inverzní operátor (zobrazení) existuje, ale není omezený.
Příklad 25.x.

Uvažujme lineární zobrazení: 
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[image: image1129.wmf]);

;

;

;

0

(

)

;

;

;

(

3

2

3

2

1

K

K

x

x

x

x

x

F

=


Příklad 25.x.

Uvažujme lineární zobrazení: 
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Příklad 25.x.

Uvažujme lineární zobrazení: 
[image: image1134.wmf];
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[image: image1137.wmf]);
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V následující větě ukážeme, že každému spojitému lineárnímu funkcionálu na Hilbertově prostoru lze přiřadit prvek z prostoru, který lineární funkcionál reprezentuje.

Věta 25.x. (Rieszova reprezentace)
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[image: image1156.wmf];
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□
(viz též věta v LA, kap 10)
Poznámka:

Za situace z předchozí věty platí pro normu funkcionálu toto: 
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Věta 25.x.
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Položme: 
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tj. též 
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Příklad 25.x.
Buď 
[image: image1187.wmf])
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 prostor s mírou, na prostoru 
[image: image1188.wmf])
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[image: image1189.wmf])
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 (je to omezený lineární funkcionál)
Použili jsme Hölderovu nerovnost.
Věta 25.x. (Rieszova reprezentace)
Buď 
[image: image1196.wmf])
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[image: image1197.wmf]-

s

konečná). Nechť je na prostoru 
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Důkaz:
Je obtížný (viz Rudin). Zde uvedeme jenom náznak.

Platí: 
[image: image1205.wmf];
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 (viz předchozí příklad).
Definujme náboj na 
[image: image1206.wmf])
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Důsledek:
Existuje vzájemně jednoznačný vztah mezi omezenými lineárními funkcionály (formami) na prostoru 
[image: image1211.wmf])
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Poznámka:
Prostory 
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Buď dán Hilbertův prostor 
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Protože zobrazení 
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Dle věty o Rieszově reprezentaci (V 25.x.) existuje prvek 
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Pokud platí: 
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Poznámka:
Funkcionál tvaru: 
[image: image1238.wmf]u
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Věta 25.x.
Buď 
[image: image1241.wmf]H

 Hilbertův prostor (reálný), dále spojité lineární zobrazení 
[image: image1242.wmf]H

H

T

®

:

 (symetrický kladný operátor), dále 
[image: image1243.wmf]H

Î

w

. Prvek 
[image: image1244.wmf]H

Î

0

u

 je řešením rovnice: 
[image: image1245.wmf]w

u

=

)

(

0

T

 právě tehdy, když minimalizuje kvadratický funkcionál: 
[image: image1246.wmf]u

w

u

u

u

×

-

×

=

F

2

)

(

)

(

T

.
Důkaz:
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Věta 25.x.
Buď dán prostor s mírou 
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Položme: 
[image: image1252.wmf];

)

(

es

sup

;

,

x

f

f

M

n

d

f

X

x

X

n

n

Î

¥

=

=

Î

=

ò

N

m

a

 Pak platí následující tvrzení:
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Důkaz: (náznak)
Zvolme 
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□

(viz též V 17.x.)
Nyní pojednáme o diferenciálním počtu v obecných normovaných lineárních prostorech.

Definice 25.x.

Buďte 
[image: image1268.wmf]Y
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 Gateauxův diferenciál zobrazení 
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 v bodě 
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Příklad 25.x.
Je-li speciálně 
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Poznámka:
Buď 
[image: image1288.wmf]R
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Dostali jsme: 
[image: image1290.wmf]);
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[image: image1291.wmf])

;

(

0

h

x

h

T

¶

®

 je homogenní.
Poznámka:

Zřejmě je 
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Také můžeme definovat Gateauxovu derivaci vyššího řádu.
Definice 25.x.

Za dané situace zvolme 
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Zobrazení: 
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Speciálně: 
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Dále platí: 
[image: image1437.wmf];
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Příklad 25.x.
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Zobrazení: 
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Určíme ještě druhou Gateauxovu derivaci.
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Zobrazení: 
[image: image1450.wmf];
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Kromě „slabé“ Gateauxovy derivace se také definuje „silná“ Fréchetova derivace.
Definice 25.x.
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což se též uvádí ve tvaru:
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Výraz se někdy uvádí v následujícím ekvivalentním tvaru:
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Poznámka:
Pokud existuje lineární spojité zobrazení s danou vlastností, je určeno jednoznačně. Fréchetova derivace se značí: 
[image: image1463.wmf])
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Věta 25.x.
Z existence (silného) Fréchetova diferenciálu plyne existence (slabého) Gateauxova diferenciálu. Pak se derivace rovnají.
Důkaz:
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□
Předchozí věta se obecně nedá obrátit, z existence „slabého“ diferenciálu neplyne existence „silného“ diferenciálu.
Poznámka:
V prostorech konečné dimenze 
[image: image1466.wmf]n
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 představuje Fréchetův diferenciál totální diferenciál (viz def. 12.x.), Gateauxův diferenciál představuje směrové derivace (viz def. 12.x.). Z existence totálního diferenciálu plyne existence směrových derivací, ale naopak to platit nemusí.

Ovšem ze spojitosti parciálních derivací již plyne existence totálního diferenciálu. Zde platí obdobné tvrzení.
Věta 25.x.
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Důkaz:

viz …
Příklad 25.x.

Buď 
[image: image1474.wmf];
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Určíme diferenciál zobrazení.
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Zobrazení 
[image: image1479.wmf])
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Ukážeme, že existuje dokonce Fréchetova derivace a platí: 
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V příkladech 25.x., 25.x. existuje dokonce Fréchetova derivace.
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Příklad 25.x.
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Zobrazení: 
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Poznámka:

Tento funkcionál se používá ve variačním počtu při hledání extrémů funkcionálu (viz kap. 26).
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V tomto případě existuje Fréchetova derivace a platí:

[image: image1505.wmf];
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Nutná podmínka pro extrém funkcionálu je: 
[image: image1506.wmf];
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což je Eulerova diferenciální rovnice (viz kap. 26).
Nyní pojednáme o spektrální teorii lineárních zobrazení (operátorů).
Definice 25.x.
Buď dán Banachův prostor 
[image: image1507.wmf]X

 a lineární zobrazení: 
[image: image1508.wmf]X

X
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 (zobrazuje Banachův prostor do sebe). Jestliže existuje číslo 
[image: image1509.wmf])
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 a nenulový prvek 
[image: image1510.wmf]X
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 tak, že platí: 
[image: image1511.wmf]x
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, je 
[image: image1512.wmf]l

 vlastní číslo zobrazení (operátoru) a prvek 
[image: image1513.wmf]X

Î

x

 je vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 
[image: image1514.wmf]l

.

Buď 
[image: image1515.wmf]Id

 identické zobrazení (
[image: image1516.wmf]X
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). Je-li 
[image: image1517.wmf]l

 vlastní číslo zobrazení, zobrazení 
[image: image1518.wmf]Id
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 není prosté, tj. 
[image: image1519.wmf])
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 je netriviální podprostor, který také obsahuje nenulové prvky, což jsou vlastní vektory příslušné vlastnímu číslu 
[image: image1520.wmf]l

.
Definice 25.x.

Za dané situace je množina všech vlastních čísel bodové spektrum zobrazení, značíme 
[image: image1521.wmf])
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.
Příklad 25.x.
Buď 
[image: image1522.wmf]¥

=

l

X

, tj. prostor omezených posloupností. Definujme na prostoru 
[image: image1523.wmf]X

 lineární zobrazení (operátor) takto: 
[image: image1524.wmf]);
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 (zapomene první člen), zřejmě platí 
[image: image1525.wmf];
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Zvolme číslo 
[image: image1526.wmf]l

 tak, aby bylo 
[image: image1527.wmf]1
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, dále položme: 
[image: image1528.wmf])
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Je-li 
[image: image1529.wmf]1
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[image: image1531.wmf];
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[image: image1532.wmf]ñ
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 (je-li prostor nad 
[image: image1533.wmf]R

).
Buď 
[image: image1534.wmf]1
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, uvažujme stejný operátor jak dříve. Zřejmě platí 
[image: image1535.wmf];
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[image: image1536.wmf]1
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[image: image1537.wmf])
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 (je-li prostor nad 
[image: image1538.wmf]R
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Příklad 25.x.

Buď 
[image: image1539.wmf]1
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, tj. vektorový prostor funkcí, které mají na intervalu spojitou derivaci. Definujme lineární operátor takto: 
[image: image1540.wmf]f
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[image: image1541.wmf];
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Položme: 
[image: image1542.wmf];
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Vlastní funkce operátoru derivace je exponenciála.

Věta 25.x.
Buď 
[image: image1544.wmf]H

 Hilbertův prostor, 
[image: image1545.wmf]H
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:

 symetrický operátor (zobrazení). Pak všechna vlastní čísla operátoru jsou reálná. Dále platí: Vlastní vektory odpovídající různým vlastním číslům jsou kolmé (ortogonální).
Důkaz:

Buď 
[image: image1546.wmf]C
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 vlastní číslo operátoru, tj. existuje 
[image: image1547.wmf]0
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u

l

=

)

(

T

.


[image: image1549.wmf];
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[image: image1550.wmf]0
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Buďte 
[image: image1552.wmf]R
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 různá vlastní čísla, dále 
[image: image1553.wmf]H
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 jim odpovídající vlastní vektory (nenulové), tj. 
[image: image1554.wmf];
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[image: image1555.wmf]);
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Příklad:
Uvažujme Hilbertův prostor 
[image: image1558.wmf])
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, lineární operátor: 
[image: image1559.wmf]f
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. Zvolme podprostor spojitých funkcí, pro které platí: 
[image: image1560.wmf]0
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. Ukážeme, že operátor je symetrický.
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[image: image1562.wmf][
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Operátor je symetrický a také kladný, neboť platí: 
[image: image1563.wmf]0
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Integrál z funkce přes jistou množinu je lineární forma (funkcionál). Naopak lze každému nezápornému lineárnímu funkcionálu na topologickém prostoru přiřadit míru na 
[image: image1564.wmf]-

s

algebře Borelovských množin (za jistých předpokladů). To je tzv. Rieszova reprezentace. Konstrukci nyní stručně nastíníme.
Definice 25.x.
Buď 
[image: image1565.wmf](
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 topologický prostor, dále funkce: 
[image: image1566.wmf]R
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. Pak nosič funkce definujeme jako uzávěr množiny: 
[image: image1567.wmf]{
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[image: image1568.wmf]{

}

0

)

(

)

(

¹

Î

=

x

f

X

x

cl

f

N

. Množina všech spojitých funkcí, které mají kompaktní nosič, se značí: 
[image: image1569.wmf])
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Definice 25.x.

Buď 
[image: image1570.wmf]X
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 kompaktní množina, 
[image: image1571.wmf]X
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 otevřená množina, 
[image: image1572.wmf])
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 spojitá funkce s kompaktním nosičem. Symbol:


[image: image1573.wmf]f
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znamená, že platí: 
[image: image1574.wmf];

1

)

(

,

1

)

(

0

K

x

x

f

X

x

x

f

Î

"

=

Î

"

£

£

 (
[image: image1575.wmf]1

=

K

f

)

Symbol:


[image: image1576.wmf]V

f

p


znamená, že platí: 
[image: image1577.wmf];
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Pokud platí: 
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Zřejmě platí: 
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Věta 25.x. (Urysonovo lemma)
Buď 
[image: image1583.wmf](
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Důkaz:
(viz Rudin), zde uvedeme jenom náznak.
Každému racionálnímu číslu v intervalu 
[image: image1589.wmf]ñ
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[image: image1597.wmf];
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Vždy platí: 
[image: image1598.wmf])
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 taková, že platí: 
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Poznámka:

Je-li topologie indukovaná metrikou, můžeme funkci definovat takto: 
[image: image1609.wmf];
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 Zřejmě je: 
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(viz též příklad 11.x.)

Definice 25.x.

Buď 
[image: image1611.wmf])
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 lineární funkcionál na prostoru funkcí. Pokud platí: 
[image: image1612.wmf]0
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, je 
[image: image1613.wmf]L

 nezáporný lineární funkcionál.
Věta 25.x. (Rieszova reprezentace)
Buď 
[image: image1614.wmf](
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 topologický prostor lokálně kompaktní, dále 
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b) Je-li 
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Důkaz:

Je obtížný (viz Rudin). Zde uvedeme jenom náznak.
Nechť 
[image: image1627.wmf]X
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 je nezáporný lineární funkcionál, platí: 
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Buď 
[image: image1631.wmf]X

V

Ì

 otevřená množina, pak definujeme:


[image: image1632.wmf]{
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Buď 
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Platí tedy: 
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Ukážeme jednoznačnost míry, zvolme 
[image: image1636.wmf]X
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 kompaktní množinu.
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tedy platí nerovnost: 
[image: image1638.wmf])
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Použité zdroje:

1) Černý I.: Úvod do inteligentního kalkulu II
2) Drábek P., Kufner A.: Funkcionální analýza I, II (skriptum)

3) Jarník V.: Diferenciální počet II

4) Jarník V.: Integrální počet II

5) Kufner A.: Geometrie Hilbertova prostoru (SNTL)
6) Lukeš J.: Úvod do funkcionální analýzy
7) Rudin W.: Analýza v reálném a komplexním oboru
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