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XXIV. Analýza v komplexním oboru
V oboru reálných čísel nemá řešení rovnice tvaru: 
[image: image1.wmf]0
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, dále nemůžeme odmocnit záporné číslo. Proto zavádíme imaginární jednotku 
[image: image2.wmf]i

, aby zmíněná rovnice měla řešení a mohli odmocnit i záporné číslo. Platí:

[image: image3.wmf];
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Tím obor reálných čísel rozšíříme na obor komplexních čísel. Komplexní číslo má tvar: 
[image: image4.wmf];
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 množinu komplexních čísel značíme 
[image: image5.wmf]C

. Číslo 
[image: image6.wmf]a

 je reálná část komplexního čísla, číslo 
[image: image7.wmf]b

 je imaginární část komplexního čísla. Existuje tedy vzájemně jednoznačný vztah mezi komplexními čísly a uspořádanými dvojicemi reálných čísel. Zřejmě platí: 
[image: image8.wmf]C
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Také se používá toto označení: 
[image: image9.wmf];
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Množina komplexních čísel tvoří vzhledem ke sčítání a násobení těleso, je to nadtěleso tělesa reálných čísel (viz algebra).
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Množinu komplexních čísel lze též chápat jako vektorový prostor nad tělesem reálných čísel, platí: 
[image: image13.wmf][

]
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Těleso komplexních čísel můžeme též zkonstruovat tak, že obor integrity polynomů s reálnými koeficienty rozložíme podle ideálu generovaného polynomem: 
[image: image14.wmf]1
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(viz algebra).
Poznámka:

Čísla, která nejsou reálná, se nazývají imaginární. Množina imaginárních čísel je: 
[image: image16.wmf]R

C

-

. Imaginární čísla nelze porovnávat podle velikosti, v množině komplexních čísel není uspořádání.

Komplexní čísla, která mají imaginární část nulovou, jsou čísla reálná.

Komplexní čísla, která mají reálnou část nulovou, jsou čísla ryze imaginární.

Zopakujme si mocniny imaginární jednotky.

[image: image17.wmf];

1

;

;

1

;

4

3

2

1

=

-

=

-

=

=

i

i

i

i

i

i



[image: image18.wmf];

,

;

4

Z

Î

=

+

l

k

i

i

l

l

k


Mocniny imaginární jednotky lze též vyjádřit takto:


[image: image19.wmf];
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Definice 24.x.
Buď dáno komplexní číslo 
[image: image20.wmf]C
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, tj. 
[image: image21.wmf];
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 Pak číslo 
[image: image22.wmf]bi
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 je číslo komplexně sdružené k číslu 
[image: image23.wmf]K

. Absolutní hodnota komplexního čísla se definuje jako: 
[image: image24.wmf];
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 Tvar čísla 
[image: image25.wmf]bi
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 je algebraický tvar komplexního čísla.
Číslo komplexně sdružené získáme tak, že reálnou část ponecháme a u imaginární části změníme znaménko.
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Nechť 
[image: image27.wmf]0
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, pak platí toto: 
[image: image28.wmf];
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[image: image29.wmf];
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Součet a součin čísel komplexně sdružených jsou reálná čísla. Součin dvou komplexně sdružených čísel (nenulových) je dokonce kladné reálné číslo.
Absolutní hodnotu komplexního čísla lze též vyjádřit takto:

[image: image30.wmf];
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Zřejmě platí toto: 
[image: image31.wmf];
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[image: image33.wmf];
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Absolutní hodnota komplexního čísla představuje vzdálenost od počátku v Gaussově rovině. Zřejmě platí: 
[image: image34.wmf];
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Poznámka:

Absolutní hodnota v 
[image: image36.wmf]C

 představuje metriku, tudíž 
[image: image37.wmf](

)

;

C

 je metrický prostor (viz kap. 11). Zřejmě platí: 
[image: image38.wmf];
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 což je trojúhelníková nerovnost.
Gaussova rovina je vlastně pravoúhlá soustava souřadná, přičemž osa 
[image: image39.wmf]x

 představuje reálnou osu, osa 
[image: image40.wmf]y

 představuje imaginární osu.

Komplexní číslo můžeme též vyjádřit v goniometrickém tvaru, kde je dáno absolutní hodnotou a úhlem (argumentem). Jsou to vlastně polární souřadnice.
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[image: image42.wmf];
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[image: image43.wmf];

tg

;

cos

;

sin

2

2

2

2

j

j

j

=

+

=

+

=

a

b

b

a

a

b

a

b


Vzhledem k tomu, že goniometrické funkce 
[image: image44.wmf]cos

sin,

 jsou 
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2

 periodické, stačí se omezit na interval 
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Protože platí Eulerův vzorec: 
[image: image48.wmf]j
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, lze komplexní číslo vyjádřit též v exponenciálním tvaru:
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Také platí toto: 
[image: image50.wmf];
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[image: image51.wmf];
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[image: image52.wmf];
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 (komplexní jednotka)
Připomeňme si počítání s komplexními čísly.
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[image: image56.wmf];
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 (zlomek rozšíříme číslem komplexně sdruženým ke jmenovateli)

[image: image57.wmf];
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 (převrácená hodnota)
V goniometrickém tvaru se komplexní čísla násobí a dělí takto:

[image: image58.wmf];
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[image: image62.wmf];
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Připomeňme si Moivrovu větu:


[image: image68.wmf];
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Také platí toto: 
[image: image69.wmf];
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Poznámka:

Někdy se imaginární jednotka označuje symbolem 
[image: image70.wmf]j

 (zvláště v elektrotechnice), aby se to nepletlo se střídavým proudem.

Úhel se bere od kladné reálné poloosy proti směru hodinových ručiček (v kladném smyslu). Úhel je možno brát v intervalu: 
[image: image71.wmf])
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komplexní číslo:
[image: image76.wmf];
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· I. kvadrant: 
[image: image77.wmf]);
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[image: image78.wmf];
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· II. kvadrant: 
[image: image79.wmf]);
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[image: image80.wmf];
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· III. kvadrant: 
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· IV. kvadrant: 
[image: image83.wmf]);
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2

arctg

p

j

+

=

a

b


Úhel je také možno brát v intervalu: 
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komplexní číslo:
[image: image90.wmf];
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· I. kvadrant: 
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· II. kvadrant: 
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[image: image94.wmf];
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· III. kvadrant: 
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· IV. kvadrant: 
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Zřejmě platí následující tvrzení:
Buď 
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Pro reálná čísla platí: 
[image: image102.wmf];
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Pro ryze imaginární čísla platí: 
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Věta 24.x.
V množině komplexních čísel má rovnice: 
[image: image104.wmf];
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 různých kořenů. Tedy 
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Důkaz:

Buď 
[image: image109.wmf];
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také platí: 
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vzhledem k tomu, že goniometrické funkce 
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Předpokládejme, že 
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Bude-li celé číslo 
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Î

k

 probíhat hodnoty 
[image: image121.wmf];

1

,

,

1

,

0

-

=

n

k

K

 dostaneme 
[image: image122.wmf]n

 různých hodnot argumentu v intervalu 
[image: image123.wmf])

2

;

0

p

á

. Tedy máme též 
[image: image124.wmf]n

 různých kořenů rovnice.
Pro 
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 již nedostaneme nic nového vzhledem k periodicitě funkcí 
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Poznámka:
Rovnice v předchozí větě se též nazývá binomická rovnice.

V komplexním oboru je tedy 
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tá odmocnina je 
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značná. V reálném oboru se za (sudou) odmocninu z kladného čísla bere dle konvence kladné číslo. Záporné číslo nejde v reálném oboru odmocnit (neexistuje sudá odmocnina).
V komplexním oboru se setkáváme s tzv. víceznačnými funkcemi, což úplně neodpovídá klasické definici funkce. Víceznačné funkce jsou: odmocniny, obecné mocniny, logaritmus.

Zkusme určit druhou odmocninu z komplexního čísla, přičemž musíme uvážit, že je dvojznačná (viz též obecná algebra, kap 7).
Připomeňme si vzorce: 
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Druhé odmocniny z komplexního čísla jsou tedy navzájem opačná čísla.
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(nutno ještě vyřešit volbu znamének)
Je-li 
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Dostáváme toto:
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Případ 
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 je triviální, v tom případě jde o reálné číslo.
Dostáváme toto:
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Poznámka:
Někdy je nutno rozlišit reálnou a komplexní odmocninu (která je 
[image: image143.wmf]-
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značná). Pokud bude hrozit nedorozumění, budeme to značit 
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Pokud bude zřejmé, o jakou odmocninu jde, budeme značky 
[image: image148.wmf])
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Pozor: Vztah 
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Příklad 24.x.

Buď 
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(jednoznačná funkce)
Tedy 
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 je reálná)
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V komplexním oboru není 
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Tímto jsme také určili 
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Příklad 24.x.

Určeme: 
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Příklad 24.x.

Řešme rovnici: 
[image: image176.wmf]0
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Rovnici vyřešíme pomocí substituce: 
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, rovnice přejde na tvar:
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Protože diskriminant je záporný, vyšla nám jako řešení 2 komplexně sdružená čísla. K úplnému vyřešení původní rovnice musíme najít odmocniny z komplexních čísel, tj. 
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4

3

;

4

3

i

i

-

-

+

-


Použijeme výsledek předchozího příkladu, máme:
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Původní rovnice má celkem 4 řešení: 
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Najdeme ještě rozklad polynomu na součin v 
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Příklad 24.x.

Řešme rovnici: 
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Rovnici vyřešíme pomocí substituce: 
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Protože diskriminant je záporný, vyšla nám jako řešení 2 komplexně sdružená čísla. K úplnému vyřešení původní rovnice musíme najít odmocniny z komplexních čísel, tj. 
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Dle předchozích vzorců dostaneme:
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Původní rovnice má celkem 4 řešení:
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Najdeme ještě rozklad polynomu na součin v 
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 (rozklad na součin)

Gaussovu rovinu můžeme „nabalit“ na kouli o poloměru 
[image: image199.wmf]0
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„Jižní pól“ koule se dotýká počátku. Z libovolného jiného bodu v Gaussově rovině vedeme přímku k „severnímu pólu“ koule. Přímka protne povrch koule ještě v jednom bodě, to je obraz bodu. (náčrtek) 
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Rovnice kulové plochy je: 
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„Jižní pól“ má souřadnice: 
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. „Severní pól“ má souřadnice: 
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. Rovnice přímky spojující daný bod se severním pólem je: 
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Nyní najdeme průsečíky přímky a kulové plochy, do rovnice kulové plochy dosadíme parametrická vyjádření.
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Průsečík příslušný k 
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 představuje „severní pól“. Druhý průsečík má souřadnice:
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Každý bod na povrchu koule (vyjma severního pólu) má vzor v Gaussově rovině. Proto se položí „severního pól“ jako vzor 
[image: image213.wmf]¥

 (náčrtek).
Je to tzv. stereografická projekce.
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 je tzv. uzavřená Gaussova rovina.

Komplexní čísla, pro jejichž absolutní hodnotu platí: 
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 Pro jejich obrazy platí:
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Komplexní čísla, pro něž platí: 
[image: image219.wmf]R
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, se zobrazí na „jižní polokouli“.
Komplexní čísla, pro něž platí: 
[image: image220.wmf]R
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, se zobrazí na „severní polokouli“.
V komplexním oboru je jenom jedno nekonečno.
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Stereografickou projekci můžeme udělat také tak, že střed koule splývá s počátkem a „rovník“ je obsažen v rovině. Z libovolného jiného bodu v Gaussově rovině vedeme přímku k „severnímu pólu“ koule. Přímka protne povrch koule ještě v jednom bodě, to je obraz bodu. (náčrtek) 
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Rovnice kulové plochy je: 
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„Jižní pól“ má souřadnice: 
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. Rovnice přímky spojující daný bod se severním pólem je: 
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Nyní najdeme průsečíky přímky a kulové plochy, do rovnice kulové plochy dosadíme parametrická vyjádření.
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Průsečík příslušný k 
[image: image236.wmf]1
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 představuje „severní pól“. Druhý průsečík má souřadnice:
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Každý bod na povrchu koule (vyjma severního pólu) má vzor v Gaussově rovině. Proto se položí „severního pól“ jako vzor 
[image: image240.wmf]¥

 (náčrtek).

Komplexní čísla, pro něž je 
[image: image241.wmf]R

K

=

, se zobrazí na „rovník“.
Komplexní čísla, pro něž platí: 
[image: image242.wmf]R
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, se zobrazí na „jižní polokouli“.

Komplexní čísla, pro něž platí: 
[image: image243.wmf]R

K
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, se zobrazí na „severní polokouli“.

Poznámka:
Komplexní čísla nelze porovnávat podle velikosti, to lze jen čísla reálná. V komplexním oboru není uspořádání.

Předpoklad, že 
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, vede ke sporu. Předpoklad, že 
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Příklad 24.x.

Určeme limitu: 
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Limitu můžeme určit podobnými postupy jako v reálném oboru.


[image: image249.wmf];

2

1

2

1

1

lim

)

)(

(

)

(

lim

1

lim

2

i

i

i

z

i

z

i

z

i

z

z

i

z

i

z

i

z

i

z

-

=

=

+

=

-

+

-

=

+

-

®

®

®


Příklad 24.x.
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 (V komplexním oboru je jen jedno nekonečno.)

Příklad 24.x.

Určeme limity: 
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Určeme limitu: 
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Poznámka:

V předchozích příkladech je též možno použít l’Hospitalovo pravidlo známé z reálné analýzy. Např.: 
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Např.: 
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Příklad 24.x.

Určeme limitu: 
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Limita závisí na směru, tudíž limita (vzhledem k 
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Limita závisí na směru, tudíž limita (vzhledem k 
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Příklad 24.x.

V komplexním oboru platí: 
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Jde o limitu lineární lomené funkce, pokud 
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Vzhledem k podmínce 
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Inverzní funkce k lineární lomené funkci je opět lineární lomená funkce.

Příklad 24.x.
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Žukovského funkce má význam v teorii proudění a obtékání těles.
Definice 24.x.
Definujme v 
[image: image311.wmf]C

 funkce následovně:


[image: image312.wmf];

;

)!

2

(

)

1

(

cos

;

)!

1

2

(

)

1

(

sin

;

!

0

2

0

1

2

0

C

Î

-

=

+

-

=

=

å

å

å

¥

=

¥

=

+

¥

=

z

k

z

z

k

z

z

k

z

e

k

k

k

k

k

k

k

k

z



[image: image313.wmf];

;

)!

2

(

cosh

;

)!

1

2

(

sinh

0

2

0

1

2

C

Î

=

+

=

å

å

¥

=

¥

=

+

z

k

z

z

k

z

z

k

k

k

k


Takto definované funkce se nazývají po řadě: komplexní exponenciála, komplexní sinus, komplexní kosinus, komplexní hyperbolický sinus, komplexní hyperbolický kosinus. Jsou definované řadami, které jsou stejné jako Taylorovy řady funkcí v reálném oboru (viz kap. X, Taylorovy řady). Také platí: 
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Komplexní exponenciála v sobě též zahrnuje goniometrické funkce. Je 
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Také platí následující vztahy:
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Odtud dostáváme:
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Ještě odvodíme další vztahy, buď 
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Dostáváme další vzorce:
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Podobným způsobem se odvodí:
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V komplexním oboru mohou nabývat funkce 
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Určíme ještě: 
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Také platí následující vztahy:
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Poznámka:

Výraz 
[image: image352.wmf]p
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 je perioda komplexní exponenciály, vyskytuje se v komplexní analýze velmi často. Proto se mu též říká „všudypřítomný faktor“.

Definice 24.x.

Logaritmus komplexního čísla též není určen jednoznačně, je nekonečně značný.
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Jednotlivé hodnoty logaritmu se liší o celistvý násobek 
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. Symbolem 
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 budeme značit logaritmus v reálném oboru, který je definován pouze pro kladná čísla. Symbolem 
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 budeme značit logaritmus v komplexním oboru, který není určen jednoznačně.

Pro reálná čísla platí: 
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V komplexním oboru platí: 
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Reálná část logaritmu v komplexním oboru je určena jednoznačně, imaginární část není určena jednoznačně. Také se používá toto označení: 
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Jiné vyjádření komplexního logaritmu: 
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Funkce 
[image: image364.wmf]K

Arg

 je také nekonečně značná.
Příklad 24.x.
V tomto příkladu předpokládáme, že 
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Při počítání s logaritmem v komplexním oboru je nutná jistá opatrnost, neboť je víceznačný.
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Pozor: 
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Příklad 24.x.
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Funkce zobrazí kružnici o poloměru 
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 na kružnici o poloměru 
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, navíc „prohodí“ horní a dolní půlkružnici. Jednotkovou kružnici zobrazí na sebe. Např.: 
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Formálně klademe: 
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Definice 24.x.

Buď 
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Funkce 
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 je holomorfní v bodě 
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Poznámka:

Přestože definice derivace funkce v reálném a komplexním oboru jsou formálně stejné, je podmínka existence derivace funkce v komplexním oboru podstatně silnější.

Jinak pro derivace funkce v komplexním oboru platí stejná pravidla jako pro derivace funkce v reálném oboru.
Komplexní funkci můžeme též rozložit na reálnou a imaginární část.
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Položme: 
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Funkce 
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 jsou reálné funkce reálných proměnných.

Věta 24.x. (Cauchy-Riemannovy podmínky, CRP)
Buď dána funkce komplexní proměnné 
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Existuje-li 
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Důkaz:
Zvolme 
[image: image434.wmf]C
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Pokud existuje derivace podle komplexní proměnné, limita nezávisí na směru, kterým se přibližujeme.
Pokud se „přibližujeme“ ve směru reálné osy, je: 
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Pokud se „přibližujeme“ ve směru imaginární osy, je: 
[image: image439.wmf]0
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Vzhledem k tomu, že limita nezávisí na směru, musí platit: 
[image: image441.wmf];
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 porovnáním reálné a imaginární části dostáváme: 
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Také jsme použili toho, že platí: 
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Matice derivací má tvar: 
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Determinant matice je roven: 
[image: image445.wmf];
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Příklad 24.x.

Ověřme, že pro konstantní funkci platí Cauchy-Riemannovy podmínky (CRP).
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 CRP jsou zde splněny triviálně, 
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Příklad 24.x.
Ověřme, že pro funkce 
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Funkce je holomorfní v 
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Funkce je holomorfní v 
[image: image459.wmf]C

.
Příklad 24.x. (zobecnění)

Ověřme, že pro funkce 
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Platí CRP, funkce je holomorfní v 
[image: image469.wmf]C

.

Příklad 24.x.

Ověřme, že pro funkci 
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Funkce je holomorfní v 
[image: image475.wmf]{
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Příklad 24.x.

Ověřme, že pro funkci 
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platí CRP (ověření zde bylo pracné).

[image: image487.wmf]=

+

+

-

-

-

=

+

-

+

+

+

-

=

¶

¶

+

¶

¶

=

¢

3

2

2

3

2

2

3

3

2

2

3

2

3

2

2

2

3

)

(

)

3

3

(

2

)

(

2

6

)

(

6

2

)

(

y

x

y

i

xy

y

x

i

x

y

x

y

y

x

i

y

x

xy

x

x

Q

i

x

P

z

f



[image: image488.wmf];

2

)

(

2

)

(

)

(

)

(

2

3

3

3

3

3

z

iy

x

iy

x

iy

x

iy

x

-

=

+

-

=

-

+

-

-

=


Funkce je holomorfní v 
[image: image489.wmf]{
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Příklad 24.x.

Ověřme, že pro funkci 
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platí CRP.
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Funkce je holomorfní v 
[image: image544.wmf]C
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Funkce je holomorfní v 
[image: image549.wmf]C

.

Příklad 24.x.

Ověřme, že pro funkce 
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Funkce je holomorfní v 
[image: image555.wmf]C
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Funkce je holomorfní v 
[image: image560.wmf]C

.

Příklad 24.x.

Uvažujme funkci: 
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Funkce tedy nemá derivaci podle komplexní proměnné, tj. není holomorfní.
Příklad 24.x.

Uvažujme funkce: 
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Funkce 
[image: image572.wmf];
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 nemají derivaci podle komplexní proměnné, tj. nejsou holomorfní.
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Funkce 
[image: image576.wmf]z

 též nemá derivaci podle komplexní proměnné, tj. není holomorfní.
Příklad 24.x.

Uvažujme funkci: 
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Funkce 
[image: image582.wmf]2
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 též nemá derivaci podle komplexní proměnné, tj. není holomorfní.

Tento příklad zobecníme.

Příklad 24.x.

Uvažujme funkci: 
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Funkce 
[image: image589.wmf]2
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 též nemá derivaci podle komplexní proměnné, tj. není holomorfní.

Příklad 24.x.

Uvažujme funkci 
[image: image590.wmf]z
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, tj. logaritmus v komplexním oboru, který není určen jednoznačně.
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Funkce 
[image: image596.wmf]z

Ln

 je holomorfní v 
[image: image597.wmf]{

}

0
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C

.
Ačkoli logaritmus není určen jednoznačně, jeho derivace je určena jednoznačně.
Příklad 24.x.

Buď dána reálná funkce 2 proměnných: 
[image: image598.wmf];
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 Máme najít holomorfní funkci 
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Funkce 
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Porovnáním výsledků dostaneme: 
[image: image605.wmf];
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Příklad 24.x.

Buď dána reálná funkce 2 proměnných: 
[image: image607.wmf];
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 Máme najít holomorfní funkci 
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Funkce 
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Porovnáním výsledků dostaneme: 
[image: image614.wmf];
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Poznámka:

Pokud jsou funkce 
[image: image616.wmf])
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Dále pak plyne toto:
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Tedy funkce 
[image: image620.wmf])
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Dostali jsme toto tvrzení: Je-li (za dané situace) funkce 
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Příklad 24.x.

Buď dána reálná funkce 2 proměnných: 
[image: image623.wmf];
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 Máme najít holomorfní funkci 
[image: image624.wmf]);
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[image: image626.wmf];
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Hledaná funkce neexistuje, neboť funkce 
[image: image627.wmf])
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Uvažujme nyní funkci 
[image: image628.wmf];
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[image: image631.wmf];
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Funkce je tedy harmonická.

V komplexním oboru platí tvrzení, které je v reálném oboru neslýchané. Z existence první derivace podle komplexní proměnné (v otevřené množině) plyne již existence derivací všech řádů.
Věta 24.x.
Nechť 
[image: image632.wmf]C
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G

f

:

 je holomorfní funkce v otevřené množině. Pak existují v množině 
[image: image633.wmf]G

 derivace všech řádů.

Důkaz:
Bude dokázáno později pomocí Cauchyho vzorce.
Definice 24.x.

Buďte 
[image: image634.wmf]C
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, pak obecná mocnina v komplexním oboru se definuje takto: 
[image: image635.wmf];
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[image: image636.wmf]0
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Protože logaritmus v komplexním oboru není určen jednoznačně, ani obecná mocnina není určena jednoznačně. Pokud je ale 
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Určíme 
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V komplexním oboru jsou 3 značné.
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Určíme 
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V komplexním oboru jsou 6 značné.
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Určeme: 
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Tento postup ale není úplně správný, neboť 6. odmocnina je v komplexním oboru 6 značná, my jsme určili jen 2. Je nutno si uvědomit, že 
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Názorná ukázka, jak se dá dojít k chybnému výsledku.
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Zde je nutné si uvědomit, že druhá odmocnina je v komplexním oboru dvojznačná. Již první rovnost je v komplexním oboru podezřelá, ale v reálném oboru platí. Směšování metod reálné a komplexní analýzy může mít zhoubné následky.
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Zde je nutno si uvědomit, že 
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Tento příklad názorně ukazuje, že obecná mocnina v komplexním oboru není určena jednoznačně, může být i nekonečně značná.
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 Sortiment obsahuje 
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 Sortiment obsahuje nekonečně mnoho prvků.
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Buď dána komplexní funkce reálné proměnné 
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Komplexní funkci lze rozložit na reálnou a imaginární část: 
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 Tečný vektor křivky je: 
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Dále si uvedeme příklady křivek v komplexní rovině, se kterými se nejčastěji setkáváme.
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· úsečka
Nechť jsou krajní body úsečky: 
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Úsečku s krajními body 
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· kružnice
Nechť je střed kružnice: 
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Protože 
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, je to uzavřená křivka. Kružnici budeme značit 
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Poznámka:

V komplexní rovině lze úsečku také parametrizovat takto:
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tj. 
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Bod 
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Je-li 
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Kružnice 
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 jsou totožné, ale opačně orientované.
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Buď dána (po částech) hladká orientovaná křivka 
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 Zřejmě mají křivky 
[image: image726.wmf]j

j

-

&

,

 stejný obor hodnot, ale mají prohozený počáteční a koncový bod.


[image: image727.wmf]);

(

)

(

)

)(

(

);

(

)

(

)

)(

(

a

b

b

a

b

b

a

b

a

a

j

j

j

j

j

j

=

-

+

=

-

=

-

+

=

-

&

&



[image: image728.wmf]a

t

b

a

b

b

t

a

b

t

a

³

-

+

³

Þ

-

³

-

³

-

Þ

£

£


Definice 24.x.

Buďte dány 2 křivky 
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Pak se křivky 
[image: image732.wmf]y

j

,

 liší jen nepodstatně.
Definice 24.x.

Buďte dány 2 (po částech) hladké orientované křivky 
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Definice 24.x.

Buď dána 
[image: image737.wmf]C
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Poznamenejme, že délka křivky se určí takto:
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Absolutní hodnotu křivkového integrálu lze za dané situace odhadnout takto:
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což lze vyjádřit také takto:
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kde 
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 je supremová norma (kap. 25).
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[image: image746.wmf];

)

(

sup

)

(

)

(

)

(

;

t

f

a

b

dt

t

f

dt

t

f

b

a

t

b

a

b

a

ñ

á

Î

×

-

£

£

ò

ò


pokud integrály existují.

Poznámka:
Pokud k funkci 
[image: image747.wmf])
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V tom případě integrál nezávisí na tvaru křivky (trajektorie), ale pouze na počátečním a koncovém bodě. Integrál přes uzavřenou křivku je roven nule (
[image: image750.wmf])
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Poznámka:

Zřejmě platí: 
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Pokud integrujeme přes opačně orientovanou křivku, integrál změní znaménko.

Zřejmě platí: 
[image: image755.wmf];
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Integrál přes „součet křivek“ je součet integrálů.
Poznámka:

Buď dána hladká křivka 
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, zvolme následující dělení intervalu (viz kap. 8).
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Použijeme větu o střední hodnotě (kap. 6), kterou aplikujeme na reálnou a imaginární část. Existují čísla 
[image: image760.wmf];
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Formálně klademe: 
[image: image762.wmf]);
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Délku křivky můžeme aproximovat takto:

[image: image763.wmf];
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Křivku jsme v úseku 
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Křivkový integrál můžeme aproximovat takto:
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Nebo můžeme křivku aproximovat lomenou čarou, pak integrujeme po částech po úsečkách. Úsečka je v každém intervalu parametrizována následovně:
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Věta 24.x.
Buďte dány 2 křivky 
[image: image773.wmf]y
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Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál 
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Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál 
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Integrál závisí pouze na poloměru kružnice, nezávisí na poloze středu.
Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál 
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Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál 
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Také můžeme postupovat takto: 
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(logaritmus není v komplexním oboru určen jednoznačně)

Tento příklad můžeme ještě zobecnit.

Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál 
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Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál 
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Na výpočet jsme použili dřívější výsledky. Ukážeme si ještě jiný výpočet integrálu.
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Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál 
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Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál 
[image: image850.wmf];
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Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál 
[image: image856.wmf];
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Vypočtěme křivkový integrál 
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Příklad 24.x.

Zde budeme počítat integrály po úsečce.
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Příklady lze též počítat takto:
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Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál 
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Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál 
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Je-li 
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Je-li 
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Zavedeme pojem oblasti v komplexním oboru, neboť má velkou důležitost.
Definice 24.x.

Buď 
[image: image903.wmf]C

Ì

G

 otevřená souvislá množina, pak se množina 
[image: image904.wmf]G

 nazývá oblast. Jestliže navíc 
[image: image905.wmf]G
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 je souvislá množina, pak se množina 
[image: image906.wmf]G

 nazývá jednoduše souvislá oblast (tj. oblast neroztínající 
[image: image907.wmf]S

).
Kruh je jednoduše souvislá oblast. Mezikruží není jednoduše souvislá oblast, ale je to souvislá množina.
Definice 24.x.

Buď 
[image: image908.wmf]C
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G

 oblast, 
[image: image909.wmf]G
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. Oblast je hvězdovitá vzhledem k bodu 
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, jestliže pro každé 
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 platí: 
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 (náčrtek).

S libovolným bodem oblasti je tam celá úsečka spojující bod 
[image: image913.wmf]w

 s daným bodem.
Buď 
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Zřejmě oblast je konvexní právě tehdy, když je hvězdovitá vzhledem ke každému vnitřnímu bodu.
Oblast je hvězdovitá, pokud je hvězdovitá vzhledem k nějakému vnitřnímu bodu.

Definice 24.x.

Nechť je spojitá funkce 
[image: image916.wmf])
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 definovaná v jednoduše souvislé oblasti 
[image: image917.wmf]G
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Výrazem 
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Věta 24.x.
Buď 
[image: image923.wmf]C
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 oblast, nechť je hvězdovitá vzhledem k bodu 
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Důkaz:

Zvolme bod 
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, existuje 
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Definujme funkci předpisem: 
[image: image936.wmf];
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Protože funkce 
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tedy: 
[image: image946.wmf]);
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□
Poznámka:

Protože konvexní oblast je hvězdovitá vzhledem ke každému vnitřnímu bodu, platí předchozí věta též pro každou konvexní oblast.

Věta 24.x. (Cauchyho věta)
Buď 
[image: image947.wmf]C
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Důkaz:

Buď 
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 interval parametrizace křivky. Vzhledem k tomu, že je uzavřená, platí: 
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□
Z důkazu je také zřejmé toto: Je-li funkce holomorfní v jednoduše souvislé hvězdovité oblasti (tím spíše konvexní) a v ní po částech hladká křivka, pak křivkový integrál nezávisí na tvaru křivky, ale jen na počátečním a koncovém bodě.
Definice 24.x.

Uzavřená křivka konečné délky, která se neprotíná, se nazývá Jordanova křivka.

Věta 24.x.
Jordanova křivka rozděluje Gaussovu rovinu na 2 disjunktní jednoduše souvislé oblasti. Jordanova křivka je jejich společnou hranicí.
Důkaz této věty je obtížný, i když z náčrtku je to hned zřejmé. Náčrtek ovšem není důkaz.

Definice 24.x.

Buď 
[image: image959.wmf]j

 Jordanova křivka. Ta část, která obsahuje bod 
[image: image960.wmf]¥

, se nazývá vnějšek křivky, značíme: 
[image: image961.wmf]j
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[image: image962.wmf]¥

, se nazývá vnitřek křivky, značíme: 
[image: image963.wmf]j
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Platí: 
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[image: image965.wmf];
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Definice 24.x.

Buď 
[image: image966.wmf]j

 Jordanova křivka, 
[image: image967.wmf]j
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. Křivka je vzhledem k bodu kladně orientovaná, jestliže ho obíhá v kladném smyslu (proti směru hodinových ručiček). Křivka je vzhledem k bodu záporně orientovaná, jestliže ho obíhá v záporném smyslu (po směru hodinových ručiček).

Při kladné orientaci Jordanovy křivky leží bod při směru obíhání na levé straně. Při záporné orientaci Jordanovy křivky leží bod při směru obíhání na pravé straně. Kružnice je speciální případ Jordanovy křivky.
Věta 24.x. (Cauchyho integrální věta)
Buď 
[image: image968.wmf]C
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 jednoduše souvislá oblast, funkce 
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 buď po částech hladká kladně orientovaná Jordanova křivka v 
[image: image972.wmf]G

, tj. 
[image: image973.wmf]G

Ì

*

j

. Pak platí:


[image: image974.wmf]î

í

ì

Î

Î

=

-

ò

;

);

(

2

;

;

0

)

(

0

0

0

0

j

p

j

j

int

z

z

f

i

ext

z

dz

z

z

z

f


Důkaz:

Předpokládejme, že 
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Definujme kružnici: 
[image: image979.wmf];
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 (Cauchyho vzorec pro kruh)
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[image: image985.wmf];
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Funkce 
[image: image986.wmf])
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 je dle předpokladu holomorfní, tudíž je: 
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také je: 
[image: image988.wmf];
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Tedy dostáváme: 
[image: image989.wmf]);
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Také platí: 
[image: image990.wmf];
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(viz náčrtek)

Můžeme si představit křivku takto: Objedeme křivku v kladném směru, pak jedeme po úsečce k malé kružnici. Kružnici objedeme v záporném směru a po úsečce se vrátíme na křivku. Proto se integrály po úsečce navzájem vyruší.

Také si tam můžeme představit libovolně malou „mezírku“ mezi úsečkami, tedy bod 
[image: image991.wmf]C
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 leží vně složené křivky.

Tedy: 
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Limitním přechodem dostaneme: 
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Je-li 
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Za dané situace také platí pro každé 
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derivováním podle parametru 
[image: image1004.wmf]0
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[image: image1005.wmf];
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Indukcí dle 
[image: image1006.wmf]N
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což lze též vyjádřit takto: 
[image: image1008.wmf];
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 (proměnná 
[image: image1009.wmf]0

z

 je parametr)
Z předchozího vzorce také vyplývá, že holomorfní funkce má derivace všech řádů, čímž je dokázaná věta 24.x. Z toho také vyplývá možnost rozvoje holomorfní funkce v Taylorovu řadu (viz dále). Koeficienty jsou určeny předchozím vzorcem.
Cauchyho integrální věta je základní a nejdůležitější v analýze v komplexním oboru.

Příklad 24.x.

Určeme integrál: 
[image: image1010.wmf];
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[image: image1011.wmf]j

 je po částech hladká kladně orientovaná Jordanova křivka v jednoduše souvislé oblasti 
[image: image1012.wmf]G

, přičemž 
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 leží ve vnitřku.

Z Cauchyho vzorce vyplývá: 
[image: image1014.wmf](
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Derivujeme-li rovnost podle proměnné 
[image: image1015.wmf]a
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Z Cauchyho integrální věty vyplývá věta o průměru.

Věta 24.x.
Buď 
[image: image1017.wmf]C
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 jednoduše souvislá oblast, funkce 
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Důkaz:


[image: image1023.wmf];
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Z Cauchyho integrální věty vyplývá: 
[image: image1024.wmf]ò
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□
Hodnota holomorfní funkce 
[image: image1026.wmf])

(

0

z

f

 je v každém bodě oblasti lokálně integrálním průměrem svých hodnot na kružnici o středu 
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. Z toho také vyplývá, že absolutní hodnota holomorfní funkce nemá ve vnitřním bodě oblasti lokální maximum.
Věta 24.x.
Buď 
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[image: image1029.wmf])

(

z

f

 nechť je holomorfní v 
[image: image1030.wmf]G

. Pak absolutní hodnota funkce nemá v žádném bodě oblasti lokální maximum, tj. neexistuje bod 
[image: image1031.wmf]G

z

Î

ˆ

, pro který by platilo: 
[image: image1032.wmf]{

}

;

ˆ

)

(

)

ˆ

(

z

G

z

z

f

z

f

-

Î

"

>


Důkaz:

Provedeme sporem, nechť takový bod 
[image: image1033.wmf]G

z

Î

ˆ

 existuje. Protože 
[image: image1034.wmf]C

Ì

G

 je otevřená množina, existuje 
[image: image1035.wmf]0

>

R

 tak, že 
[image: image1036.wmf]G

z

cl

R

Ì

)

ˆ

(

U

. Zvolme kružnici 
[image: image1037.wmf];
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 Podle předchozí věty platí: 
[image: image1038.wmf];
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Položme 
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Pak také je: 
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□
Tato věta vyjadřuje tzv. princip maxima modulu.

Příklad 24.x.
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Funkce 
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Věta 24.x.
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Důkaz:

Buď křivka 
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Položme: 
[image: image1075.wmf];

)

(

)

(

exp

)

(

0

þ

ý

ü

î

í

ì

-

¢

=

ò

t

a

ds

z

s

s

t

j

j

y

 pak máme: 
[image: image1076.wmf];

)

(

)

(

)

(

)

(

;

1

)

(

0

0

z

t

t

t

t

e

a

-

¢

×

=

¢

=

=

j

j

y

y

y

 odtud dále dostáváme: 
[image: image1077.wmf];

)

(

)

(

)

(

)

(

0

z

t

t

t

t

-

¢

=

¢

j

j

y

y

 tj. 
[image: image1078.wmf];

)

(

)

(

)

(

)

(

0

z

t

t

t

t

-

=

¢

¢

j

y

j

y



[image: image1079.wmf];
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 (vzhledem k předchozí rovnosti).
To tedy znamená, že funkce 
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Vzhledem k uzavřenosti křivky máme také: 
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□
Poznámka:
Důkaz bychom mohli provést také jiným (možná ne zcela korektním) postupem.
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[image: image1087.wmf];
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 (víceznačnost logaritmu)
V komplexním oboru je logaritmus nekonečně mnoho značný, ale spočetně mnoho značný. Otázka zůstává, kterou hodnotu logaritmu vybrat.
Později bude ukázáno, že 
[image: image1088.wmf]Z
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 je počet oběhů bodu křivkou, tj. index bodu vzhledem ke křivce. Pokud křivka obíhá bod v kladném smyslu, je 
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, pokud křivka obíhá bod v záporném smyslu, je 
[image: image1090.wmf]0
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Také je užitečná následující věta, která je obrácením Cauchyho věty.

Věta 24.x. (Morerova věta)
Buď 
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Důkaz:

Protože pro každou uzavřenou křivku platí: 
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Na následujících příkladech si ukážeme použití Cauchyho věty.

Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál: 
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Křivka je kružnice se středem v bodě 
[image: image1106.wmf]i

 o poloměru 1 dílek. Funkci upravíme takto: 
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Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál: 
[image: image1114.wmf];
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Křivka je kružnice se středem v bodě 
[image: image1116.wmf]0

 o poloměru 1 dílek. Funkci upravíme takto: 
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Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál: 
[image: image1122.wmf];
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Křivka je kružnice se středem v bodě 
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 o poloměru 2 dílky. Funkci upravíme takto: 
[image: image1125.wmf];

)

1

)(

)(

(

1

)

1

)(

1

(

1

2

2

2

+

-

+

=

+

+

z

i

z

i

z

z

z

 funkce je holomorfní v 
[image: image1126.wmf]{

}

i

i

-

-

-

;

;

1

C

, přičemž 
[image: image1127.wmf];

,

1

;

j

j

ext

i

int

i

Î

-

-

Î

 což lze také ověřit takto: 
[image: image1128.wmf];

2

1

1

)

1

(

j

int

i

i

i

Î

Þ

<

=

-

=

+

-

 
[image: image1129.wmf];

2

5

2

1

)

1

(

j

ext

i

i

i

i

Î

-

Þ

>

=

-

-

=

+

-

-
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Položme: 
[image: image1131.wmf];
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Příklad 24.x.

Vypočtěme křivkový integrál: 
[image: image1134.wmf];
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 je kladně orientovaná Jordanova křivka. Zřejmě funkce 
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Jsou-li oba body 
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Je-li bod 
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 (Cauchyho vzorec)
Je-li bod 
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 vně křivky, bod 
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Jsou-li oba body 
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Uvažujme nyní řadu komplexních čísel 
[image: image1152.wmf]å
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Pokud platí: 
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V komplexním oboru též platí: 
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Věta 24.x.
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Zvlášť velký význam mají v komplexním oboru mocninné řady, jsou to řady tvaru:
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Existuje reálné číslo 
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Příklad 24.x.
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Všechny řady mají střed 
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Příklad 24.x.
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Řada tedy uvnitř jednotkového kruhu konverguje absolutně, vně diverguje. Zajímavé je to na hranici kruhu (jednotkové kružnici). Nechť 
[image: image1187.wmf])

;

,

1

,

(

;

1

2

p

k

e

z

z

p

ki

p

K

=

=

=

p

,

[image: image1188.wmf]+¥

=

=

=

å

å

å

¥

=

¥

=

¥

=

1

1

1

1

)

(

k

k

k

p

k

k

p

k

k

z

k

z

 (harmonická řada)
Na jednotkové kružnici řada diverguje pro všechny 
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té odmocniny z 1.
Nyní pojednáme o rozvoji holomorfní funkce v Taylorovu řadu. Již bylo zmíněno, že holomorfní funkce má derivace všech řádů. Pokud Taylorova řada v komplexním oboru konverguje, tak ke své funkci, tj. zbytek konverguje k nule. Poloměr konvergence řady je vzdálenost od nejbližšího singulárního bodu (viz dále).
Věta 24.x.
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Navíc pro koeficienty platí: 
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Důkaz:
Předpokládejme nejprve, že holomorfní funkci lze rozvinout v Taylorovu řadu.
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□
Definice 24.x.
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Holomorfní funkci lze rozvinout v Taylorovu řadu 
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Věta 24.x.

Nechť za dané situace má holomorfní funkce 
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Důkaz:

Dle předpokladu je: 
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Podle Leibnitzova vzorce je:
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Je-li 
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Věta platí i naopak, což se snadno ukáže. Položme 
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Věta 24.x. (Cauchyovy odhady)
Nechť je 
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Důkaz:
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Z Cauchyho integrální věty plyne: 
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□
Důsledek:
Rozvineme-li za dané situace holomorfní funkci v Taylorovu řadu o středu 
[image: image1249.wmf]C

Î

0

z

, pak pro koeficienty platí odhady: 
[image: image1250.wmf];

0

N

Î

"

£

n

R

M

a

n

n

 To použijeme k důkazu následující věty.
Věta 24.x. (Liouvilleova)
Je-li funkce 
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Důkaz:

Zvolme 
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tedy 
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Protože nerovnost platí pro každé kladné 
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□

Ukážeme si ještě jiný důkaz Liouvilleovy věty.
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Dle Cauchyho vzorce platí: 
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Dostali jsme tedy nerovnost: 
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Důsledek:
Polynom s komplexními kořeny (kladného stupně) má komplexní kořen (viz základní věta algebry).

Důkaz:
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Poznámka:

Funkce holomorfní v celé množině 
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Věta 24.x.
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Následující pravidlo známe již z reálné analýzy.

Věta 24.x. (l’Hospitalovo pravidlo)

Buď 
[image: image1320.wmf]C

Î

0

z

, nechť jsou funkce 
[image: image1321.wmf]g

f

,

 holomorfní v jistém 
[image: image1322.wmf])

(

0

z

P

 (nejsou identicky nulové), nechť dále 
[image: image1323.wmf];

0

)

(

lim

)

(

lim

0

0

=

=

®

®

z

g

z

f

z

z

z

z

 Pak platí:

[image: image1324.wmf];

)

(

)

(

lim

)

(

)

(

lim

0

0

z

g

z

f

z

g

z

f

z

z

z

z

¢

¢

=

®

®


Důkaz:

Funkce 
[image: image1325.wmf]g

f

,

 můžeme dodefinovat nulou, jde o odstranitelnou singularitu, pak jsou holomorfní v jistém 
[image: image1326.wmf])

(

0

z

U

. Nechť funkce 
[image: image1327.wmf])

(

z

f

 má v bodě 
[image: image1328.wmf]0

z

 kořen násobnosti 
[image: image1329.wmf]N

Î

m

, funkce 
[image: image1330.wmf])

(

z

g

 má v bodě 
[image: image1331.wmf]0

z

 kořen násobnosti 
[image: image1332.wmf]N

Î

n

. Funkce 
[image: image1333.wmf])

(

),

(

z

g

z

f

 můžeme v 
[image: image1334.wmf])

(

0

z

U

 vyjádřit následovně:
 
[image: image1335.wmf];

0

)

(

);

(

)

(

)

(

;

0

)

(

);

(

)

(

)

(

0

1

1

0

0

1

1

0

¹

-

=

¹

-

=

z

g

z

g

z

z

z

g

z

f

z

f

z

z

z

f

n

m



[image: image1336.wmf]);

(

)

(

)

(

)

(

)

(

);

(

)

(

)

(

)

(

)

(

1

0

1

1

0

1

0

1

1

0

z

g

z

z

z

g

z

z

n

z

g

z

f

z

z

z

f

z

z

m

z

f

n

n

m

m

¢

-

+

-

=

¢

¢

-

+

-

=

¢

-

-


Platí: 
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Tedy platí: 
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□
Příklad 24.x.
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 (?? víceznačnost)
V komplexním oboru mají velký význam Laurentovy řady (LŘ).
Definice 24.x.

Laurentova řada má tvar:

[image: image1346.wmf];
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První část je hlavní část, druhá část je regulární část.
Regulární část Laurentovy řady je vlastně Taylorova řada.
Hlavní část LŘ se dá vyjádřit takto: 
[image: image1348.wmf];
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Laurentova řada je vlastně také mocninná řada, ale s tím rozdílem, že se tam vyskytují i záporné mocniny. Taylorova řada je speciální případ Laurentovy řady, kde jsou koeficienty u záporných mocnin nulové.
Zkoumejme nyní hlavní část Laurentovy řady, položme: 
[image: image1349.wmf];
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Podmínka 
[image: image1355.wmf]r

<

w

 lze též vyjádřit takto: 
[image: image1356.wmf];

1

1

0

0

z

z

z

z

w

-

<

Û

<

-

Û

<

r

r

r


Položme nyní 
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Zkoumejme nyní regulární část Laurentovy řady. Již víme (kap. IX), že existuje 
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Existují jistá čísla 
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Následující věta říká, že každá funkce holomorfní na jistém „mezikruží“ lze rozvinout v Laurentovu řadu. Funkce může mít i více různých Laurentových řad o témže středu v závislosti na mezikruží.
Věta 24.x.

Nechť je funkce 
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Důkaz:

Nejprve předpokládejme, že je funkce vyjádřena Laurentovou řadou. Pak máme: 
[image: image1376.wmf];

2

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

1

0

)

(

1

0

0

)

(

1

0

0

0

0

n

k

z

k

n

k

k

z

k

k

n

k

k

z

k

n

a

i

dz

z

z

a

dz

z

z

z

z

a

dz

z

z

z

f

p

r

r

r

=

-

=

-

-

=

-

å

ò

ò

å

ò

+¥

-¥

=

-

-

+¥

-¥

=

+

+


neboť 
[image: image1377.wmf];

pro

0

)

(

)

(

1

0

0

n

k

dz

z

z

z

k

n

k

¹

=

-

ò

-

-

r

 (viz výsledky dříve)
Nyní dokážeme existenci Laurentova rozvoje pro funkci 
[image: image1378.wmf])

(

z

f

, zvolme 
[image: image1379.wmf])

(

0

z

w

R-r

P

Î

, dále čísla 
[image: image1380.wmf]2

1

,

r

r

 tak, aby platilo: 
[image: image1381.wmf]R

z

w

r

<

<

-

<

<

2

0

1

r

r

.

[image: image1382.wmf];

)

(

)

(

2

1

)

(

1

2

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

ò

ò

r

r

p

k

k

dz

w

z

z

f

dz

w

z

z

f

i

w

f

 (Cauchyho vzorec pro mezikruží)
Je-li 
[image: image1383.wmf]2

0

r

=

-

z

z

, je 
[image: image1384.wmf]0

0

z

z

z

w

-

<

-

, tj. 
[image: image1385.wmf];

1

0

0

<

-

-

z

z

z

w


máme (viz příklad dříve): 
[image: image1386.wmf];

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

0

1

0

0

0

0

å

¥

=

+

-

-

=

-

-

-

=

-

k

k

k

z

z

z

w

z

w

z

z

w

z



[image: image1387.wmf]=

-

-

=

-

-

=

-

å

ò

ò

å

ò

¥

=

+

¥

=

+

0

1

0

0

0

1

0

0

2

2

2

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

k

k

k

k

k

k

k

k

k

dz

z

z

z

w

z

f

dz

z

z

z

w

z

f

dz

w

z

z

f

r

r

r



[image: image1388.wmf];

ˆ

;

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

0

ˆ

1

ˆ

0

ˆ

0

0

1

0

0

2

2

k

k

dz

z

z

z

f

z

w

dz

z

z

z

f

z

w

k

k

k

k

k

k

k

k

=

-

-

=

-

-

=

å

ò

å

ò

¥

=

+

¥

=

+

r

r


Je-li 
[image: image1389.wmf]1

0

r

=

-

z

z

, je 
[image: image1390.wmf]0

0

z

z

z

w

-

>

-

, tj. 
[image: image1391.wmf];

1

0

0

<

-

-

z

w

z

z


máme (viz příklad dříve): 
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Sloučíme-li to dohromady, dostaneme:
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 je definováno stejně jako dříve.
Tedy funkci lze rozvinout v Laurentovu řadu.
□
Příklad 24.x.

Zjistěme obor konvergence Laurentovy řady: 
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Laurentovu řadu ( o středu 
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Na regulární část použijeme Cauchyho odmocninové kriterium (kap. IX).
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Na hlavní část použijeme substituci: 
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Laurentova řada tedy konverguje na mezikruží 
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Příklad 24.x.

Určeme obor konvergence Laurentovy řady: 
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Na regulární část použijeme odmocninové kriterium.
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Na hlavní část také použijeme odmocninové kriterium, ale napřed ji upravíme.
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Laurentova řada konverguje, pokud platí: 
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Pokud platí 
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Rozvoje funkcí v Laurentovy řady si ukážeme na několika příkladech. Většinou vystačíme s rozvojem výrazu v geometrickou řadu.
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Vyjádřeme funkci 
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 Laurentova řada se zde redukuje jen na jeden člen.
Příklad 24.x.

Vyjádřeme funkci 
[image: image1424.wmf];

;

1

)

(

C

Î

-

=

K

K

z

z

f

 pomocí Laurentovy řady o středu 
[image: image1425.wmf]0

0

=

z

.

Zřejmě je funkce holomorfní v 
[image: image1426.wmf]{

}

K

-

C

.

Nechť 
[image: image1427.wmf]0

¹

K

, pak pro 
[image: image1428.wmf]K

z

<

 máme: 
[image: image1429.wmf](

)

;

1

1

1

1

1

0

1

0

å

å

¥

=

+

¥

=

-

=

-

=

-

×

-

=

-

k

k

k

k

k

K

z

K

z

K

z

K

K

K

z

 což je Taylorova řada. Pro 
[image: image1430.wmf]K

z

>

 máme: 
[image: image1431.wmf](

)

;

1

1

1

1

1

0

1

0

å

å

¥

=

+

¥

=

=

=

-

×

=

-

k

k

k

k

k

z

K

z

K

z

K

z

z

K

z


Je-li 
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Nyní tento příklad zobecníme, vyjádříme funkci 
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Možno vyjádřit také takto: 
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Zřejmě je funkce holomorfní v 
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Rozvoj funkce pro 
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Ukázali jsme si jiný způsob odvození Laurentovy řady.
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Příklad 24.x.
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Vyjádřeme nyní funkci 
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Platí: 
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Definice 24.x.
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Pólu násobnosti 1 se také říká jednoduchý pól.

Definice 24.x.
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Věta 24.x. (velká Picardova)
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je obtížný (viz I. Černý, Analýza v komplexním oboru)
Poznámka:

Chování holomorfní funkce v okolí bodu, kde má podstatnou singularitu, je velmi složité. Také existuje slabší tvrzení, které říká, že uzávěr obrazu libovolného prstencového okolí je celé 
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Tedy má funkce 
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Definice 24.x.
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Hlavní část: 
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Regulární část: 
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Laurentova řada o středu 
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Hlavní část: 
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Regulární část: 
[image: image1746.wmf];

0

ˆ

ˆ

ˆ

0

ˆ

ˆ

ˆ

0

å

å

å

-¥

=

-

-¥

=

-

-

+¥

=

=

=

n

n

n

n

n

n

n

n

n

z

a

z

a

z

a


Laurentovy řady o středu 
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 jsou formálně stejné. Mají jen prohozenou hlavní a regulární část.
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Ukážeme, že funkce 
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Definice 24.x. (Rezidum)
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Má-li funkce v bodě 
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Poznámka:

Ukážeme si ještě jiný důkaz předchozího tvrzení. Platí: 
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Poznámka:
Má-li holomorfní funkce v nějakém bodě 
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Věta 24.x.
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Po 1. derivování máme: 
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Po 2. derivování máme: 
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Další příklady na výpočet reziduí si ukážeme příště.
Příklad 24.x.
V reálném oboru platí: 
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V komplexním oboru: 
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Příklad 24.x.

[image: image1872.wmf]);

(

Ln

)

(

Ln

)

(

Ln

)

(

Ln

w

w

z

w

w

z

z

+

=

×

=



[image: image1873.wmf];

)

(

)

1

(

)

1

(

1

1

1

1

)

(

1

1

0

1

0

å

å

¥

=

+

¥

=

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

×

=

-

+

×

=

-

+

=

k

k

k

k

k

k

k

w

w

z

w

w

z

w

w

w

z

w

w

z

w

z


(viz též příklad 24.x.)
Po integraci řady člen po členu dostaneme: 
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Snadno se odvodí, že 
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Příklad 24.x.

Uvažujme funkci: 
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