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XXIII. Diferenční rovnice
V diferenčních rovnicích je neznámou posloupnost. Řešení diferenčních rovnic je v něčem analogické jako řešení diferenciálních rovnic.
Definice 23.x.

Buď dána posloupnost reálných čísel 
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Podobně můžeme definovat posloupnost druhých diferencí takto:
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Podobně můžeme definovat posloupnost třetích diferencí takto:
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Definici můžeme zobecnit, můžeme definovat posloupnost 
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Ověříme, že definice je korektní.

[image: image8.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

D

-

D

=

D

å

å

-

=

-

-

+

-

=

-

-

+

+

-

+

-

1

0

~

~

1

~

1

0

1

1

1

1

1

~

1

)

1

(

1

)

1

(

k

l

l

k

n

l

k

l

l

k

n

l

n

k

n

k

n

k

a

l

k

a

l

k

a

a

a



[image: image9.wmf]=

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

=

-

-

=

-

-

+

-

=

-

+

+

å

å

n

k

k

l

l

k

n

l

k

l

l

k

n

l

k

n

a

a

l

k

a

l

k

a

1

2

0

~

~

1

~

1

1

)

1

(

~

1

)

1

(

1

)

1

(



[image: image10.wmf]=

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

=

å

å

-

=

-

+

-

-

=

-

+

+

n

k

k

l

l

k

n

l

k

l

l

k

n

l

k

n

a

a

l

k

a

l

k

a

)

1

(

1

1

)

1

(

1

)

1

(

1

1

1

1

1



[image: image11.wmf]=

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

=

å

å

-

=

-

+

-

=

-

+

+

n

k

k

l

l

k

n

l

k

l

l

k

n

l

k

n

a

a

l

k

a

l

k

a

)

1

(

1

1

)

1

(

1

)

1

(

1

1

1

1



[image: image12.wmf]=

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

=

å

å

-

=

-

+

+

-

=

-

+

+

n

k

k

l

l

k

n

l

k

n

n

k

k

l

l

k

n

l

k

n

a

a

l

k

a

a

a

l

k

l

k

a

)

1

(

)

1

(

)

1

(

1

1

1

)

1

(

1

1

1

1



[image: image13.wmf];

)

1

(

0

å

=

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

k

l

l

k

n

l

a

l

k


□
Poznámka:

Pro posloupnost také platí: 
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Buď dána posloupnost reálných čísel 
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 (viz def. 8.x). Zřejmě platí: 
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Příklad:

Buďte dány 2 posloupnosti 
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Příklad:
Určeme diferenci součinu posloupností, buďte dány 2 posloupnosti 
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Příklad:

Určeme diferenci podílu posloupností, buďte dány 2 posloupnosti 
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Příklad:

a) Buď dána posloupnost 
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b) Buď dána posloupnost 
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c) Buď dána posloupnost 
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d) Buď dána posloupnost 
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e) Buď dána posloupnost 
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f) Buď dána posloupnost 
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 (geometrická posloupnost)
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g) Buď dána posloupnost 
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h) Buď dána posloupnost 
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Homogenní diferenční rovnice se též řeší přes tzv. charakteristický polynom, podobně jako diferenciální rovnice. Buď dána homogenní diferenční rovnice 
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Charakteristický polynom je: 
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Věta 23.x.

Buď dána diferenční rovnice: 
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 je neznámá posloupnost. Charakteristický polynom je: 
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 je konstanta, je řešením diferenční rovnice.
Důkaz:
Protože 
[image: image68.wmf]1
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 je kořen charakteristického polynomu, platí: 
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□
Pokud má charakteristický polynom všechny kořeny jednoduché, tvoří fundamentální systém homogenní diferenční rovnice posloupnosti: 
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Pokud má charakteristický polynom vícenásobný kořen, např. 
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Věta 23.x.

Nechť má charakteristický polynom dvojnásobný kořen 
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. Pak jsou řešením diferenční rovnice posloupnosti: 
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Důkaz:

Že rovnici vyhovuje posloupnost 
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□
Příklad 23.x.

Uvažujme geometrickou posloupnost, kde podíl 2 sousedních členů je konstantní, tj. platí: 
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[image: image84.wmf]q

 je kvocient. Rovnici lze upravit na tvar: 
[image: image85.wmf];
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 což je homogenní diferenční rovnice. Charakteristický polynom je: 
[image: image87.wmf]0
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, jehož kořenem je číslo 
[image: image88.wmf]q

. Obecné řešení diferenční rovnice má tvar 
[image: image89.wmf];
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Také platí: 
[image: image90.wmf];
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Příklad 23.x.

Uvažujme aritmetickou posloupnost, kde rozdíl 2 sousedních členů je konstantní, tj. platí: 
[image: image91.wmf]d
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[image: image92.wmf]d

 je diference. Jde o nehomogenní diferenční rovnici. Řešením homogenní diferenční rovnice je 
[image: image93.wmf]K
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. Řešení nehomogenní diferenční rovnice hledáme ve tvaru: 
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, tj. obecné řešení rovnice má tvar: 
[image: image96.wmf];
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Také platí: 
[image: image97.wmf]);
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Příklad 23.x.

Řešme diferenční rovnici: 
[image: image98.wmf];
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Charakteristický polynom je: 
[image: image99.wmf]0
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, jeho kořen je 
[image: image100.wmf]4
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Obecné řešení diferenční rovnice je: 
[image: image101.wmf];

4

n

n

K

a

×

=


Ještě uděláme zkoušku: 
[image: image102.wmf];
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Poznamenejme ještě, že po úpravě diferenční rovnice dostaneme: 
[image: image103.wmf]4
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, tedy je to geometrická posloupnost s kvocientem 
[image: image104.wmf]4
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.
Příklad 23.x.

Řešme diferenční rovnici: 
[image: image105.wmf];
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Je to nehomogenní diferenční rovnice, vyřešíme napřed homogenní rovnici.

Charakteristický polynom je: 
[image: image106.wmf]0
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, jeho kořen je 
[image: image107.wmf]2
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Obecné řešení homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image108.wmf];
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Řešení nehomogenní diferenční rovnice hledáme ve tvaru: 
[image: image109.wmf];
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 neboť číslo 
[image: image110.wmf]3

 není kořen charakteristického polynomu.
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Po dosazení dostaneme:

[image: image112.wmf];
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[image: image113.wmf];
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Porovnáním koeficientů dostaneme: 
[image: image114.wmf];
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Obecné řešení nehomogenní diferenční rovnice je: 
[image: image116.wmf];
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což lze též upravit takto: 
[image: image117.wmf];
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Příklad 23.x.

Řešme diferenční rovnici: 
[image: image118.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image119.wmf](
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Je to nehomogenní diferenční rovnice, vyřešíme napřed homogenní rovnici.

Charakteristický polynom je: 
[image: image120.wmf]0
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, jeho kořen je 
[image: image121.wmf]2
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Obecné řešení homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image122.wmf](
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Řešení nehomogenní diferenční rovnice hledáme ve tvaru: 
[image: image123.wmf](
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 neboť číslo 
[image: image124.wmf]2
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 není kořen charakteristického polynomu.
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Po dosazení dostaneme:

[image: image126.wmf](
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[image: image127.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

;

)

1

(

4

4

2

1

2

1

2

1

2

1

n

n

n

n

n

B

A

n

A

×

+

=

×

+

+

×


Porovnáním koeficientů dostaneme: 
[image: image128.wmf];
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Obecné řešení nehomogenní diferenční rovnice je: 
[image: image130.wmf](
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což lze též upravit takto: 
[image: image131.wmf](
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Příklad 23.x.

Řešme diferenční rovnici: 
[image: image132.wmf];
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Je to nehomogenní diferenční rovnice, vyřešíme napřed homogenní rovnici.

Charakteristický polynom je: 
[image: image133.wmf]0
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, má dvojnásobný kořen je 
[image: image134.wmf]1
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Obecné řešení homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image135.wmf]n
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Řešení nehomogenní diferenční rovnice hledáme ve tvaru: 
[image: image136.wmf]n
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, pokud 
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.
Po dosazení dostaneme:

[image: image138.wmf];
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[image: image139.wmf];
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Obecné řešení nehomogenní diferenční rovnice je: 
[image: image140.wmf];
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V případě, že 
[image: image141.wmf]1
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, přejde rovnice na tvar: 
[image: image142.wmf];
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Řešení nehomogenní diferenční rovnice hledáme ve tvaru: 
[image: image143.wmf]2
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Po dosazení dostaneme:

[image: image144.wmf];
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[image: image145.wmf];
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Obecné řešení nehomogenní diferenční rovnice je: 
[image: image146.wmf];
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Příklad 23.x.

Řešme diferenční rovnici: 
[image: image147.wmf];
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Je to homogenní diferenční rovnice 2. řádu, charakteristický polynom je: 
[image: image148.wmf];
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[image: image149.wmf]ï
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Kořeny charakteristického polynomu jsou: 
[image: image150.wmf];
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Obecné řešení homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image151.wmf];
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Kdybychom měli zadané počáteční podmínky, mohli bychom konstanty určit. Nechť je dáno např. 
[image: image152.wmf];
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[image: image153.wmf];
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Řešením soustavy rovnic je: 
[image: image154.wmf];
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Partikulární řešení, které navíc vyhovuje počátečním podmínkám, je: 
[image: image155.wmf];
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Příklad 23.x.

Řešme diferenční rovnici: 
[image: image156.wmf];
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image157.wmf];
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 je to nehomogenní diferenční rovnice 1. řádu. Řešení homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image158.wmf];

2

)

(

n

n

K

h

a

×

=

 řešení nehomogenní rovnice hledáme ve tvaru: 
[image: image159.wmf]C
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, neboť 0 není kořen charakteristického polynomu.
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Obecné řešení nehomogenní diferenční rovnice je: 
[image: image161.wmf];
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Příklad 23.x.

Řešme diferenční rovnici: 
[image: image162.wmf];
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Je to nehomogenní diferenční rovnice 2. řádu. Napřed vyřešíme homogenní diferenční rovnici. Charakteristický polynom je: 
[image: image163.wmf];
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[image: image164.wmf];
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Polynom má dvojnásobný kořen 
[image: image165.wmf]3
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, obecné řešení homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image166.wmf];
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 Řešení nehomogenní diferenční rovnice hledáme ve tvaru: 
[image: image167.wmf];
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[image: image168.wmf];
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Po dosazení dostaneme:

[image: image169.wmf];
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Odtud dostáváme: 
[image: image170.wmf];
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Obecné řešení nehomogenní diferenční rovnice je: 
[image: image171.wmf];
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Příklad 23.x.

Řešme diferenční rovnici: 
[image: image172.wmf];
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Je to homogenní diferenční rovnice 3. řádu.
Charakteristický polynom je: 
[image: image173.wmf];
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Jeden kořen určíme zkusmo, protože vzorce na rovnice 3. stupně nejsou vhodné. Např. kořen je 
[image: image174.wmf]1
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. Také je možno použít Hornerovo schéma.

Platí: 
[image: image175.wmf];
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 Dále použijeme vzorec pro kvadratické rovnice.
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Charakteristický polynom má 3 kořeny 
[image: image177.wmf],
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Obecné řešení homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image178.wmf];
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Příklad 23.x.

Řešme diferenční rovnici: 
[image: image179.wmf];
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Je to homogenní diferenční rovnice 3. řádu.
Charakteristický polynom je: 
[image: image180.wmf];
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Kořeny polynomu určíme zkusmo, protože vzorce na rovnice 3. stupně nejsou vhodné, 
[image: image181.wmf],
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 Také je možno použít Hornerovo schéma.

Platí: 
[image: image182.wmf];
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 Jeden kořen je dvojnásobný.

Obecné řešení homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image183.wmf];
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Kdybychom měli ještě zadané počáteční podmínky, např.: 
[image: image184.wmf],
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 získali bychom dosazení soustavu rovnic, ze které bychom určili konstanty. Po dosazení dostaneme:

[image: image185.wmf];
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Řešením soustavy rovnice je: 
[image: image186.wmf];
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 (postup řešení nebudeme rozepisovat). Partikulární řešení rovnice, které vyhovuje počátečním podmínkám je: 
[image: image187.wmf];
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Příklad 23.x.

Řešme diferenční rovnici: 
[image: image188.wmf];
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[image: image189.wmf];
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 Řešení nehomogenní diferenční rovnice hledáme ve tvaru: 
[image: image190.wmf];
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Po dosazení dostaneme:


[image: image191.wmf];
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[image: image192.wmf];
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Odtud dostáváme soustavu rovnic: 
[image: image193.wmf];
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[image: image194.wmf];
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Obecné řešení nehomogenní diferenční rovnice je:

[image: image195.wmf];
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Příklad 23.x.

Řešme diferenční rovnici: 
[image: image196.wmf];
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Je to nehomogenní diferenční rovnice 1. řádu.

Řešení homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image197.wmf];
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 řešení nehomogenní rovnice hledáme ve tvaru: 
[image: image198.wmf];
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 neboť 2 je kořen charakteristického polynomu.
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Po dosazení dostaneme:

[image: image200.wmf];
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Porovnáním koeficientů dostaneme: 
[image: image201.wmf];
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Obecné řešení nehomogenní diferenční rovnice je: 
[image: image203.wmf];
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což lze též upravit takto: 
[image: image204.wmf](
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Příklad 23.x.

Řešme diferenční rovnici: 
[image: image205.wmf];
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Je to nehomogenní diferenční rovnice 1. řádu.

Řešení homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image206.wmf];
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 řešení nehomogenní rovnice hledáme ve tvaru: 
[image: image207.wmf];
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 neboť 2 je kořen charakteristického polynomu.
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Po dosazení dostaneme:

[image: image209.wmf]=
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[image: image210.wmf];

2

2

2

2

2

2

4

n

n

n

n

n

B

A

An

=

+

+

=


Porovnáním koeficientů dostaneme: 
[image: image211.wmf];
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Obecné řešení nehomogenní diferenční rovnice je: 
[image: image213.wmf];
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což lze též upravit takto: 
[image: image214.wmf];
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Příklad 23.x. (zobecnění předchozího příkladu)
Řešme diferenční rovnici: 
[image: image215.wmf];
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Je to nehomogenní diferenční rovnice 1. řádu.

Řešení homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image216.wmf];
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 řešení nehomogenní rovnice hledáme ve tvaru: 
[image: image217.wmf];
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 neboť 2 je kořen charakteristického polynomu.
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Po dosazení dostaneme:

[image: image219.wmf]=
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[image: image220.wmf]n
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Porovnáním koeficientů dostaneme: 
[image: image221.wmf];

1

2

=

A

 tj. 
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Obecné řešení nehomogenní diferenční rovnice je: 
[image: image223.wmf];
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což lze též upravit takto: 
[image: image224.wmf];
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Příklad 23.x.
Máme diferenční rovnici: 
[image: image225.wmf]1
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, nechť je dáno: 
[image: image226.wmf];
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Určíme členy: 
[image: image227.wmf]7
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Nejdříve to vyřešíme klasicky pomocí rovnic.

[image: image228.wmf];

0

tj.

;

2

2

2

tj.

;

2

;

2

tj.

;

2

2

6

tj.

;

2

;

2

tj.

;

2

6

10

tj.

;

2

1

1

1

2

3

2

2

2

3

4

3

3

3

4

5

=

+

=

+

=

=

+

=

+

=

=

+

=

+

=

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a



[image: image229.wmf];

42

20

22

10

2

22

2

;

22

12

10

6

2

10

2

5

6

7

4

5

6

=

+

=

×

+

=

+

=

=

+

=

×

+

=

+

=

a

a

a

a

a

a


Nyní rovnici upravíme na tvar: 
[image: image230.wmf]0
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, což je homogenní diferenční rovnice.
Charakteristický polynom je: 
[image: image231.wmf];
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má 2 kořeny 
[image: image232.wmf];
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Obecné řešení diferenční rovnice je: 
[image: image233.wmf];
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Určíme řešení, které vyhovuje počátečním podmínkám, tj. vyřešíme soustavu rovnic.

[image: image234.wmf];
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 tj. 
[image: image235.wmf];
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Řešením soustavy rovnice je: 
[image: image236.wmf];
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Řešení diferenční rovnice, které vyhovuje počátečním podmínkám, je tedy:

[image: image237.wmf];
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[image: image238.wmf];
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Poznamenejme ještě, že výraz 
[image: image239.wmf];
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 je dělitelný 3 pro každé 
[image: image240.wmf]N
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, což se snadno ověří.
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[image: image242.wmf];
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Dále si ukážeme, jak se řeší soustavy diferenčních rovnic. Také se při tom používají vlastní čísla a vlastní vektory matice.
Příklad 23.x.

Řešme homogenní soustavu diferenčních rovnic: 
[image: image243.wmf];
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Soustavu přepíšeme maticově takto: 
[image: image244.wmf];
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Charakteristický polynom:

[image: image245.wmf];
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Jeho kořeny najdeme pomocí vzorce pro kvadratické rovnice:

[image: image246.wmf]î
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Vlastní čísla matice jsou tedy: 
[image: image247.wmf]{
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Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
[image: image248.wmf]3

1

=

l

, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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[image: image250.wmf])
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, tj. vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 4.

Nyní najdeme vlastní vektor příslušný k vlastnímu číslu 
[image: image251.wmf]1
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, tj. vyřešíme homogenní soustavu lineárních rovnic:
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[image: image253.wmf])
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, tj. vlastní vektor příslušný vlastnímu číslu 1.

Platí tedy: 
[image: image254.wmf];
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Fundamentální systém tedy tvoří vektorové posloupnosti: 
[image: image255.wmf];
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Soustavě diferenčních rovnic vyhovují tyto posloupnosti:

[image: image256.wmf];
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[image: image257.wmf];
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Příklad 23.x.

Vezměme nyní příklad pro veřejnost (vyskytuje se např. v kvizu). Je dána posloupnost čísel: 
[image: image258.wmf];
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 Uhodněte předpis a určete další 2 členy posloupnosti.
Zde máme: 
[image: image259.wmf];
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 určeme diference: 
[image: image260.wmf];
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Vidíme, že posloupnost diferencí je aritmetická, nyní již můžeme „uhodnout“ předpis. Bude vyjádřen pomocí rekurentního vzorce.

[image: image261.wmf];
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Pomocí rekurentního vzorce již snadno určíme další členy posloupnosti: 
[image: image263.wmf];
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Dostali jsme nehomogenní diferenční rovnici. Řešením homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image264.wmf]K
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, řešení nehomogenní diferenční rovnice hledáme ve tvaru: 
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Porovnáním koeficientů dostaneme: 
[image: image267.wmf];
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řešením soustavy je: 
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Obecné řešení rovnice je: 
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49

2

2

K

n

n

a

n

+

+

=


Z podmínky 
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. Platí: 
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Řešení rovnice splňující podmínku je: 
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Řešením diferenční rovnice jsme získali předpis pro libovolný člen posloupnosti, nemusíme to počítat rekurentně.
Příklad 23.x.

Vezměme nyní příklad pro veřejnost (vyskytuje se např. v kvizu). Je dána posloupnost čísel: 
[image: image278.wmf];
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Zde máme: 
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Vidíme, že posloupnost diferencí je aritmetická, nyní již můžeme „uhodnout“ předpis. Bude vyjádřen pomocí rekurentního vzorce.
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Pomocí rekurentního vzorce již snadno určíme další členy posloupnosti: 
[image: image283.wmf];
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Dostali jsme nehomogenní diferenční rovnici. Řešením homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image284.wmf]K
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, řešení nehomogenní diferenční rovnice hledáme ve tvaru: 
[image: image285.wmf];

2

n

B

n

A

a

n

+

=
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Porovnáním koeficientů dostaneme: 
[image: image287.wmf];
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řešením soustavy je: 
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Obecné řešení rovnice je: 
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Z podmínky 
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. Platí: 
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Řešení rovnice splňující podmínku je: 
[image: image294.wmf];
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Řešením diferenční rovnice jsme získali předpis pro libovolný člen posloupnosti, nemusíme to počítat rekurentně.

Příklad 23.x.

Je dána posloupnost čísel: 
[image: image297.wmf];
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 Uhodněte předpis a určete další 2 členy posloupnosti.

Určeme diference, jsou to čísla: 
[image: image298.wmf];
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Vidíme, že posloupnost diferencí je opět aritmetická, nyní již můžeme „uhodnout“ předpis. Bude vyjádřen pomocí rekurentního vzorce.
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Pomocí rekurentního vzorce již snadno určíme další členy posloupnosti: 
[image: image301.wmf];
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Dostali jsme nehomogenní diferenční rovnici. Řešením homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image302.wmf]K
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, řešení nehomogenní diferenční rovnice hledáme ve tvaru: 
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Porovnáním koeficientů dostaneme: 
[image: image305.wmf];
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řešením soustavy je: 
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Obecné řešení rovnice je: 
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Řešení rovnice splňující podmínku je: 
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Řešením diferenční rovnice jsme získali předpis pro libovolný člen posloupnosti, nemusíme to počítat rekurentně.

Příklad 23.x.

Je dána posloupnost čísel: 
[image: image315.wmf];
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 Uhodněte předpis a určete další 2 členy posloupnosti.

Zkusíme „uhodnout“ předpis: 
[image: image316.wmf];
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Pomocí rekurentního vzorce již snadno určíme další členy posloupnosti: 
[image: image317.wmf];
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[image: image318.wmf];
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Dostali jsme nehomogenní diferenční rovnici. Řešením homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image319.wmf]n

n

K

a

4

×

=

, řešení nehomogenní diferenční rovnice hledáme ve tvaru: 
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[image: image321.wmf];

tj.

;

10

4

3

10

=

-

=

C

C

C


Obecné řešení rovnice je: 
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Řešení rovnice splňující podmínku je: 
[image: image327.wmf];
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[image: image328.wmf];
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Řešením diferenční rovnice jsme získali předpis pro libovolný člen posloupnosti, nemusíme to počítat rekurentně.

Příklad 23.x.

Je dána posloupnost čísel: 
[image: image330.wmf];
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 Uhodněte předpis a určete další 2 členy posloupnosti.

Zkusíme „uhodnout“ předpis: 
[image: image331.wmf];
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Pomocí rekurentního vzorce již snadno určíme další členy posloupnosti:

[image: image332.wmf];
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Dostali jsme nehomogenní diferenční rovnici. Řešením homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image333.wmf]K
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, řešení nehomogenní diferenční rovnice hledáme ve tvaru: 
[image: image334.wmf];

2

n

B

n

A

a

n

+

=



[image: image335.wmf];
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Porovnáním dostaneme: 
[image: image336.wmf];
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Obecné řešení rovnice je: 
[image: image338.wmf];
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Z podmínky: 
[image: image339.wmf]53
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Řešení rovnice splňující podmínku je: 
[image: image343.wmf];
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Poznámka:

Takové úlohy zadané např. v kvizu nejsou korektně zadané. Další člen si mohu totiž libovolně zvolit a pak sestrojit příslušný Lagrangeův interpolační polynom.

Nechť je dáno: 
[image: image344.wmf],
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Člen 
[image: image346.wmf]n
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 si zvolím, pak sestrojím Lagrangeův interpolační polynom následovně:
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[image: image348.wmf];
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Nepředpokládám, že by zadavatel volil tak „krkolomný“ předpis.
Příklad 23.x.

Fibonaciho posloupnost má tu vlastnost, že každý člen je součtem předchozích dvou, přičemž 1. člen a 2. člen jsou rovny 1.
Tedy platí: 
[image: image349.wmf];
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Prvních 10 členů Fibonaciho posloupnosti je: 
[image: image350.wmf];
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Zkusme nyní vyjádřit obecně 
[image: image351.wmf]-

n

tý člen posloupnosti, tj. vyřešíme homogenní diferenční rovnici s počátečními podmínkami.
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Rovnici upravíme na tvar: 
[image: image353.wmf];
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Charakteristický polynom je: 
[image: image354.wmf];
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Polynom má dva kořeny 
[image: image356.wmf];
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 obecné řešení homogenní diferenční rovnice je: 
[image: image357.wmf](
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Konstanty 
[image: image358.wmf]2
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 určíme z počátečních podmínek, dostaneme soustavu rovnic:
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Řešením soustavy rovnic je: 
[image: image361.wmf];

5

5

;

5

5

2

1

-

=

=

K

K

 (ověřte)
Obecně 
[image: image362.wmf]-
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Zkusme např. takto vypočítat 3., 4., 5. člen posloupnosti.
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Příklad 23.x.

Řešme homogenní diferenční rovnici: 
[image: image372.wmf];
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Charakteristický polynom je: 
[image: image373.wmf];
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Zde nám vyšly imaginární kořeny.
Obecné řešení diferenční rovnice je: 
[image: image375.wmf];
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Komplexní čísla můžeme vyjádřit v goniometrickém tvaru:
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Obecné řešení můžeme také vyjádřit ve tvaru:
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nebo také v reálném tvaru:
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což ještě upravíme:
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Ještě ověříme, že takto definovaná posloupnost vyhovuje diferenční rovnici. Rozlišíme 4 případy.
· 
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Příklad 23.x.

Posloupnost čísel je dána následovně: 
[image: image394.wmf])
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Každý další člen je průměrem 2 předchozích. Máme určit 
[image: image395.wmf]n
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Pozor: Není pravda, že 
[image: image396.wmf];

2

lim

b

a

x

n

n

+

=

¥

®


Položme: 
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Pro posloupnosti 
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 platí: 
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dále: 
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 (počáteční podmínky)
Máme homogenní diferenční rovnice, 
[image: image401.wmf];
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Jejich charakteristický polynom je: 
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Řešení diferenční rovnice je: 
[image: image404.wmf](
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Z počátečních podmínek určíme konstanty: 
[image: image405.wmf];
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řešení soustavy je: 
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Řešení diferenční rovnice je: 
[image: image408.wmf](
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Z počátečních podmínek určíme konstanty: 
[image: image409.wmf];
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řešení soustavy je: 
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Je to vážený aritmetický průměr čísel 
[image: image414.wmf]b
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Poznamenejme ještě, že výrazy 
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 jsou dělitelné 3 pro každé 
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, což se snadno ověří.
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Poznámka:

Některé diferenční rovnice se obtížně řeší. Určit limitu posloupnosti, která je daná rekurentně (tj. diferenční rovnicí), lze někdy užitím Banachovy věty o pevném bodě. Příklady na to jsou též v kap. 11.

Použité zdroje:

1) Henzler J.: Integrály, diferenciální a diferenční rovnice (2002)

2) článek Diferencni_r.pdf, dostupný z internetu
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