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XXII. Laplaceova transformace

Definice 1.

Buď 
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existuje-li integrál vpravo konečný. Laplaceova transformace se definuje pouze pro 
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Nyní si odvodíme Laplaceovu transformaci některých funkcí. Předpokládáme 
[image: image13.wmf]0
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, není-li uvedeno jinak.
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Laplaceova transformace je lineární zobrazení (homomorfismus) (viz LA).
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(použili jsme metodu integrace per partes: 
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Dostáváme důležitý vztah pro transformaci derivace:
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Nyní odvodíme vztah pro transformaci derivace vyšších řádů.
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Obecně pro derivaci 
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Poznámka:
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Poznámka:
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Heslo: Při Laplaceově transformaci je obraz konvoluce součin obrazů.

Poznámka:
Při odvození Laplaceovy transformace lze také použít výsledek bodu 4.
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47) Určeme Laplaceovu transformaci funkce: 
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 (Př. 16.14.)
Vypočteme: 
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Laplaceovu transformaci funkce z bodu 32) lze odvodit ještě jinak:
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Laplaceovu transformaci funkce z bodu 33) lze odvodit ještě jinak:
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Dostáváme: 
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Ukážeme si ještě jiné odvození:
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Dostáváme: 
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Laplaceovu transformaci funkce z bodu 35) lze odvodit ještě jinak:
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Položme formálně: 
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Ukážeme si ještě jiné odvození:
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Dostáváme: 
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Laplaceovu transformaci funkce z bodu 39) lze odvodit ještě jinak:
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Tabulka Laplaceovy transformace

	Vzor (originál)
	Obraz
	Poznámka
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Je dán obraz při Laplaceově transformaci: 
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Je nutno rozlišit 3 případy:
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Příklad.

Je dán obraz při Laplaceově transformaci: 
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 Najděme vzor.

Napřed je nutno udělat rozklad na parciální zlomky (viz dříve).
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Již známým způsobem zjistíme, že řešením je: 
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máme tedy rozklad: 
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Pomocí tabulky pak snadno najdeme vzor: 
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Příklad.

Je dán obraz při Laplaceově transformaci: 
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 Najděme vzor.

Napřed je nutno udělat rozklad na parciální zlomky (viz dříve).


[image: image433.wmf];

)

3

(

3

)

3

(

1

9

6

1

2

2

2

3

+

+

+

+

=

+

=

+

+

p

C

p

B

p

A

p

p

p

p

p


Již známým způsobem zjistíme, že řešením je: 
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máme tedy rozklad: 
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Pomocí tabulky pak snadno najdeme vzor: 
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Laplaceova transformace se též používá k řešení diferenciálních rovnic. Ukážeme si to na následujících příkladech.

Příklad 1.

Řešme diferenciální rovnici: 
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Příklad 2.

Řešme diferenciální rovnici: 
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Příklad 3.

Řešme diferenciální rovnici: 
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Příklad 3a.

Řešme diferenciální rovnici: 
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 s počátečními podmínkami: 
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Příklad 4.

Řešme diferenciální rovnici: 
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Příklad 5.

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image491.wmf];
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Příklad 6.

Řešme diferenciální rovnici: 
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Příklad 7.

Řešme diferenciální rovnici: 
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(body 5, 10)
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Při řešení diferenciálních rovnic pomocí Laplaceovy transformace vznikne racionální funkce, kde ve jmenovateli je charakteristický polynom rovnice. Racionální funkci je nutno rozložit na parciální zlomky, k čemuž je nutné najít kořeny jmenovatele (což se v obecném případě nepodaří). Po rozkladu na parciální zlomky je nutno nalézt vzor (originál).

Laplaceovu transformaci lze použít i na soustavy diferenciálních rovnic, což ukážeme v následujících příkladech.

Příklad 8.

Řešme soustavu diferenciálních rovnic:
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 s počátečními podmínkami: 
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Na obě rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.
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Soustavu lineárních rovnic o dvou neznámých 
[image: image524.wmf])
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 vyřešíme Cramerovým pravidlem (přes determinanty).
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(rozklad na parciální zlomky)


[image: image529.wmf];

2

4

1

t

t

e

e

y

+

=



[image: image530.wmf];

4

2

t

t

e

e

y

-

=


Příklad 9.

Řešme soustavu diferenciálních rovnic:

 
[image: image531.wmf];

;

4

3

2

1

2

2

1

1

y

y

y

y

y

y

-

=

¢

-

=

¢

 s počátečními podmínkami: 
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Na obě rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.
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Soustavu lineárních rovnic o dvou neznámých 
[image: image536.wmf])
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 vyřešíme Cramerovým pravidlem (přes determinanty).
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 (body 11, 12)
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 (body 11, 12)

(rozklad na parciální zlomky)
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Příklad 10.

Řešme soustavu diferenciálních rovnic:
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 s počátečními podmínkami: 
[image: image544.wmf];
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Na obě rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.
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Soustavu lineárních rovnic o dvou neznámých 
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 vyřešíme Cramerovým pravidlem (přes determinanty).
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 (body 19, 20)
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 (body 19, 20)

(rozklad na parciální zlomky)
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Příklad 11.

Řešme soustavu diferenciálních rovnic:
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 s počátečními podmínkami: 
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Na obě rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.
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Soustavu lineárních rovnic o třech neznámých 
[image: image560.wmf])
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 vyřešíme Cramerovým pravidlem (přes determinanty). 
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 (body 11, 12)
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 (body 11, 12)
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 (body 11, 12)

(rozklad na parciální zlomky)
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Při řešení soustavy diferenciálních rovnic pomocí Laplaceovy transformace vzniknou racionální funkce, kde ve jmenovateli je charakteristický polynom matice soustavy. Racionální funkce je nutno rozložit na parciální zlomky, k čemuž je nutné najít kořeny jmenovatele (což se v obecném případě nepodaří). Po rozkladu na parciální zlomky je nutno nalézt vzor (originál).

Nejobtížnější úkol je tedy rozklad na parciální zlomky.

Pomocí Laplaceovy transformace lze též řešit diferenciální rovnice, které mají nespojitou pravou stranu. Ukážeme si to na příkladech.
Příklad x.

Řešme diferenciální rovnici: 
[image: image571.wmf])

(

t

f

y

y

=

-

¢

; kde 
[image: image572.wmf]î

í

ì

>

£

£

=

=

ñ

á

;

1

;

0

;

1

0

;

1

)

(

1

;

0

t

t

t

f

c


s počáteční podmínkou: 
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Funkční hodnota a první derivace na sebe spojitě navazují v bodě 
[image: image634.wmf]1

=

t

, ale druhá derivace tam nenavazuje spojitě.
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� Body 9, 10) platí i pro komplexní čísla (Re(p-a)>0), což jsme neověřili. Výpočet jsme provedli „na dluh“.
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