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XVIII. Funkce s konečnou variací

V této kapitole se budeme zabývat reálnými funkcemi reálné proměnné.

Definice 18.1.

Buď dána funkce 
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 na intervalu 
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Variační součet funkce 
[image: image4.wmf]f

 na intervalu 
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Definice 18.1a.

Positivní a negativní variační součet funkce 
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 na intervalu 
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Zřejmě pro každé dělení intervalu platí: 
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, dále jsou čísla 
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Poznámka:

Provedeme-li zjemnění dělení intervalu, variační součet se zvýší nebo zůstane stejný (což se snadno dokáže).
Definice 18.2.

Buď dána funkce 
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 na intervalu 
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Definice 18.2a.

Buď dána funkce 
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 na intervalu 
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. Pak positivní a negativní variace funkce 
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Supremum existuje dle základní věty analýzy (V. 1.x.)

Poznámka:

Z definice vyplývá, že variace funkce je vždy číslo nezáporné, též positivní a negativní variace jsou nezáporná čísla. 
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Zřejmě platí: 
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 u monotónních funkcí nastává rovnost (viz V 18.x.).

Definice 18.3.

Je-li 
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, tj. variace je konečné reálné číslo, má funkce 
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 na intervalu 
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Funkce s konečnou variací hrají v matematice významnou roli, což uvidíme.
Věta 18.1.

Nechť funkce 
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Důkaz:

Zvolme libovolné dělení 
[image: image35.wmf]D
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 Protože je funkce 
[image: image39.wmf]f

 je monotónní, mají všechny sčítance 
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Je-li funkce neklesající, mají kladné znaménko (eventuálně jsou nulové).
Je-li funkce nerostoucí, mají záporné znaménko (eventuálně jsou nulové).
Tudíž platí toto:
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Protože to platí pro každé dělení, je: 
[image: image42.wmf])

(

)

(

)

;

;

(

a

f

b

f

b

a

f

V

-

=

ñ

á

.


□

Poznámka:

Platí dokonce toto:

Je-li funkce 
[image: image43.wmf]f

 na intervalu 
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Je-li funkce 
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 na intervalu 
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[image: image48.wmf])

(

)

(

)

;

;

(

)

;

;

(

b

f

a

f

b

a

f

N

b

a

f

V

-

=

ñ

á

=

ñ

á

.

Definice 18.x.

Nechť má funkce 
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 na intervalu 
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 konečnou variaci. Pak definujeme variační funkce takto: 
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Zřejmě platí: 
[image: image52.wmf];
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Poznámka:

Funkce má na intervalu nulovou variaci právě tehdy, když je konstantní (
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Věta 18.x.

Variace součtu funkcí na intervalu je menší nebo rovna součtu variací jednotlivých funkcí, tj. buďte 
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Dále platí: Buď 
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Důkaz:

Zvolme libovolné dělení 
[image: image60.wmf]D

 intervalu 
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Máme tedy: 
[image: image67.wmf])
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 pro každé dělení intervalu, tudíž nerovnost platí i pro suprema přes všechna dělení.
Tedy: 
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Máme tedy: 
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□
Důsledek:
Součet 2 funkcí s konečnou variací je opět funkce s konečnou variací (na jistém intervalu).
Věta 18.x.

Buď dána funkce 
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Důkaz:

Zvolme dělení intervalu 
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[image: image84.wmf]);
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Pokud množina dělících bodů neobsahuje bod 
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Důsledek:

Pro libovolné dělení intervalu 
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Věta 18.x.

Nechť má funkce 
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Funkce 
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Zvolme dělení intervalu: 
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Protože to platí pro každé dělení intervalu, je 
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Předchozí věta se samozřejmě obrátit nedá.

Věta 18.x.
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Protože to platí pro každé dělení, platí též:
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□
Věta 18.x.

Funkce 
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 má na intervalu 
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Důkaz:
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□
Příklad 18.x.
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Definice 18.x.

Buď dán interval 
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Věta 18.x.
Funkce skoků 
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Důkaz:
Předešleme, že také pro funkci skoků platí též toto:
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Věta 18.x.
Funkce s konečnou variací na intervalu 
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Důkaz:

Funkce s konečnou variací je rozdíl 2 neklesajících funkcí (V 18.x.), jediným druhem nespojitosti u monotónní funkce je skok (V 3.x.), přičemž skoků je nejvýše spočetně mnoho.
Seřaďme tedy body nespojitosti funkce do rostoucí posloupnosti 
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Výše popsaný rozklad funkce s konečnou variací se nazývá Jordanův rozklad.
Poznámka:

Za situace popsané výše platí následující:
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Pokud pro jisté 
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Definice 18.x.

Buď dána množina 
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Každý prvek 
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Věta 18.x. (Vitaliho věta o pokrytí)
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Důkaz:

viz Jarník, Integrální počet II, uvedeme náznak.
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Derivace funkce nemusí vždy existovat, ale pokud je funkce definovaná v jistém okolí bodu, existuje horní a dolní derivace.

Definice 18.x.

Nechť je funkce 
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 definovaná v jistém okolí bodu 
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Dolní derivace je: 
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Vždy platí: 
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Následující věta je jisté zobecnění věty 4.x.

Věta 18.x.
Nechť funkce 
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 má v bodě 
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Důkaz:

Dle předpokladu je: 
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Tedy dostáváme: 
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Tedy funkce 
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 je v bodě 
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□

Poznámka:

Také můžeme definovat horní a dolní derivaci zprava a zleva. Zřejmě platí následující:
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Také můžeme některé známé věty zobecnit:

Má-li funkce 
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Má-li funkce 
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Pro dolní a horní derivace platí následující vztahy.
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Speciálně tedy je: 
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Příklad 18.x.

Definujme funkci předpisem: 
[image: image358.wmf];
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 Zřejmě je tato funkce spojitá i v 0, ale průběh v 
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tedy také platí: 
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Definujme funkci předpisem: 
[image: image362.wmf];
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 Zřejmě je tato funkce spojitá i v 0, ale průběh v 
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tedy také platí: 
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Buď nyní 
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Je-li 
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Je-li 
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Věta 18.x.

Budiž funkce 
[image: image373.wmf]F

 rostoucí na intervalu 
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Důkaz:
Je komplikovaný, provádí se přes Vitaliho větu o pokrytí.
(viz Jarník V.: Integrální počet II)
Zde uvedeme náznak.
Existuje otevřená množina 
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 tak, že platí: 
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Protože funkce 
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□

Věta 18.x.

Budiž funkce 
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 rostoucí a omezená na intervalu 
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Důkaz:

Je komplikovaný, provádí se přes Vitaliho větu o pokrytí.
(viz Jarník V.: Integrální počet II)
Věta 18.x.

Budiž funkce 
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Protože to platí pro každé 
[image: image414.wmf]0

>

q

, je nutně 
[image: image415.wmf]0

)

(

=

A

e

l

.

Položme: 
[image: image416.wmf]{

}

)

(

)

(

0

;

x

g

D

x

g

D

b

a

x

B

<

£

ñ

á

Î

=

. Je-li 
[image: image417.wmf]B

x

Î

, existují čísla 
[image: image418.wmf]Q

Î

q

p

,

 (racionální čísla) taková, že platí: 
[image: image419.wmf])

(

)

(

x

g

D

q

p

x

g

D

<

<

<

, položme tedy ještě: 
[image: image420.wmf]{

}

)

(

)

(

,

x

g

D

q

p

x

g

D

B

x

B

q

p

<

<

<

Î

=

, zřejmě 
[image: image421.wmf]U

q

p

q

p

q

p

B

B

<

Î

=

Q

,

,

, což je spočetné sjednocení.

Dle věty 18.x. je: 
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Věta 18.x.

Nechť má funkce 
[image: image430.wmf]F

 na intervalu 
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 konečnou variaci. Pak má funkce 
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 skoro všude v intervalu 
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 konečnou derivaci 
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Heslo: „Funkce s konečnou variací má skoro všude konečnou derivaci.“

Důkaz:

Protože funkce s konečnou variací je rozdílem dvou neklesajících funkcí, plyne to bezprostředně z předchozí věty.
□
Definice 18.x.

Budiž dána funkce 
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 definovaná na intervalu 
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Definice říká toto: Je-li součet délek intervalů menší než 
[image: image439.wmf]d

, je součet absolutních hodnot přírůstků funkce menší než 
[image: image440.wmf]e

.
Poznámka:

Fakt, že součet délek intervalů menší než 
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[image: image442.wmf]d

l

<

ñ

á

=

-

å

å

=

=

n

j

j

j

b

j

j

j

b

a

a

b

1

1

;

)

(


Věta 18.x.
Nechť funkce 
[image: image443.wmf]F

 splňuje na intervalu 
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 Lipschicovu podmínku (Def 3.x.). Pak je na intervalu 
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 absolutně spojitá.

Důkaz:

Funkce splňuje na 
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Buď dáno 
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Protože funkce 
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 splňuje Lipschicovu podmínku, platí: 
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Tedy funkce 
[image: image455.wmf]F

 je na intervalu 
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□
Platí následující implikace.
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Poznamenejme, že ani jedna implikace se nedá obrátit.
Věta 18.x.

Absolutně spojitá funkce na omezeném intervalu je též stejnoměrně spojitá a má tam konečnou variaci.

Důkaz:

Zvolme 
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 a postup opakujeme. Vzhledem k tomu, že postup opakujeme nejvýše 
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□
Důsledek:

Absolutně spojitá funkce má skoro všude konečnou derivaci.

Věta 18.x.

Buď dána funkce 
[image: image476.wmf])

;

(

b

a

f

L

Î

 (Lebesgueovsky integrovatelná), definujme funkci 
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Heslo: Funkce vyjádřená jako neurčitý Lebesgueův integrál je absolutně spojitá.

Důkaz:
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Zvolme systém intervalů (viz dříve), pak máme:
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(zřejmě jde o disjunktní sjednocení).
Protože je funkce 
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Tedy funkce 
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 absolutně spojitá.
□
Věta 18.x.

Buď dána funkce 
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Je-li funkce 
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 je na intervalu 
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Důkaz:

Funkce, kterou lze vyjádřit jako neurčitý Lebesgueův integrál, je absolutně spojitá (V 18.x.). Ukážeme, že navíc platí: 
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Dále položme: 
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pak máme toto: 
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pak máme toto: 
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Tedy: 
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Absolutně spojitá funkce má konečnou variaci, tudíž skoro všude derivaci (V 18.x.). Stačí nadefinovat funkci 
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□
Předchozí věta lze též říci takto: Absolutně spojitá funkce je Lebesgueovým integrálem své derivace.

Věta 18.x. (vztah integrálu derivace a přírůstku funkce)

Buď dána neklesající funkce 
[image: image535.wmf]F
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(Integrál derivace je menší nebo roven přírůstku funkce)

Důkaz:

Funkce 
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 je na intervalu 
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 konečnou variaci, tudíž tam má dle jedné věty skoro všude derivaci (vzhledem k Lebesgueově míře). Dále je funkce 
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 měřitelná, neboť je neklesající. Derivace funkce se dá vyjádřit jako limita posloupnosti: 
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 tato limita skoro všude existuje. Limita posloupnosti měřitelných funkcí je měřitelná, je též derivace 
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 měřitelná. Navíc platí: 
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 Kdyby byla derivace záporná, byla by funkce 
[image: image546.wmf]F

 klesající, což je spor s předpokladem. Dle jedné věty nezáporná měřitelná funkce má přes měřitelnou množinu Lebesgueův integrál. Výhodou Lebesgueova integrálu je, že nevadí, když derivace na množině míry nula neexistuje. Tedy výraz na levé straně má smysl a navíc je nezáporný. Položme 
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 (plyne z Fatouova lemmatu)

□
V předchozí větě nemusí vždy platit rovnost. Je-li ovšem funkce 
[image: image552.wmf]F

 absolutně spojitá, nastává rovnost (V 18.x.).
Jistým protikladem k funkci absolutně spojité je funkce singulární, viz následující definice.

Definice 18.x.

Budiž dána funkce 
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 definovaná na intervalu 
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Definice říká, že „skoro celá“ variace funkce je „soustředěna“ v intervalech, jejichž součet délek je libovolně malý.
Věta 18.x.
Funkce skoků (definice 18.x.) je singulární.

Důkaz:

Nejprve předpokládejme, že rostoucí posloupnost čísel 
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Platí 
[image: image561.wmf](

)

;

)

;

);

(

(

1

1

1

å

å

å

=

=

=

+

=

+

=

ñ

á

N

n

n

n

N

n

n

N

n

n

t

s

t

s

b

a

x

S

V


Zvolme 
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Pak platí: 
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Tedy funkce skoků je singulární, neboť celá variace je „soustředěna“ v intervalech, jejichž součet délek je libovolně malý.
Věta 18.x.
Nechť funkce 
[image: image579.wmf]F

 je singulární na 
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 (Singulární funkce má skoro všude nulovou derivaci).

Důkaz:
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Věta 18.x. (Lebesgueův rozklad)
Funkce 
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 s konečnou variací na intervalu 
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Důkaz:

Podle věty 18.x. má funkce s konečnou variací skoro všude v 
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 vlastní (konečnou) derivaci. Její derivace je integrovatelná. Definujme funkci 
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 je absolutně spojitá v intervalu 
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 (V 18.x.). Dále položme: 
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 neboť derivace je skoro všude konečná. Tedy funkce 
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 je singulární funkce. Dostali jsme tak Lebesgueův rozklad funkce s konečnou variací na funkci absolutně spojitou a singulární. 
[image: image594.wmf];
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 Rozklad je určen jednoznačně až na konstantu.

□
Poznámka:

Funkci s konečnou variací můžeme rozložit na tři složky: funkce absolutně spojitá, funkce singulární spojitá, funkce skoků, tj. 
[image: image595.wmf];
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Lebesgueův rozklad: 
[image: image596.wmf]);
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Jordanův rozklad: 
[image: image597.wmf];
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Je-li funkce absolutně spojitá a zároveň singulární v intervalu 
[image: image598.wmf]ñ
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, je tam konstantní.
Protože je absolutně spojitá, lze vyjádřit následovně: 
[image: image599.wmf];
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Absolutně spojitá funkce se dá vyjádřit jako Lebesgueův integrál jisté funkce (V 18.x.), přičemž platí: 
[image: image603.wmf]l
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. Vzniká ovšem otázka, ve kterých bodech to platí.
Následující věta říká, že to platí ve všech bodech spojitosti funkce 
[image: image604.wmf])
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Věta 18.x.
Buď dána funkce 
[image: image605.wmf])
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, definujme funkci 
[image: image606.wmf])
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 jako neurčitý Lebesgueův integrál, tj.
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(viz V 18.x.). Nechť je funkce 
[image: image608.wmf])
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Důkaz:

Funkce 
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 je spojitá v bodě 
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Je-li 
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Je-li 
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Je-li funkce 
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 spojitá v bodě 
[image: image625.wmf]0
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, je tam spojitá zprava i zleva, tudíž platí: 
[image: image626.wmf]);
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□
Poznámka:
Předchozí věta by se dala zobecnit takto:

Nechť je funkce 
[image: image627.wmf])

(

x

f

 zprava spojitá v bodě 
[image: image628.wmf])
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Nechť je funkce 
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Není-li funkce 
[image: image633.wmf])
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 spojitá, nelze říct nic. Zavedeme proto ještě další pojem.
Definice 18.x.

Buď 
[image: image634.wmf]R
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 je Lebesgueovský bod funkce 
[image: image636.wmf]f

, jestliže platí:

[image: image637.wmf];
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Poznámka:

Výraz za limitou představuje průměrnou hodnotu funkce 
[image: image638.wmf])
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[image: image639.wmf])
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Věta 18.x.
Buď dána funkce 
[image: image640.wmf])
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, nechť je v bodě 
[image: image641.wmf])

;

(

0

b

a

x

Î

 spojitá. Pak je bod 
[image: image642.wmf]0
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 Lebesgueovský bod funkce 
[image: image643.wmf]f

.
Důkaz:

Funkce 
[image: image644.wmf])
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Je-li 
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Je-li 
[image: image650.wmf]0
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Tedy 
[image: image654.wmf];
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Bod 
[image: image656.wmf])

;

(

0

b

a

x

Î

 je skutečně Lebesgueovský bod funkce 
[image: image657.wmf]f

.
□
Obrátit se věta samozřejmě nedá.
Věta 18.x.
Buď dána funkce 
[image: image658.wmf])
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, nechť 
[image: image659.wmf])
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 je Lebesgueovský bod funkce 
[image: image660.wmf]f

. Definujme funkci 
[image: image661.wmf])
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 jako neurčitý Lebesgueův integrál funkce 
[image: image662.wmf]f

 (viz výše). Pak platí: 
[image: image663.wmf])
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Důkaz:
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[image: image665.wmf];
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Protože je to dle předpokladu Lebesgueovský bod.
Tedy platí: 
[image: image666.wmf]);
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□
Dá se dokázat, že množina všech bodů, které nejsou Lebesgueovské, má míru nula (viz Jarník V.: Integrální počet II). Tedy skoro všechny body jsou Lebesgueovské (vzhledem k Lebesgueově míře).
Poznámka:

Lebesgueovský bod funkce 
[image: image667.wmf]f

 lze definovat také takto: tj. platí-li:


[image: image668.wmf];
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což lze též vyjádřit takto: 
[image: image669.wmf];
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kde 
[image: image670.wmf]l

 je jednorozměrná Lebesgueova míra (viz kap. 14). Zřejmě platí: 
[image: image671.wmf]h
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Výraz za limitou představuje průměrnou hodnotu funkce 
[image: image672.wmf])
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Věta 18.x.
Nechť má funkce 
[image: image674.wmf]f

 na intervalu 
[image: image675.wmf]ñ
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 konečnou variaci. Pak tam dle V 18.x. má skoro všude konečnou derivaci a pro variační funkce platí skoro všude:

[image: image676.wmf].
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Věta 18.x.

Nechť funkce 
[image: image677.wmf]f

 je na intervalu 
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 viz V 18.x.). Pak jsou též variační funkce absolutně spojité a platí: 
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Důkaz:


[image: image681.wmf]);
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Věta 18.x.

Nechť 
[image: image682.wmf])
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 (Lebesgueovsky integrovatelná přes interval 
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 Pak funkce 
[image: image685.wmf]F

 je absolutně spojitá a pro variační funkce platí: 
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[image: image687.wmf];
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Důkaz:

Plyne z předchozí věty vzhledem k tomu, že platí: 
[image: image689.wmf].
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 (V. 18.x.).
Ukázalo se, že Lebesgueův integrál je obecnější než Riemannův integrál. Ještě obecnější je tzv. Perronův integrál, který „zahrnuje“ Newtonův i Lebesgueův integrál. Zde konstrukci Perronova integrálu jen stručně nastíníme (podrobněji viz Jarník: Integrální počet II). Budeme používat pojmy „horní derivace, dolní derivace“ (viz definice 18.x.).
Buď dána reálná funkce 
[image: image690.wmf]f

 reálné proměnné, definovaná na intervalu 
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Reálná funkce 
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 je majoranta k funkci 
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, jestliže platí: 
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Reálná funkce 
[image: image696.wmf]g

 je minoranta k funkci 
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;

)

(

)

(

ñ

á

Î

"

£

b

a

x

x

f

x

g

D


Je-li funkce 
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 současně majoranta i minoranta, je 
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 je primitivní funkcí k funkci 
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Věta 18.x.
Buď dána funkce 
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Důkaz:
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To tedy znamená toto: 
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Tedy speciálně platí: 
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Položme ještě:
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Zřejmě platí: 
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f

P

P

£

.
Pokud je 
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Pokud je 
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Průnik 
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 představuje množinu všech primitivních funkcí. Pokud průnik je prázdná množina, primitivní funkce neexistuje. To znamená, že neexistuje Newtonův integrál, ale Perronův integrál může existovat.
Definice 18.x.
Pokud za dané situace platí rovnost: 
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Také platí toto: Pokud existuje konečný Perronův integrál, pro každé 
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Následující věta pojednává o vztahu Newtonova a Perronova integrálu.

Věta 18.x.

Jestliže existuje Newtonův integrál 
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 a oba integrály mají stejnou hodnotu.
Důkaz:

Pokud existuje Newtonův integrál, má funkce 
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Nadále ukážeme některé vlastnosti Perronova integrálu.
Věta 18.x.
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Důkaz:

Důkaz není jednoduchý, viz Jarník: Integrální počet II.

Věta 18.x.

Nechť 
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Důkaz:

viz Jarník: Integrální počet II.
Zřejmě je 
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Věta 18.x.

Jestliže existuje Lebesgueův integrál 
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Důkaz:

Důkaz není jednoduchý, viz Jarník: Integrální počet II.
Povšimneme si blíže, jak vypadá Perronův integrál z nezáporné a nekladné funkce.
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V těchto případech je existence Perronova a Lebesgueova integrálu ekvivalentní.
Použité zdroje:

1) Černý I.: Úvod do inteligentního kalkulu II

2) Jarník V.: Diferenciální počet II

3) Jarník V.: Integrální počet II

4) Kolmogorov A.N., Fomin S.V.: Základy teorie funkcí a funkcionální analýzy
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