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XVI. Integrály závislé na parametru
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Věta 16.1. (spojitost integrálu závislého na parametru)
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Věta 16.1a. (limita integrálu závislého na parametru)
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Předchozí věta je vlastně věta o záměně limity a integrálu. Věta o spojitosti integrálu je speciální případ 
[image: image55.wmf]A

x

f

x

L

Î

"

=

0

0

)

;

(

)

(

a

a

.

Věta 16.2. (derivace integrálu podle parametru)
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□

Známe-li hodnotu integrálu pro jistou hodnotu parametru, dopočítáme integrační konstantu.

Připomeneme si některé integrály, které budeme používat. Budeme předpokládat, že parametry jsou reálná čísla, nebude-li uvedeno jinak.
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Dále si připomeneme některé nerovnosti:
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Metodou derivování podle parametru lze počítat některé integrály, které nedovedeme počítat klasicky. Metodu můžeme použít dvěma způsoby. Známý výsledek derivujeme podle parametru, čímž dostaneme další výsledky. Nedovedeme-li integrál vypočítat klasicky, derivujeme podle parametru, čímž dostaneme integrál, který dovedeme klasicky vypočítat. Pak podle parametru integrujeme, určíme integrační konstantu a obdržíme výsledek.

Postup je tento: derivace podle parametru, integrace podle nezávisle proměnné (nejčastěji x), integrace podle parametru, určení integrační konstanty.

Užití metody (věty 16.2.) si ukážeme na následujících příkladech.

Příklad 16.1.
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru.
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 (viz TŘ, kap. 10)
Kdybychom derivovali podle parametru 
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, dospěli bychom ke stejnému výsledku (ověřte).
Příklad 16.2.

Vypočtěme integrál:
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Platí: 
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru (podle proměnné 
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Příklad 16.2b.

Vypočtěme integrál:
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Příklad 16.3.

Vypočtěme integrál:
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Příklad 16.4.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru.
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Příklad 16.4a.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru.


[image: image209.wmf];

sgn

sgn

2

2

arctg

2

1

2

2

1

1

)

(

0

0

2

2

0

2

2

2

a

a

a

x

dx

a

x

a

dx

x

a

x

a

a

I

p

p

=

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

+

=

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

¢

¥

+

+¥

+¥

ò

ò



[image: image210.wmf];

0

;

)

(

¹

+

=

a

K

a

a

I

p



[image: image211.wmf];

0

)

0

(

0

K

I

+

=

=

p

 tj. 
[image: image212.wmf];

0

=

K



[image: image213.wmf];

0

;

)

(

¹

=

a

a

a

I

p

 (Ze spojitosti plyne, že výsledek platí i pro 
[image: image214.wmf]0

=

a

)

Výsledek:


[image: image215.wmf];

1

ln

0

2

2

a

dx

x

a

p

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

ò

+¥


Položíme-li 
[image: image216.wmf]1

=

a

, dostaneme další výsledek:


[image: image217.wmf];

1

1

ln

0

2

p

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

ò

+¥

dx

x


Výsledek vyšel stejný jako v minulém příkladu.

Příklad 16.5.
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru (podle proměnné 
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Příklad 16.5a.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru (podle proměnné 
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).


[image: image240.wmf]=

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

=

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

+

=

¶

¶

ò

ò

2

2

0

0

cos

1

cos

cos

cos

cos

cos

1

cos

cos

cos

cos

)

;

(

p

p

dx

x

x

b

a

x

x

b

a

x

dx

x

x

b

a

x

x

b

a

x

b

b

a

I



[image: image241.wmf]=

+

-

=

+

×

+

×

-

=

-

=

ò

ò

ò

+¥

+¥

0

2

2

2

2

0

2

2

2

2

0

2

2

2

)

(

2

1

1

1

2

cos

2

2

t

a

b

a

dt

a

t

dt

t

b

a

a

dx

x

b

a

a

p



[image: image242.wmf];

;

2

1

2

arctg

1

2

2

2

2

2

0

2

2

2

2

a

b

b

a

b

a

a

a

t

b

a

a

b

a

a

a

<

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

-

×

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

×

-

×

=

¥

+

p

p


Vidíme, že výsledek je stejný jako v předchozím příkladu.
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Příklad 16.6.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru (podle proměnné 
[image: image248.wmf]a

).
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Vzhledem ke spojitosti musí platit: 
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Příklad 16.6a.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru.
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Příklad 16.7.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru.
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 (Př. 16.6)
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Vzhledem ke spojitosti musí platit: 
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Příklad 16.8.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru.
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Příklad 16.9.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru.
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Příklad 16.10.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru.
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Někdy lze spočítat jednoduchý integrál oklikou přes dvojný integrál.

Příklad 16.11.

Vypočtěme Frullaniho integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru.
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Výsledek:
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V následujících příkladech si ukážeme použití Frullaniho integrálu. Integrály by bylo také možné počítat derivováním podle parametru.

Příklad 16.11a.

Vypočtěme integrál:
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Příklad 16.11b.

Vypočtěme integrál:
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Viz též příklad 16.1.

Příklad 16.11c.

Vypočtěme integrál:
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Příklad 16.11d. (zobecnění)

Vypočtěme integrál:
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Příklad 16.11e.

Vypočtěme integrál:
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Příklad 16.11f.

Integrál z příkladu 16.10 lze též převést na Frullaniho integrál.
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Příklad 16.11g.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru (již stručně).
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Odtud dostaneme: 
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Tento příklad lze řešit také tak, že ho převedeme na předchozí případ a použijeme již známý výsledek.
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 (Př. 16.11b.)

Příklad 16.12.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru.
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 (Laplaceův integrál)
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Nyní určíme konstantu 
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Příklad 16.13.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru (podle proměnné 
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Výsledek:
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Příklad 16.14.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru (podle proměnné 
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Výsledek:
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Poznámka: 
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Určíme ještě integrál: 
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Poznámka:
Výpočet jsme udělali „na dluh“, neboť jsme neověřili oprávněnost limitního přechodu. (Podrobné zdůvodnění: Jarník V., Integrální počet II)

Integrál nelze počítat derivováním podle parametru. Kdybychom formálně derivovali podle parametru, dostali bychom integrál, který neexistuje. 
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Integrál existuje jako Newtonův (neabsolutně konvergentní), ale neexistuje jako Lebesgueův, neboť platí: 
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 (harmonická řada, Př. 9.x.)

Ukážeme si ještě jiný výpočet integrálu (přes Fubiniho větu). Platí toto: 
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 EMBED Equation.3  
 (výpočet jsme opět provedli na „dluh“)

Příklad 16.15.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru.
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 (Př. 16.14.)
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Nyní určíme konstantu 
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Poznámka: Existence konečného integrálu vyplývá také z věty V. 8.x. Funkce 
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Příklad 16.16.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru (podle proměnné 
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).
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Poznámka: 
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Určíme ještě: 
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Poznámka: Výpočet jsme udělali „na dluh“, neboť jsme neověřili oprávněnost limitního přechodu. Tento integrál nešlo počítat pomocí výsledku Př. 16.11. (Frullaniho integrál), neboť 
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Ukážeme si ještě jiný výpočet integrálu (přes Fubiniho větu). Platí toto: 
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Příklad 16.17.

Vypočtěme integrál:
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Platí: 
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru (podle proměnné 
[image: image486.wmf]b

).
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Vzhledem k identitě: 
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 můžeme výsledek vyjádřit také takto:
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Ke stejnému výsledku bychom dospěli, kdybychom derivovali podle proměnné 
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Také jsme mohli použít výsledek příkladu 16.14.
Příklad 16.18.

Vypočtěme integrál:
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Platí: 
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru (podle proměnné 
[image: image502.wmf]b

).
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Výsledek:
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(příklad 16.11b)

Příklad 16.19.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru (podle proměnné 
[image: image514.wmf]b

).
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Výsledek:
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Poznámka: 
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, dostaneme již známý výsledek: (viz př. 16.16.)
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Určíme ještě 
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Příklad 16.20.

Vypočtěme integrál:
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Formální derivování podle parametru zde nevede k cíli. Použijeme vzorec: 
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Příklad 16.20a.

Vypočtěme integrál:
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Formální derivování podle parametru zde nevede k cíli. Použijeme vzorec: 
[image: image538.wmf](

)

)

sin(

)

sin(

2

1

cos

sin

y

x

y

x

y

x

-

+

+

=

×

 a výsledek příkladu 16.14.

Výsledek tohoto příkladu se také nazývá Dirichletův diskontinuitní faktor.
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Příklad 16.20b.

Vypočtěme integrál:
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Zkusme jiný výpočet, derivování podle parametru 
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. Dostaneme integrál z příkladu 16.20a.
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Integrací dostaneme: 
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Příklad 16.21.

Vypočtěme integrál:
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Platí: 
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Platí: 
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Příklad lze ještě zobecnit.
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Poznámka:

Z předchozího příkladu lze ještě odvodit další výsledky. Platí vztahy:
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(viz též Př. 8.x.)
Odtud se také snadno odvodí:
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Příklad 16.22.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru.
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Příklad 16.23.
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru (podle proměnné 
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Příklad 16.24.

Vypočtěme integrál:
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru (podle proměnné 
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Příklad 16.24a.

Vypočtěme integrál:


[image: image635.wmf];

0

;

sin

)

;

(

0

2

>

=

ò

+¥

-

a

dx

bx

e

b

a

I

ax


Platí: 
[image: image636.wmf];

0

)

0

;

(

);

;

(

)

;

(

=

-

=

-

a

I

b

a

I

b

a

I


Výpočet provedeme derivováním podle parametru (podle proměnné 
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).
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Výsledek je tedy podstatně složitější než v předchozím příkladu, ačkoli tento příklad vypadá na první pohled „stejně složitě“ jako předchozí.

Příklad 16.25.

Vypočtěme integrál:


[image: image645.wmf];

0

;

cos

)

;

(

0

2

2

¹

+

=

ò

+¥

b

dx

b

x

ax

b

a

K



[image: image646.wmf];

0

;

2

0

sgn

2

1

arctg

1

1

)

;

0

(

0

0

2

2

¹

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

+

=

¥

+

+¥

ò

b

b

b

b

b

x

b

dx

b

x

b

K

p

p


Platí: 
[image: image647.wmf]);

;

(

)

;

(

);

;

(

)

;

(

b

a

K

b

a

K

b

a

K

b

a

K

=

-

=

-



[image: image648.wmf]);

;

0

(

2

1

cos

cos

)

;

(

0

2

2

0

2

2

0

2

2

b

K

b

dx

b

x

dx

b

x

ax

dx

b

x

ax

b

a

K

=

=

+

£

+

£

+

=

ò

ò

ò

+¥

+¥

+¥

p


tj. platí: 
[image: image649.wmf]);

;

0

(

2

)

;

(

b

K

b

b

a

K

=

£

p


Dále platí: 
[image: image650.wmf];

0

;

sin

2

2

0

¹

+

=

ò

+¥

-

b

b

x

x

dy

xy

e

y

b

 položme: 
[image: image651.wmf];

sin

cos

)

;

(

y

b

e

x

xy

ax

y

x

f

-

×

=


Výpočet provedeme užitím Fubiniho věty a výsledku příkladu 16.20a.
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Příklad 16.26.

Vypočtěme integrál:
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Výsledek:
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 (Př. 16.14.)

Ukážeme si ještě jiný způsob výpočtu integrálů z příkladů 16.25, 16.26. Předpokládejme, že 
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derivováním získáme druhou rovnici: 
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porovnáním rovnic dostaneme diferenciální rovnici:
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jejímž řešením je: 
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 (plyne ze spojitosti funkce 
[image: image678.wmf])

;

(

b

a

K

)

Dostáváme tedy: 
[image: image679.wmf];

0

pro

2

)

;

(

;

0

pro

2

)

;

(

<

=

>

=

-

ab

e

b

b

a

K

ab

e

b

b

a

K

ab

ab

p

p



[image: image680.wmf];

0

;

2

)

;

(

¹

=

-

b

e

b

b

a

K

ab

p


Z rovnice 
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Příklad 16.27.

Vypočtěme integrál:
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Platí: 
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru (podle proměnné 
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 (Př. 16.25.), tedy: 
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Tedy dostáváme: 
[image: image690.wmf];
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 (Př. xx).

Výsledek:
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Příklad 16.28.

Vypočtěme integrál:
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K výpočtu použijeme vztah: 
[image: image694.wmf](

)

x

x

2

cos

1

2

1

sin

2

-

=

 a výsledek příkladu 16.25.


[image: image695.wmf](

)

;

1

4

2

2

2

1

2

cos

1

2

1

sin

2

2

0

2

2

0

2

2

2

b

a

b

a

e

b

e

b

b

dx

x

b

ax

dx

x

b

ax

-

-

+¥

+¥

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

+

-

=

+

ò

ò

p

p

p



[image: image696.wmf](

)

;

2

1

4

lim

2

0

a

e

b

b

a

b

p

p

=

-

-

®

 tj. 
[image: image697.wmf];

2

sin

0

2

2

a

dx

x

ax

p

=

ò

+¥

 (Příklad 16.20b.)

Příklad 16.29.

Vypočtěme integrály:
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Platí: 
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K výpočtu použijeme tento výsledek: 
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(výpočet: Jarník V., Integrální počet II)
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 přičemž platí následující podmínky: 
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 (V komplexním oboru je druhá odmocnina dvojznačná.)
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Dostáváme tedy:
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Odtud vyplývá výsledek:
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Dostáváme další výsledky (Fresnelovy integrály):
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Ukážeme si ještě jiný výpočet Fresnelových integrálů (přes Fubiniho větu).
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(substituce: 
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 Předpokládejme, že 
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Použili jsme také výsledek z příkladu xx.

Příklad 16.30.

Vypočtěme integrál:
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Integrál nelze počítat přímo, pomůžeme si tímto trikem: Vložíme do integrálu parametr, tj. položíme: 
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Tedy nakonec dostáváme: 
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Příklad 16.30a.

Vypočtěme integrál:
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Použijeme substituci: 
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Příklad 16.31.

Vypočtěme integrál:
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Platí: 
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 (příklad 16.24.)

Položme: 
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Výsledek:
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Derivujeme-li poslední rovnost podle proměnné 
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Výsledek:
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Ke stejnému výsledku bychom dospěli, kdybychom výsledek příkladu 16.24. derivovali podle proměnné 
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Příklad 16.32.
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Příklad 16.33.

Vypočteme integrály:
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Integrály upravíme následovně:
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Derivováním podle parametru a použitím substituce dostaneme:
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(substituce: 
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Použili jsme výsledky předchozích příkladů.
Po integraci podle proměnné 
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Výsledky:
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Příklad 16.34.

Uvažujme integrál:
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Zřejmě platí: 
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Dostáváme tak diferenciální rovnici 2. řádu (viz diferenciální rovnice).
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Počáteční podmínky jsou: 
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Řešení homogenní rovnice je: 
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Řešením soustavy rovnic je: 
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Položme: 
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[image: image793.wmf])

(

),

(

a

Ci

a

Si

 se říká integrální sinus a integrální kosinus.

[image: image794.wmf];

cos

)

(

sin

)

(

1

)

(

0

2

a

a

Si

a

a

Ci

dx

x

e

a

I

x

a

×

+

×

-

=

+

=

ò

+¥

-



[image: image795.wmf];

sin

)

(

cos

)

(

sin

)

(

cos

sin

cos

)

(

sin

cos

)

(

a

a

Si

a

a

Ci

a

a

Si

a

a

a

a

a

Ci

a

a

a

a

I

-

-

=

-

-

-

=

¢



[image: image796.wmf];

sin

)

(

cos

)

(

1

)

(

0

2

a

a

Si

a

a

Ci

dx

x

e

x

a

I

x

a

×

+

×

=

+

=

¢

-

ò

+¥

-



[image: image797.wmf]=

-

+

+

=

¢

¢

a

a

Si

a

a

a

a

a

Ci

a

a

a

a

I

cos

)

(

sin

sin

sin

)

(

cos

cos

)

(



[image: image798.wmf]);

(

1

cos

)

(

sin

)

(

1

cos

)

(

sin

sin

)

(

cos

2

2

a

I

a

a

a

Si

a

a

Ci

a

a

a

Si

a

a

a

a

Ci

a

a

-

=

-

+

=

-

+

+

=


Příklad 16.x.

Uvažujme integrál:
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Platí: 
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K výpočtu použijeme výsledky z dřívějších příkladů.
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(viz Př. 16.1.)
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Příklad 16.x.

Uvažujme integrál:
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Platí: 
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Výpočet provedeme derivováním podle parametru.
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Příklad 16.x.

Uvažujme integrál:
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 (viz příklady 8.x., 16.x.)
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K výsledku šlo také dospět použitím výsledku v příkladu 16.6.

[image: image826.wmf]=

+

×

-

+

×

=

+

×

-

=

ò

ò

ò

+¥

+¥

+¥

0

2

2

0

2

2

0

2

2

)

1

(

arctg

)

1

(

arctg

)

1

(

arctg

arctg

)

;

;

(

dx

x

c

x

bx

dx

x

c

x

ax

dx

x

c

x

bx

ax

c

b

a

I



[image: image827.wmf];

ln

2

ln

2

ln

2

c

b

c

a

c

c

b

c

c

a

+

+

=

+

-

+

=

p

p

p



[image: image828.wmf];

ln

2

arctg

arctg

)

0

;

;

(

0

b

a

dx

x

bx

ax

b

a

I

p

=

-

=

ò

+¥

 (viz př. 16.11a.) (Frullaniho integrál)
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Příklad 16.x.

Uvažujme integrál:
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Výsledek:
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Příklad 16.x.

Uvažujme integrál:
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Výsledek:
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Ukážeme si příklad dvojného integrálu závislého na parametru.
Příklad 16.x.

Uvažujme integrál:
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Zavedeme polární souřadnice (viz kap. 15), integrál přejde na tvar:
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 (viz příklad 8.x.),
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Výsledek:
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Integrovali jsme pouze přes 1. kvadrant. Platí:
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Položíme-li 
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Příklad 16.x.

Použijeme známý výsledek: 
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 derivujeme podle parametru, obdržíme: 
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(Vztah se snadno dokáže indukcí dle 
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Příklad 16.x.

Použijeme známý výsledek: 
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 derivujeme podle parametru, obdržíme: 
[image: image891.wmf];

1

;

)

1

(

1

1

1

ln

2

1

1

-

<

+

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

=

¶

¶

ò

ò

¥

+

¥

+

a

a

a

dx

x

x

dx

x

a

a

a


Derivujeme-li 
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-krát podle parametru, obdržíme:
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(Vztah se snadno dokáže indukcí dle 
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Příklad 16.x.

Použijeme známý výsledek: 
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 derivujeme podle parametru, obdržíme: 
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Derivujeme-li 
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-krát podle parametru, obdržíme:
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(Vztah se snadno dokáže indukcí dle 
[image: image899.wmf]n

.)

Speciálně pro 
[image: image900.wmf]1

=

a

 dostáváme: 
[image: image901.wmf];

;

!

0

0

N

Î

=

ò

+¥

-

n

n

dx

e

x

x

n

 (viz Př. 8.x.).

Položíme-li substituci: 
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(viz též příklad 17.x.)
Příklad 16.x.

Použijeme známý výsledek: 
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0

;

arctg

1

1

2

2

¹

=

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

+

¥

+

¥

-

+¥

¥

-

ò

a

a

a

x

a

dx

x

a

p

 derivujeme podle parametru, obdržíme: 
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Derivujeme-li 
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krát podle parametru, obdržíme:
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(Vztah se snadno dokáže indukcí dle 
[image: image910.wmf]n

.)

Příklad 16.x.

Použijeme známý výsledek: 
[image: image911.wmf];
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 (Laplaceův integrál),
derivujeme podle parametru, obdržíme:
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Derivujeme-li 
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krát podle parametru, obdržíme:
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(Vztah se snadno dokáže indukcí dle 
[image: image916.wmf]n

, viz též V 17.1., Př. 17.3a.)

Celkem máme tyto výsledky:
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[image: image918.wmf];

,

0

;

2

!

0

1

0

1

2

2

N

Î

>

=

+

+¥

-

+

ò

n

a

a

n

dx

e

x

n

x

a

n


Případy, kdy je v integrálu u 
[image: image919.wmf]x

 lichý či sudý exponent, se liší (viz též př. 17.x.).
Příklad 16.x.

Použijeme známý výsledek: 
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derivujeme podle parametru 
[image: image921.wmf]a
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derivujeme podle parametru 
[image: image923.wmf]b

, obdržíme:
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Příklad 16.x.

Použijeme známý výsledek: 
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derivujeme podle parametru 
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, obdržíme:

[image: image927.wmf];

0

;

)

(

2

sin

sin

2

2

2

2

2

0

0

>

+

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

¶

¶

=

-

=

¶

¶

ò

ò

+¥

-

+¥

-

a

b

a

ab

b

a

b

a

dx

bx

e

x

dx

bx

e

a

ax

ax


derivujeme podle parametru 
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, obdržíme:
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Dostáváme tak (dvojím způsobem) další výsledky:
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Příklad 16.x.

Použijeme výsledek z předchozího příkladu: 
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derivujeme podle parametru 
[image: image932.wmf]a

, obdržíme:
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derivujeme podle parametru 
[image: image934.wmf]b

, obdržíme:
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Příklad 16.x.

Použijeme výsledek z předchozího příkladu: 
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derivujeme podle parametru 
[image: image937.wmf]a

, obdržíme:
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derivujeme podle parametru 
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Dostáváme tak (dvojím způsobem) další výsledky:
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Dosud jsme se zabývali integrály, jejichž meze byly konstantní. Ještě se zmíníme o integrálech s proměnnými mezemi.

Věta 16.x. (derivace integrálu podle parametru při proměnných mezích)
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Důkaz:

Důkaz je obtížný (Jarník V., Integrální počet II), zde uvedeme jenom náznak.
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Příklad 16.x.
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Příklad 16.x.

Vypočtěme integrál:
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Výsledek:
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Integrál nespojité funkce je spojitá funkce.

Příklad 16.x.

Uvažujme integrál:
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Tento integrál lze počítat klasicky:
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Derivováním podle parametru dostaneme:
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