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XV. Dvojné a trojné integrály

Křivkové integrály

Uvažujme funkci 2 proměnných: 
[image: image1.wmf])
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 (grafem je „plocha v prostoru“), dále funkci 1 proměnné: 
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 (grafem je „křivka v rovině“, označme ji 
[image: image3.wmf]C

). Přirozeným způsobem utvoříme plochu v prostoru o rovnici: 
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. Nyní nás zajímá velikost plochy vymezené plochou 
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. Velikost této plochy se určí pomocí tzv. křivkového integrálu.
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[image: image12.wmf]ds

 je tzv. délka elementu křivky.

Pro délku křivky platí: 
[image: image13.wmf];
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 (viz kap. 8), 
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Pokud je funkce daná parametricky 
[image: image16.wmf];
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[image: image17.wmf];
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 přejde křivkový integrál na tvar:
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Toto je tzv. křivkový integrál prvního druhu.

Integrál: 
[image: image19.wmf];
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 představuje průmět plochy do roviny 
[image: image20.wmf]xz
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Integrál: 
[image: image21.wmf];
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 představuje průmět plochy do roviny 
[image: image22.wmf]yz
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Podobně můžeme definovat křivkový integrál z funkce 3 proměnných přes prostorovou křivku, 
[image: image23.wmf];
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[image: image24.wmf];
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Poznamenejme, že křivkový integrál prvního druhu nezávisí na orientaci křivky.

Také to můžeme vyjádřit takto: 
[image: image25.wmf](
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v tom případě je: 
[image: image26.wmf];
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Vektor 
[image: image27.wmf])
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 představuje „polohový vektor“. Vektor 
[image: image28.wmf])
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 je tečný vektor k trajektorii (křivce). Formálně můžeme vyjádřit: 
[image: image29.wmf];
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Připomeneme si definici hladké křivky v rovině či v prostoru.

Křivka v rovině je vektorová funkce jedné reálné proměnné o 2 složkách.
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 počáteční bod: 
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Pokud funkce 
[image: image33.wmf])

(

),

(

t

y

t

x

 mají derivaci v intervalu 
[image: image34.wmf]ñ
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, je to hladká křivka, tečný vektor má tvar: 
[image: image35.wmf](
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 (viz též kap. 12, regulární nadplocha).
Křivka v prostoru je vektorová funkce jedné reálné proměnné o 3 složkách.
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 počáteční bod: 
[image: image37.wmf][
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Pokud funkce 
[image: image39.wmf])
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 mají derivaci v intervalu 
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, je to hladká křivka, tečný vektor má tvar: 
[image: image41.wmf](
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 (viz též kap. 12, regulární nadplocha).
Pokud derivace neexistuje jen v konečně mnoha bodech, je to po částech hladká křivka.

Pokud počáteční a koncový bod splývají, je to uzavřená křivka. To znamená, že platí:

[image: image42.wmf])
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Buďte nyní dány 2 křivky 
[image: image44.wmf](

)

(

)

;

;

);

(

);

(

;

;

);

(

);

(

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

ñ

á

Î

=

ñ

á

Î

=

b

a

t

t

y

t

x

C

b

a

t

t

y

t

x

C


Jestliže platí: 
[image: image45.wmf])
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, tj. koncový bod křivky 
[image: image46.wmf]1
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 splývá s počátečním bodem křivky 
[image: image47.wmf]2
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, pak křivky na sebe spojitě navazují, což značíme: 
[image: image48.wmf]2
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Buď dána křivka 
[image: image49.wmf](
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 pak křivka opačně orientovaná (značíme 
[image: image50.wmf]C
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[image: image51.wmf](
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Počáteční bod 
[image: image52.wmf][
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 křivky 
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 splývá s koncovým bodem křivky 
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Koncový bod 
[image: image55.wmf][
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 splývá s počátečním bodem křivky 
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Místo 
[image: image58.wmf])
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 píšeme stručně: 
[image: image59.wmf]2

1

C

C

-

&

.
(analogicky pro křivku v prostoru)
Příklad 15.x.

Vypočtěme křivkový integrál: 
[image: image60.wmf];
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[image: image61.wmf]C

 představuje obvod trojúhelníka s vrcholy: 
[image: image62.wmf][
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 (náčrtek).
Integrál rozdělíme na 3 části, budeme počítat přes každou stranu zvlášť.

Úsečku 
[image: image63.wmf][
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Úsečku 
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Úsečku 
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[image: image69.wmf];
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[image: image70.wmf];
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[image: image71.wmf];
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[image: image72.wmf];
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Křivkový integrál je součtem 3 dílčích integrálů, tj.

[image: image73.wmf];
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Příklad 15.x.

Vypočtěme křivkový integrál: 
[image: image74.wmf];
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[image: image75.wmf]C

 představuje oblouk cykloidy, tj. 
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[image: image77.wmf];
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Příklad 15.x.

Vypočtěme křivkový integrál: 
[image: image83.wmf];
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[image: image84.wmf]C

 představuje kružnici o rovnici: 
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Rovnici kružnice můžeme upravit na tvar: 
[image: image86.wmf];
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Příklad 15.x.

Vypočtěme křivkový integrál: 
[image: image95.wmf];
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[image: image96.wmf]C

 představuje tzv. závitnici, jejíž parametrické rovnice jsou: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme křivkový integrál: 
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[image: image104.wmf];

2

;

0

;

)

(

;

sin

)

(

;

cos

)

(

ñ

á

Î

=

=

=

p

t

bt

t

z

t

a

t

y

t

a

t

x



[image: image105.wmf];

)

(

;

cos

)

(

;

sin

)

(

b

t

z

t

a

t

y

t

a

t

x

=

¢

=

¢

-

=

¢



[image: image106.wmf]=

+

+

+

+

=

+

+

ò

ò

p

2

0

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

cos

sin

)

sin

cos

(

)

(

dt

b

t

a

t

a

t

b

t

a

t

a

ds

z

y

x

C



[image: image107.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

×

+

=

+

+

=

ò

2

3

2

2

2

2

0

3

2

2

2

2

2

0

2

2

2

2

2

3

8

2

3

)

(

b

a

b

a

t

b

t

a

b

a

dt

b

a

t

b

a

p

p

p

p



[image: image108.wmf];

)

4

3

(

3

2

2

2

2

2

2

b

a

b

a

+

+

=

p

p


Ukážeme si některé aplikace křivkového integrálu. Můžeme např. určit hmotnost křivky a souřadnice těžiště křivky.

Hmotnost rovinné křivky:
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Hmotnost prostorové křivky:

[image: image110.wmf];

))

(

(

))

(

(

))

(

(

))

(

);

(

);

(

(

)

;

;

(

2

1

2

2

2

ò

ò

¢

+

¢

+

¢

=

=

t

t

C

dt

t

z

t

y

t

x

t

z

t

y

t

x

ds

z

y

x

m

r

r


Statické momenty určíme takto:
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Souřadnice těžiště křivky určíme takto:
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(analogicky pro prostorové křivky)

Moment setrvačnosti křivky určíme takto:
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(analogicky pro prostorové křivky)

Příklad 15.x.

Určeme hmotnost a souřadnice těžiště horní půlkružnice.

Hustotu pokládejme za konstantní.
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Příklad 15.x.

Určeme hmotnost a souřadnice těžiště oblouku cykloidy.

Hustotu pokládejme za konstantní.
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Příklad 15.x.

Určeme momenty setrvačnosti kružnice o rovnici: 
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 vzhledem k souřadnicovým osám. Hustotu pokládejme za konstantní.
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Již víme, že 
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Určíme ještě deviační moment.
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 (vyšel nulový)

Určíme ještě deviační momenty čtvrtkružnice v jednotlivých kvadrantech.
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Příklad 15.x.

Uvažujme prostorovou křivku zvaná šroubovice, parametrické vyjádření je: 
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 stoupání), uvažujeme jeden závit šroubovice.

Určíme délku, hmotnost, souřadnice těžiště a momenty setrvačnosti vzhledem k osám.
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Dostaneme tedy: 
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Také pojednáme o křivkových integrálech druhého druhu. Buďte dány spojité funkce 2 proměnných, 
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, buď dáno její parametrické vyjádření: 
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Pak křivkový integrál druhého druhu definujeme takto:
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Podobně definujeme křivkový integrál druhého druhu podél prostorové křivky.
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Poznamenejme, že křivkový integrál druhého druhu závisí na orientaci křivky. Při změně orientace křivky integrál změní znaménko (což ukážeme).

Křivkový integrál se též značí takto:
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(eventuálně 
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Pokud jde o integrál přes uzavřenou křivku (koncový bod splývá s počátečním), značí se křivkový integrál takto: 
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 je formální vektor.

Také to lze vyjádřit takto: 
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 Křivkový integrál pak přejde na jednoduchý určitý integrál.

Nyní porovnáme křivkové integrály.

Křivkový integrál 1. druhu: 
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Křivkový integrál 2. druhu: 
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Nechť 
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(substituce: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme křivkový integrál druhého druhu: 
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 je úsečka s krajními body: 
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Vypočtěme nyní křivkový integrál, kde křivka je parabola souměrná podle osy 
[image: image188.wmf]y

, krajní body jsou stejné.

Parametrické vyjádření paraboly je: 
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Vypočtěme nyní křivkový integrál, kde křivka je lomená. První část je úsečka tvořená body 
[image: image191.wmf][
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Parametrické vyjádření 1. části je: 
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Parametrické vyjádření 2. části je: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme křivkový integrál druhého druhu: 
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 je dána rovnicí 
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Platí: 
[image: image200.wmf];
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Integrál rozdělíme na 2 integrály.
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(substituce 
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;

2

dx

dw

x

w

-

=

-

=

)


[image: image205.wmf];

3

4

3

2

3

2

)

(

)

(

2

2

2

2

=

+

=

-

+

+

ò

C

dy

y

x

dx

y

x


Příklad 15.x.

Vypočtěme křivkový integrál druhého druhu: 
[image: image206.wmf];
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 je úsečka s krajními body: 
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Parametrické vyjádření úsečky je: 
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Vypočtěme nyní křivkový integrál, kde křivka je část kružnice se středem v počátku.

Parametrické vyjádření části kružnice je: 
[image: image211.wmf];
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Z příkladů je vidět, že hodnota křivkového integrálu obecně závisí na trajektorii, i když jsou stejné krajní body.

Pokud je výraz 
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 totálním diferenciálem, tj. existuje funkce 
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 pak hodnota křivkového integrálu nezávisí na trajektorii, závisí jen na krajních bodech. Funkce 
[image: image218.wmf])
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 se nazývá kmenová funkce. Předpokládejme, že u kmenové funkce existují též parciální derivace 2. řádu.

Musí platit: 
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 (záměnnost smíšených parciálních derivací 2. řádu), tudíž také 
[image: image220.wmf];

tj.

;

;

2

2

x

Q

y

P

x

Q

x

y

F

y

P

y

x

F

¶

¶

=

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

¶

 což je nutná a postačující podmínka pro to, aby výraz byl totálním diferenciálem nějaké kmenové funkce.

V tom případě je hodnota křivkového integrálu rovna:
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Hodnota integrálu závisí jen na poloze krajních bodů, nikoli na trajektorii. Speciálně křivkový integrál z totálního diferenciálu přes uzavřenou křivku je nulový.

Příklad 15.x.

Vypočtěme křivkový integrál 
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V našem případě je: 
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 výraz je tudíž totálním diferenciálem nějaké funkce. Hodnota integrálu tedy nezávisí na trajektorii. Určíme tzv. kmenovou funkci.
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Příklad 15.x.

Vypočtěme křivkový integrál 
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V našem případě je: 
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 výraz je tudíž totálním diferenciálem nějaké funkce. Hodnota integrálu tedy nezávisí na trajektorii. Určíme tzv. kmenovou funkci.
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Poznamenejme ještě, že křivka nesmí procházet počátkem soustavy souřadné, neboť tam není funkce definovaná.

Někdy se také používá pro výpočet křivkového integrálu tzv. Greenova věta. Uvedeme si její verzi pro dvojrozměrný případ.

Věta 15.x. (Greenova věta)

Buď dána omezená souvislá množina 
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, nechť její hranici tvoří po částech hladká uzavřená křivka 
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Greenova věta převede křivkový integrál 2. druhu po uzavřené křivce na dvojný integrál. Její použití si ukážeme na několika příkladech.

Poznámka:

Je-li výraz 
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 totálním diferenciálem nějaké funkce, je 
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, tudíž je integrál na pravé straně nulový. Křivkový integrál z totálního diferenciálu přes uzavřenou křivku je nulový (viz dříve).
Příklad 15.x.

Vypočtěme křivkový integrál: 
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)

;

2

2

ò

-

C

dx

y

x

dy

xy

 kde křivka 
[image: image245.wmf]C

 je kružnice o rovnici: 
[image: image246.wmf];

2

2

2

a

y

x

=

+


V našem případě je: 
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Integrál lze též počítat klasicky:
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V obou případech vyšel stejný výsledek.

Příklad 15.x.

Vypočtěme křivkový integrál: 
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V našem případě je: 
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Greenova věta nám dává: 
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Hodnota integrálu nezávisí na trajektorii, křivkový integrál přes uzavřenou křivku je nula. Kmenová funkce je: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme křivkový integrál: 
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 je složena ze 2 částí, 1. část je kubická parabola z bodu 
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Parametrické vyjádření je:
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V našem případě je: 
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Integrál také šlo počítat podle Greenovy věty, 
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 (viz náčrtek).
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Příklad 15.x.

Vypočtěme křivkový integrál: 
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 (viz náčrtek).
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Zkusme integrál počítat bez použití Greenovy věty.
Parametrické vyjádření je:
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 (což souhlasí)
Příklad 15.x.

Tento příklad je obecnějšího rázu.
Vypočtěme křivkový integrál: 
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, kde uzavřená křivka 
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 představuje obvod trojúhelníka s vrcholy: 
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 (viz náčrtek).
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Zkusme integrál počítat bez použití Greenovy věty.

Parametrické vyjádření je:
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(substituce: 
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Integrály si navzájem odpovídají, až na označení proměnné.
Příklad 15.x.

Tento příklad je obecnějšího rázu.

Vypočtěme křivkový integrál: 
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 představuje obvod obdélníka s vrcholy: 
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Zkusme integrál počítat bez použití Greenovy věty.

Parametrické vyjádření je:
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Integrály si navzájem odpovídají, až na označení proměnné.

Mechanická práce se počítá jako křivkový integrál síly podle dráhy. Nechť je v silovém poli dán vektor síly: 
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 jako funkce polohy, která působí na hmotný bod. Obšírněji zapsáno: 
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. Nechť přemístíme těleso (hmotný bod) z bodu 
[image: image336.wmf]A

 do bodu 
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 po křivce 
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, která je daná parametricky. Pak mechanická práce se počítá podle vzorce:
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Znaménko minus proto, že konáme práci proti síle v silovém poli. Pokud vyjde práce kladná, vynaložili jsme práci proti silovému poli. V tom případě došlo ke zvýšení potenciální energie. Pokud vyjde práce záporná, vykonalo práci pole. V tom případě došlo ke snížení potenciální energie.

Je-li křivka zadaná parametricky: 
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Pokud křivkový integrál nezávisí na trajektorii, je silové pole konzervativní. V tom případě je výraz 
[image: image344.wmf]dz
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 totálním diferenciálem nějaké kmenové funkce.

Ukážeme si to na příkladě.

Příklad 15.x.

Buď dáno silové pole, kde pro sílu platí: 
[image: image345.wmf];
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 hmotný bod posouváme podél šroubovice, jejíž parametrické vyjádření je: 
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Jakou práci musíme vynaložit, aby se dostal z bodu 
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Práce vyšla záporná, tj. práci vykonalo pole a došlo ke snížení potenciální energie.
Příklad 15.x.

Nechť síla působí na hmotný bod směrem k počátku a je přímo úměrná vzdálenosti bodu od počátku. Hmotný bod přemístíme z bodu 
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 Jakou práci musíme vykonat?
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Nechť nyní hmotný bod přemístíme po úsečce z bodu 
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V obou případech vyšel stejný výsledek.

Zde se jedná o konzervativní silové pole, přičemž kmenová funkce je: 
[image: image375.wmf];

;

);

(

2

)

;

(

2

2

y

K

y

x

K

x

y

x

K

y

x

-

=

¶

F

¶

-

=

¶

F

¶

+

-

=

F


Práce vyšla kladná, tj. vykonali jsme práce, došlo ke zvýšení potenciální energie.
Příklad 15.x.

Těleso o hmotnosti 
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 přemístíme v homogenním tíhovém poli z bodu 
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Dostali jsme známý vzorec pro výpočet potenciální energie.

Plošné integrály

Podobně jako křivkový integrál můžeme definovat též plošný integrál, tj. integrál přes plochu v prostoru. Nechť graf funkce 2 proměnných 
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Plošný integrál prvního druhu definujeme takto:
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Předpokládáme, že je: 
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Podobný vzorec bychom dostali, kdyby bylo např. 
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Plošný integrál z funkce identicky rovné 1 je velikost plochy.

Příklad 15.x.

Vypočtěme plošný integrál: 
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 představuje povrch osminy koule o rovnici: 
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Zavedením polárních souřadnic se výpočet zjednodušil.

Příklad 15.x.

Vypočtěme plošný integrál: 
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 představuje plášť kužele o rovnici: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme plošný integrál: 
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 představuje část pláště válce o rovnici 
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Zde zvolíme funkci: 
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)

;

(

2

2

x

R

z

x

y

-

=

 
[image: image413.wmf];

0

;

2

2

=

¶

¶

-

-

=

¶

¶

z

y

x

R

x

x

y



[image: image414.wmf][

]

{

}

;

;

0

;

0

0

0

;

2

ñ

á

´

ñ

á

=

£

£

Ù

£

£

Î

=

c

R

c

z

R

x

z

x

M

R



[image: image415.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

-

+

+

=

+

ò

ò

òò

òò

R

c

M

S

dx

dz

x

R

z

x

R

dxdz

x

R

x

z

x

dS

z

x

0

0

2

2

2

2

2

1

)

(

1

)

(

)

(



[image: image416.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

+

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

R

c

R

R

c

R

c

x

R

dx

dz

z

dx

x

R

x

c

R

dx

x

R

dz

z

dx

x

R

dz

x

R

0

2

2

0

0

2

2

0

0

2

2

0

0

2

2



[image: image417.wmf][

]

;

4

1

2

2

arcsin

2

2

2

2

0

0

2

0

2

2

R

c

R

c

c

R

c

R

R

x

z

x

R

c

R

R

c

R

p

p

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

+

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ú

û

ù

ê

ë

é

×

ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

-

×

=


Plocha v prostoru může být též zadána parametricky.
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 matice derivací má tvar: 
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 (viz kap. 12).

Sloupce matice derivací jsou tečné vektory plochy v příslušném bodě.
Položme: 
[image: image420.wmf]);
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Vektor kolmý na oba vektory je normálový vektor plochy, tj. 
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Platí: 
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tedy složky normálového vektoru jsou příslušné subdeterminanty matice derivací.

Připomeňme si důležitý vzorec: 
[image: image424.wmf];
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 Výraz na pravé straně je vždy nezáporný, neboť platí: 
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Dále platí: 
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Také platí: 
[image: image429.wmf]);
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 (Grammův determinant)

Dostáváme: 
[image: image430.wmf];
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tedy: 
[image: image431.wmf];

)

;

(

)

;

(

)

;

(

)

;

(

)

;

(

)

;

(

2

2

2

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

=

s

t

y

x

s

t

x

z

s

t

z

y

n


Položme ještě: 
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buď dále 
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Plošný integrál lze pak vyjádřit následovně.
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Nyní ukážeme, že vyjádření plošného integrálu uvedené dříve je speciální případ tohoto vyjádření.

Nechť je např. 
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,

),

;

(

y

s

x

t

y

x

z

z

=

=

=


Matice derivací má tvar: 
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Nechť je např. 
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Matice derivací má tvar: 
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Nechť je např. 
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Matice derivací má tvar: 
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Příklad 15.x.

Vypočteme příklad 15.x. ještě jiným způsobem. Zavedeme sférické souřadnice (viz dříve). Matice derivací má tvar: 
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Plocha 
[image: image451.wmf]S

 představuje povrch osminy koule (v 1. oktantu)
o rovnici: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme plošný integrál: 
[image: image458.wmf];
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 představuje část roviny o rovnici: 
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Pro rovinu platí v každém bodě 
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Zvolme základní množinu 
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Zvolme základní množinu 
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 (viz dříve).

Zvolme základní množinu 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme plošný integrál: 
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[image: image478.wmf]S

 představuje povrch osminy koule o rovnici: 
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Příklad 15.x.

Určeme obsah části paraboloidu o rovnici: 
[image: image485.wmf];
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Průsečnice paraboloidu a roviny 
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 je kružnice o rovnici 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme plošný integrál: 
[image: image494.wmf];
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 představuje část roviny o rovnici: 
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Pro rovinu platí v každém bodě 
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Zvolme základní množinu 
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Příklad 15.x.

Určeme hmotnost, moment setrvačnosti homogenní kulové sféry vzhledem k ose 
[image: image504.wmf]z

 (uvažujeme pouze povrch koule) o rovnici: 
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Určeme statický moment vzhledem k rovině 
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Také pojednáme o plošných integrálech 2. druhu. Plošný integrál 2. druhu z vektorové funkce se definuje takto: 
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Plošný integrál závisí na orientaci plochy (mění znaménko).

Je-li 
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dále 
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Je-li plocha zadaná např. rovnicí: 
[image: image523.wmf])

;

(

y

x

z

z

=

, můžeme plošný integrál 2. druhu vyjádřit takto:
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Je-li plocha zadaná např. rovnicí: 
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, můžeme plošný integrál 2. druhu vyjádřit takto:
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Je-li plocha zadaná např. rovnicí: 
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, můžeme plošný integrál 2. druhu vyjádřit takto:
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kde množina 
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Plošný integrál 2. druhu také vyjadřuje tok vektoru 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme plošný integrál 2. druhu z vektorové funkce 
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Ještě vyřešíme volbu znaménka. 
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, což je vektor směřující ven z paraboloidu, tedy volíme to první znaménko. Máme tedy: 
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Někdy můžeme počítat plošný integrál 2. druhu pomocí Gauss-Ostrogradského věty, která převádí plošný integrál na trojný integrál. Předpokládá se, že se integruje přes uzavřenou plochu, která vymezuje jisté těleso.

Věta 15.x. (Gauss-Ostrogradského)
Buď 
[image: image554.wmf]S

 uzavřená plocha, která v prostoru vymezuje těleso 
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, dále vektorová funkce 
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. Pak pro plošný integrál přes vnější stranu sféry platí následující:
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což je skalární součin formálního vektoru a vektorové funkce.

Použití této věty si ukážeme na několika příkladech.

Příklad 15.x.

Vypočtěme plošný integrál 
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Integrál jsme počítali zavedením sférických souřadnic.

Zkusme počítat plošný integrál bez použití GO věty. Integrál rozdělíme na 2 integrály, přes vrchní polosféru 
[image: image565.wmf]1
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 a přes spodní polosféru 
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. Množina 
[image: image567.wmf]M

 představuje průnik koule a roviny 
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, což je kruh.
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Zavedli jsme polární souřadnice.
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Výpočet integrálu užitím GO věty byl podstatně jednodušší.

Příklad 15.x.

Vypočtěme plošný integrál 
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 je vnější povrch kvádru, přičemž je: 
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Zkusme nyní vypočítat plošný integrál bez použití GO věty. Musíme počítat 4 integrály, přes každou stěnu.
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Příklad 15.x.

Vypočtěme plošný integrál 
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 představuje vnější povrch tělesa, které je vymezeno plochami: 
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Zkusme nyní vypočítat plošný integrál bez použití GO věty. Musíme počítat 4 integrály, přes každou stěnu.
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Nyní získané výsledky sečteme.
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)

;

16

32

)

(

)

(

0

48

3

;

;

3

1

3

1

2

=

-

+

-

+

=

-

-

òò

K

K

r

S

S

d

z

xy

x

z


Vzhledem k tomu, že se jisté integrály vyrušily, nebylo nutno je počítat.

Příklad 15.x.

Vypočtěme plošný integrál 
[image: image652.wmf](
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 kde plocha 
[image: image653.wmf]S

 představuje vnější povrch rotačního válce o rovnici: 
[image: image654.wmf];
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Na výpočet použijeme GO větu.
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Zkusme nyní vypočítat plošný integrál bez použití GO věty. Musíme počítat 4 integrály, neboť je nutno plášť válce rozdělit na 2 díly.

Rozdělme plášť válce rovinou 
[image: image661.wmf]xz

 na 2 poloviny.
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V 1. případě zvolíme: 
[image: image663.wmf](
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, v 2. případě zvolíme: 
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 EMBED Equation.3  [image: image667.wmf];
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 EMBED Equation.3  [image: image669.wmf];
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Výpočet posledního integrálu zde neprovádíme, neboť je zdlouhavý.

Na dolní podstavě je: 
[image: image670.wmf]);
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 na horní podstavě je: 
[image: image671.wmf]);
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Sečtením získaných výsledků dostaneme:
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Souhlasí to s výsledkem, ke kterému jsme dospěli dříve.

Následující věta pojednává o tom, jak převést křivkový integrál 2. druhu přes křivku v prostoru na plošný integrál 2. druhu přes plochu v prostoru.

Věta 15.x. (Stokesova)
Nechť 
[image: image676.wmf]C

 je uzavřená a po částech hladká křivka v prostoru, která je hranicí jisté po částech hladké plochy 
[image: image677.wmf]S

. Nechť vektorová funkce 
[image: image678.wmf](

)

R

Q

P

;

;

=

F

 je třídy 
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C

 a křivka je s plochou souhlasně orientovaná. Pak platí:
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což je vektorový součin formálního vektoru a vektorové funkce.

Stokesova věta převádí výpočet křivkového integrálu 2. druhu na plošný integrál 2. druhu.

Použití této věty si ukážeme na několika příkladech.

Příklad 15.x.

Uvažujme rovinu o rovnici: 
[image: image683.wmf]6
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. Průsečíky s osami souřadnic jsou po řadě: 
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. Uvažujme uzavřenou křivku, která se skládá z úseček spojující postupně ty body, tvoří trojúhelník. Buď dále 
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 Vypočtěme křivkový integrál: 
[image: image686.wmf](
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Na výpočet použijeme Stokesovu větu. Normálový vektor k rovině je: 
[image: image687.wmf](
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Zkusme integrál spočítat bez použití Strokesovy věty. Musíme spočítat integrály přes 3 úsečky.
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Příklad 15.x.

Uvažujme paraboloid o rovnici 
[image: image699.wmf];
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 který je seříznutý rovinou 
[image: image700.wmf]2
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 (náčrtek). Průsečnice roviny a paraboloidu je kružnice o rovnici: 
[image: image701.wmf];
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 Určeme křivkový integrál z vektorové funkce 
[image: image702.wmf]F

 přes kružnici orientovanou záporně, kde 
[image: image703.wmf](
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Parametrizace kružnice je: 
[image: image704.wmf];
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[image: image705.wmf];

0

;

cos

2

;

sin

2

dt

dz

dt

t

dy

dt

t

dx

=

-

=

-

=



[image: image706.wmf](

)

(

)

(

)

=

+

=

+

=

+

-

=

D

×

ò

ò

ò

ò

p

p

2

0

2

2

2

0

2

2

2

cos

2

sin

3

4

cos

8

sin

12

3

dt

t

t

dt

t

t

dz

yz

dy

xz

dx

y

C

C

r

F



[image: image707.wmf](

)

;

20

0

4

4

4

2

sin

2

2

4

)

sin

2

(

4

2

0

2

0

2

p

p

p

p

p

=

+

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

=

+

=

ò

t

t

t

dt

t


Nyní na tomto příkladě ověříme Stokesovu větu, budeme počítat plošný integrál z rotace vektorové funkce přes paraboloid.
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