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XV. Dvojné a trojné integrály

Budeme počítat dvojné integrály z měřitelné funkce 2 proměnných 
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Definice 15.1.
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Definice 15.2.

Buď dána množina 
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Položme: 
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Položme dále: 
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Zřejmě platí: 
[image: image21.wmf];
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Nyní vyslovíme modifikaci Fubiniho věty, která umožní převést dvojný integrál na sled jednoduchých integrálů.

Věta 15.1.

Buď 
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 měřitelná množina, nechť je na ní definována měřitelná funkce 
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Pak platí: 
[image: image27.wmf];

)

(

)

(

)

;

(

)

(

)

(

ò

ò

òò

=

=

y

M

x

M

M

dy

y

dx

x

dxdy

y

x

f

y

j


Tvrzení věty lze též přepsat takto:
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Má-li množina 
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 tvar „obdélníka“, tj. kartézský součin intervalů, situace se poněkud zjednoduší.

Nechť např. 
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Má-li navíc ještě funkce tvar: 
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Dvojný integrál se v tomto případě „rozpadne“ na součin jednoduchých integrálů.

Grafem funkce 2 proměnných je „křivá plocha“. Dvojný integrál geometricky představuje „objem“ pod grafem.

Příklad 15.x.

Buď 
[image: image40.wmf]2

R

Ì

M

 trojúhelník s vrcholy: 
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V tomto případě platí:
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Příklad 15.x.

Buď 
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Příklad 15.x.

Buď 
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 kruh se středem v počátku a poloměru 
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V tomto případě platí:
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Příklad 15.x.

Buď 
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V tomto případě platí:
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Příklad 15.x.

Buď 
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V tomto případě platí:
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Podobně určíme množiny pro pravý a levý půlkruh (určete).

Také ve vícerozměrných integrálech se používá substituční metoda. Uvedeme si ji pro dvojrozměrné integrály, pro vícerozměrné integrály je analogická.

Věta 15.1.

Buď 
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 Jakobián zobrazení. Pak platí:


[image: image69.wmf];

)

;

(

))

;

(

);

;

(

(

)

;

(

)

(

2

1

1

òò

òò

-

=

M

M

dudv

v

u

D

v

u

v

u

f

dxdy

y

x

f

j

j

j

j


Důkaz této věty není jednoduchý (viz Jarník, Integrální počet II).
Připomeňme si, že Jakobián má tvar:
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Obdobná věta platí i v prostorech vyšší dimenze. Výpočet determinantu (Jakobiánu) je složitější.

Nejčastěji budeme používat tzv. polární, cylindrické a sférické souřadnice.

Polární souřadnice:
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Jakobián zobrazení je:
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Toto zobrazení zobrazuje množinu 
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Kdybychom množinu 
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 chtěli zobrazit na kruh se středem v bodě 
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Jakobián je stejný.

Cylindrické souřadnice:
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Jakobián zobrazení je:
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 (Věta o rozvoji determinantů, viz LA)

Sférické souřadnice:
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Poznámka:

Úhel 
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Jakobián zobrazení je:
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Poznámka:

Dvojný integrál z funkce identicky rovné 
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Máme dvojí vyjádření integračního oboru pomocí nerovností.
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Máme dvojí vyjádření integračního oboru pomocí nerovností.
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Porovnáním výsledků dospíváme k důležité rovnosti.
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Je nutno dát pozor při stanovení mezí integrace.
Příklad 15.x.
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Integrační obor je zde horní půlkruh se středem v počátku.

[image: image152.wmf];

)

;

(

)

;

(

)

;

(

0

0

2

2

2

2

2

2

ò

ò

ò

ò

òò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

-

-

-

-

-

R

y

R

y

R

R

R

x

R

M

dy

dx

y

x

f

dx

dy

y

x

f

dxdy

y

x

f


V následujících příkladech si ukážeme výpočet dvojných i trojných integrálů. Výpočet se provádí pomocí Fubiniho věty, převedeme dvojný integrál na sled jednoduchých.

Příklad 15.x.
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
[image: image175.wmf]òò

+

M

dxdy

y

x

1

,
kde 
[image: image176.wmf][

]

{

}

;

3

;

2

1

;

0

3

2

1

0

;

2

ñ

á

´

ñ

á

=

£

£

Ù

£

£

Î

=

y

x

y

x

M

R



[image: image177.wmf][

]

=

+

-

+

=

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

ò

ò

ò

ò

1

0

1

0

3

2

1

0

3

2

))

2

ln(

)

3

(ln(

)

ln(

1

dx

x

x

dx

y

x

dx

dy

y

x



[image: image178.wmf][

]

[

]

=

-

+

+

-

-

=

-

+

+

-

-

+

+

=

2

2

ln

2

6

3

ln

6

4

4

ln

4

)

1

)

2

)(ln(

2

(

)

1

)

3

)(ln(

3

(

1

0

1

0

x

x

x

x



[image: image179.wmf];

340

,

0

405

,

1

ln

3

2

ln

2

ln

2

3

ln

6

4

ln

4

6

10

=

=

=

+

-

=

&

&



[image: image180.wmf][

]

=

-

+

=

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

ò

ò

ò

ò

3

2

3

2

1

0

3

2

1

0

)

ln

)

1

(ln(

)

ln(

1

dy

y

y

dy

y

x

dy

dx

y

x



[image: image181.wmf][

]

[

]

;

340

,

0

3

2

ln

2

2

ln

2

6

3

ln

6

4

4

ln

4

)

1

(ln

)

1

)

1

)(ln(

1

(

6

10

3

2

3

2

=

=

-

+

+

-

-

=

-

-

-

+

+

=

&

y

y

y

y


Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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+ náčrtek

Integrační obor je zde trojúhelník s vrcholy: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Integrační obor je zde trojúhelník s vrcholy: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Integrační obor je zde trojúhelník s vrcholy: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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 Integrační obor je zde část roviny ohraničená parabolou 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Množina 
[image: image214.wmf]M

 představuje „čtvrt-elipsu“ v 1. kvadrantu.
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V našem případě bereme horní pravou „čtvrt-elipsu“, tudíž bereme obě znaménka kladná.
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Je-li speciálně 
[image: image220.wmf]R

b

a

=

=

, jde o kružnici, hodnota integrálu je: 
[image: image221.wmf];

8

4

R


V tomto případě by šlo integrál také počítat pomocí polárních souřadnic.


[image: image222.wmf]=

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

×

=

ò

ò

ò

ò

òò

R

R

M

dr

r

d

d

dr

r

r

r

dxdy

xy

0

3

0

0

0

2

2

cos

sin

sin

cos

p

p

j

j

j

j

j

j



[image: image223.wmf][

]

[

]

;

8

4

1

1

2

1

4

1

sin

2

1

4

4

0

4

0

2

2

R

R

r

R

=

×

×

=

×

=

p

j


Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
[image: image224.wmf];
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Při opačném pořadí integrace musíme integrál rozdělit na dva integrály.
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Hodnota integrálu je: 
[image: image236.wmf];
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Jde o trojúhelník s vrcholy 
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Při opačném pořadí integrace musíme integrál rozdělit na dva integrály.
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Hodnota integrálu je: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Integrační obor je zde čtverec s vrcholy: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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+

M

dxdy

y

x

1

, kde 
[image: image267.wmf];

0

,

;

;

0

;

0

>

ñ

á

´

ñ

á

=

b

a

b

a

M



[image: image268.wmf][

]

=

-

+

=

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

ò

ò

ò

ò

a

a

b

a

b

dx

x

b

x

dx

y

x

dx

dy

y

x

0

0

0

0

0

)

ln

)

(ln(

)

ln(

1



[image: image269.wmf][

]

[

]

=

+

-

+

-

+

-

+

+

=

-

-

-

+

+

=

a

a

a

b

b

b

b

a

b

a

b

a

x

x

b

x

b

x

a

a

ln

ln

)

(

)

ln(

)

(

)

1

(ln

1

)

)(ln(

(

0

0



[image: image270.wmf];

ln

ln

)

ln(

)

(

b

b

a

a

b

a

b

a

-

-

+

+

=



[image: image271.wmf][

]

=

-

+

=

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

ò

ò

ò

ò

b

b

a

b

a

dy

y

y

a

dy

y

x

dy

dx

y

x

0

0

0

0

0

)

ln

)

(ln(

)

ln(

1



[image: image272.wmf][

]

[

]

=

+

-

+

-

+

-

+

+

=

-

-

-

+

+

=

b

b

b

a

a

a

b

a

b

a

b

a

y

y

y

a

y

a

b

b

ln

ln

)

(

)

ln(

)

(

)

1

(ln

)

1

)

)(ln(

(

0

0



[image: image273.wmf];

ln

ln

)

ln(

)

(

b

b

a

a

b

a

b

a

-

-

+

+

=


Dvojný integrál existuje konečný, ačkoli funkce není v okolí počátku omezená.

Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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+ náčrtek

Integrační obor je zde trojúhelník s vrcholy: 
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Dvojný integrál existuje konečný, ačkoli funkce není v počátku definovaná. Zkusme ještě určit limitu v počátku.
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Protože limita závisí na směru, dvojná limita neexistuje. Dvojný integrál ovšem existuje.

Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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 Integrační obor je zde část roviny ohraničená parabolami: 
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Dvojný integrál existuje konečný, ačkoli funkce není v počátku definovaná a navíc není v okolí počátku omezená.
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
[image: image294.wmf];
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Integrační obor je část roviny ohraničená parabolou 
[image: image296.wmf];
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
[image: image301.wmf];
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, tj. kruh o poloměru 1 dílek se středem v počátku.

Zavedeme polární souřadnice 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
[image: image305.wmf];
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Integrační obor je zde půlkruh se středem v počátku, napravo od osy 
[image: image311.wmf]x

 (náčrtek).
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Integrál vyšel v obou případech stejně. Také ho lze počítat zavedením polárních souřadnic 
[image: image317.wmf];
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 (substituce 
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Příklad 15.x.

Odvodíme vzorec pro obsah kruhu ještě jinak. 
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 (viz Př. 8.x.)

Zavedením polárních souřadnic dostaneme toto:
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Odvodíme vzorec pro obsah elipsy ještě jinak: 
[image: image324.wmf][
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Zavedeme nové proměnné takto: 
[image: image325.wmf];
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 Zobrazuje se jednotkový kruh na elipsu, neboť platí: 
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Jakobián zobrazení je: 
[image: image328.wmf];
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
[image: image330.wmf];
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, tj. počítáme integrál přes I. kvadrant.

Vypočtěme napřed integrál:
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 (jsme v koncích)

Nyní nevíme, jak dál. Zkusme tedy obrátit pořadí integrace.
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(substituce: 
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Nyní dostáváme další vztah:
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Tento příklad ukazuje, že někdy lze počítat integrál oklikou přes dvojný integrál. Počítejme ještě dále.
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(substituce: 
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Dostali jsme tedy: 
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neboť 
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Příklad 15.x.

Vypočteme Laplaceův integrál: 
[image: image345.wmf]ò
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Integrál nelze počítat klasicky, neboť primitivní funkce nepatří mezi elementární. Zřejmě má kladnou hodnotu, tj. 
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 má velkou důležitost ve statistice, neboť je to (až na násobek) křivka Normálního rozdělení (viz Gaussova křivka).

Integrál vypočteme oklikou přes dvojný integrál:
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Nyní zavedeme do integrálu polární souřadnice, tj. 
[image: image349.wmf];
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Máme tedy: 
[image: image351.wmf];
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Ještě vypočteme integrál: 
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Výpočet Laplaceova integrálu lze provést také takto:
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Prohodili jsme pořadí integrace, pak substituce: 
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Opět jsme dostali: 
[image: image364.wmf];
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Příklad 15.x.

Vypočtěme integrál 
[image: image365.wmf];
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 tj. kruh se středem v počátku o poloměru 
[image: image367.wmf]0
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. Výpočet provedeme pomocí polárních souřadnic.
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Poznamenejme ještě, že platí: 
[image: image369.wmf];
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 (Př. 15.x.).

Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
[image: image370.wmf];
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Integrační obor je čtverec s vrcholy v bodech: 
[image: image372.wmf][
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 (náčrtek).

Napřed poznamenejme, že platí:
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Zde nám vyšel pokaždé jiný výsledek. To znamená, že dvojný integrál neexistuje.

Vypočtěme nyní integrál z dané funkce přes trojúhelník s vrcholy: 
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Vypočtěme nyní integrál z dané funkce přes trojúhelník s vrcholy: 
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Přímka o rovnici 
[image: image384.wmf]x
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 rozděluje čtverec, přes který integrujeme, na 2 trojúhelníky.

Integrál přes „dolní trojúhelník“ vyšel 
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, integrál přes „horní trojúhelník“ vyšel 
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. Integrál přes „čtverec“ neexistuje, neboť 
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 není definováno.

Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Množina 
[image: image390.wmf]M

 je zde čtvrtkruh v I. kvadrantu se středem v počátku. Integrujeme stejnou funkci jako v předchozím příkladě.

Zavedeme polární souřadnice 
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Daný integrál tedy neexistuje.

Určíme integrál přes oblast „pod přímkou“ 
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Určíme integrál přes oblast „nad přímkou“ 
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Příklad 15.x.

Vypočteme obsah smyčky lemniskaty o rovnici 
[image: image398.wmf];
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 (náčrtek). Integrujeme přes množinu 
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 (pravá smyčka lemniskaty)

Lemniskata se v počátku 
[image: image400.wmf][
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Vyjádřit explicitně závislost 
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 na 
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 je obtížné, zkusíme přejít k polárním souřadnicím. Dostaneme tak: 
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Obsah smyčky lemniskaty je 
[image: image412.wmf]2
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Lemniskatu je možno též vyjádřit parametricky takto:
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0

;

sin

2

cos

2

)

(

;

cos

2

cos

2

)

(

>

=

=

a

t

t

a

t

y

t

t

a

t

x

 Musí platit: 
[image: image414.wmf]0

2

cos

³

t

.

Interval 
[image: image415.wmf]ñ

á-

4

;

4

p

p

 představuje pravou smyčku, interval 
[image: image416.wmf]ñ

á

4

5

;

4

3

p

p

 představuje levou smyčku.

Příklad 15.x.

Vypočteme obsah smyčky křivky, která je dána rovnicí: 
[image: image417.wmf];
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Integrujeme přes množinu 
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Zde použijeme substituci: 
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Vypočteme Jakobián: 
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Po dosazení dostaneme: 
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Trochu jsme předběhli a použili výsledky z kapitoly 17., funkce Gama a Beta. Integrál lze též počítat klasicky, ale je to pracnější.

Příklad 15.x.

Vypočteme obsah smyčky strofoidy o rovnici: 
[image: image427.wmf];
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 (náčrtek).

Integrujeme přes množinu 
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 (smyčka strofoidy napravo od osy 
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Strofoida se v počátku 
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Opět zkusíme přejít k polárním souřadnicím, dostaneme tak: 
[image: image432.wmf];
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Obsah smyčky strofoidy je: 
[image: image441.wmf];
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Příklad 15.x.

Vypočteme obsah plochy vymezené jedním obloukem cykloidy. Parametrické rovnice cykloidy jsou: 
[image: image442.wmf]);
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[image: image444.wmf];
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 (viz též Př. 8.x.)

Příklad 15.x.

Vypočteme obsah plochy vymezené asteroidou o rovnici: 
[image: image445.wmf];
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Integrujeme přes množinu 
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 (vnitřek asteroidy)

Zkusme použít substituci: 
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 příslušný Jakobián je:
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Dostáváme tak: 
[image: image449.wmf];
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál s parametrem: 
[image: image453.wmf];
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Množina 
[image: image455.wmf]M

 je zde kruh o poloměru 
[image: image456.wmf]R

 se středem v počátku.

Zavedeme polární souřadnice: 
[image: image457.wmf];
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Aby daný integrál byl konvergentní, musí platit: 
[image: image459.wmf]1
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 je integrál divergentní, tj. má hodnotu 
[image: image461.wmf]¥

+

.

Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
[image: image462.wmf];
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Množina 
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 je zde mezikruží o poloměrech 
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Opět zavedeme polární souřadnice:
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Zavedeme polární souřadnice: 
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Speciálně pro 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál s parametrem: 
[image: image477.wmf];
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Množina 
[image: image479.wmf]M

 je zde kruh o poloměru 
[image: image480.wmf]R

 se středem v počátku.

Zavedeme polární souřadnice: 
[image: image481.wmf];
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(substituce ve vnitřním integrálu: 
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Uvedený výsledek však platí pouze pro 
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Je zajímavé, že jsme dostali stejný výsledek jako v příkladu 15.x.

Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál s parametry: 
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Množina 
[image: image489.wmf]M

 je zde čtvrt kruh (v I. kvadrantu) o poloměru 
[image: image490.wmf]R

 se středem v počátku.

Zavedeme polární souřadnice: 
[image: image491.wmf];
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Trochu předběhneme a použijeme výsledky z kapitoly 17., funkce Gama a Beta
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
[image: image494.wmf];
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Množina 
[image: image496.wmf]M

 je zde kruh o poloměru 
[image: image497.wmf]R

 se středem v počátku.

Zavedeme polární souřadnice: 
[image: image498.wmf];
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Výpočet klasicky bez použití polárních souřadnic by byl podstatně pracnější. Nadále tento příklad ještě zobecníme.

Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
[image: image500.wmf];
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Množina 
[image: image502.wmf]M

 je zde kruh o poloměru 
[image: image503.wmf]R

 se středem v počátku. Opět zavedeme polární souřadnice.
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Položíme-li 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Množina 
[image: image508.wmf]M

 je kruhová úseč vymezená přímkou o rovnici: 
[image: image509.wmf];
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(substituce: 
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V obou případech nám vyšel stejný výsledek. Zkusme to ještě vyřešit zavedením polárních souřadnic.
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Zde byl výpočet trochu zdlouhavý.

Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
[image: image517.wmf];
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Integrační obor je zde průnik mezikruží a kruhové výseče (náčrtek).

Zavedeme polární souřadnice, přičemž platí: 
[image: image520.wmf];
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Je-li speciálně 
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, je hodnota integrálu: 
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Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
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Zavedeme nové proměnné takto: 
[image: image527.wmf];
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 Jakobián zobrazení je: 
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;

;

0

;

0

;

ab

b

a

=

 pak přejdeme k polárním souřadnicím.


[image: image531.wmf]=

+

=

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

òò

òò

òò

J

J

M

y

d

x

d

y

x

y

x

b

a

y

d

x

d

y

x

y

b

x

a

ab

dxdy

b

y

a

x

y

x

~

~

)

~

~

(

~

~

~

~

)

~

~

(

~

~

2

2

2

2

2

3

3

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2



[image: image532.wmf]=

×

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

ò

ò

ò

ò

p

p

j

j

j

j

j

j

2

0

2

2

1

0

3

3

2

0

1

0

2

2

2

2

2

2

3

3

sin

cos

)

(

sin

cos

d

dr

r

b

a

d

dr

r

r

r

r

b

a
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 (použili jsme dřívější výsledky)

Příklad 15.x.

Vypočtěme dvojný integrál: 
[image: image534.wmf];
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Integrační obor je zde čtvrtkruh v I. kvadrantu se středem v počátku. Opět zavedeme polární souřadnice. Také trochu předběhneme a použijeme výsledky z kapitoly 17., funkce Gama a Beta.
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Příklad 15.x.

Vypočtěme obsah obrazce omezeného následujícími křivkami:

[image: image539.wmf];
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Zde provedeme výpočet elegantně, zavedeme nové proměnné: 
[image: image542.wmf];
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Určíme Jakobián:
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Pomocí dvojného integrálu jsme obsah obrazce vypočetli snáze než klasicky (viz Př. 8.x.).

Příklad 15.x.

Vypočtěme obsah obrazce omezeného následujícími křivkami:
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Zde provedeme výpočet elegantně, zavedeme nové proměnné: 
[image: image551.wmf];
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Určíme Jakobián:
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Příklad 15.x.

Vypočtěme obsah obrazce omezeného následujícími křivkami:

[image: image557.wmf];
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Zde provedeme výpočet elegantně, zavedeme nové proměnné: 
[image: image560.wmf];
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Určíme Jakobián:
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Příklad můžeme poněkud zobecnit.
Příklad 15.x.

Vypočtěme obsah obrazce omezeného následujícími křivkami:

[image: image566.wmf];
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Zde provedeme výpočet elegantně, zavedeme nové proměnné: 
[image: image570.wmf];
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Určíme Jakobián:
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Jakobián lze určit také takto:
 
[image: image576.wmf];
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Tudíž Jakobián inverzního zobrazení je: 
[image: image577.wmf];
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Příklad 15.x.

Vypočteme trojný integrál: 
[image: image578.wmf];
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kde množina 
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Čtyřstěn je ohraničen základními rovinami a rovinou: 
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Meze integrování stanovíme takto: 
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Tedy platí: 
[image: image591.wmf];
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Příklad 15.x.

Vypočteme trojný integrál: 
[image: image603.wmf];
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 je čtyřstěn jako v předchozím příkladu.
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Příklad 15.x.

Vypočteme trojný integrál: 
[image: image609.wmf];
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Meze integrování stanovíme takto: 
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Výpočet lze provést také zavedením cylindrických souřadnic.

Napřed položme: 
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Pak položme: 
[image: image622.wmf];
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Příklad 15.x.

Odvodíme si vzorec pro objem koule.

Graf funkce 
[image: image628.wmf]2
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 představuje horní polokouli (přesněji řečeno horní kulovou sféru), kde 
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 je poloměr polokoule. Objem polokoule lze vyjádřit integrálem:
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Ve vnitřním integrálu jsme použili výsledek příkladu 7.x.

Objem polokoule je 
[image: image636.wmf]3
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, objem koule je: 
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Příklad by šlo řešit též pomocí zavedení polárních souřadnic.
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 (viz výsledek dříve)

Objem koule lze též počítat jako trojný integrál.
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(viz výpočet dříve)

Výpočet můžeme také provést zavedením sférických souřadnic.
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Jakobián je: 
[image: image646.wmf];
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Příklad 15.x.

Odvodíme si vzorec pro objem kulové úseče (kulového vrchlíku). Buď 
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 poloměr koule, 
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 výška úseče, 
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 poloměr podstavy úseče (
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). Uvažujme kouli o poloměru 
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 se středem o souřadnicích: 
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Platí vztah: 
[image: image657.wmf];

)

(

2

2

2

r

+

-

=

v

R

R

 což plyne z Pythagorovy věty. Po úpravě dostaneme další vztahy: 
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Rovnice kulové sféry je: 
[image: image659.wmf]2
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, horní kulová sféra je vyjádřena funkcí: 
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, Objem úseče lze vyjádřit integrálem:
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Vzorec pro objem kulové úseče se také uvádí v jiné úpravě.
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[image: image669.wmf]);
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Je-li speciálně 
[image: image670.wmf]r
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, jde o polokouli. Vzorec pro objem pak přejde na tvar: 
[image: image671.wmf];
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Příklad 15.x.

Odvodíme si vzorec pro objem elipsoidu. Je ohraničen plochou o rovnici: 
[image: image672.wmf];
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Klasický výpočet by byl pracný, zavedeme nové proměnné takto: 
[image: image674.wmf];
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 Zobrazuje se jednotková koule na elipsoid, neboť platí: 
[image: image675.wmf];
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Jakobián zobrazení je: 
[image: image677.wmf];

;

;

0

;

0

;

0

;

;

0

;

0

;

0

;

abc

c

b

a

=



[image: image678.wmf];
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Použili jsme výsledek předchozího příkladu.

Příklad 15.x.

Určeme objem čtyřstěnu, který je určen body: 
[image: image679.wmf][
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Rovnice roviny, která prochází body 
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]

[

]

[

]

c

b

a

;

0

;

0

,

0

;

;

0

,

0

;

0

;

, je: 
[image: image682.wmf];

abc

z

ab

y

ac

x

bc

=

+

+

 tj. po úpravě: 
[image: image683.wmf];

1

=

+

+

c

z

b

y

a

x


Rovnice průsečnice dané roviny s rovinou 
[image: image684.wmf];
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Rovnice průsečnice dané roviny s rovinou 
[image: image686.wmf];
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Rovnice průsečnice dané roviny s rovinou 
[image: image688.wmf];
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Z rovnice roviny dále dostaneme toto:

[image: image690.wmf]);
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Z rovnic průsečnic dále dostaneme toto:

[image: image691.wmf]);
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Množina, přes kterou integrujeme, je: 
[image: image692.wmf][
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Nyní můžeme vypočítat objem pomocí trojného integrálu
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[image: image695.wmf];
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Poznamenejme, že poslední integrál šlo též počítat jednoduše pomocí substituce: 
[image: image696.wmf];
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[image: image697.wmf];
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Vypočetli jsme vlastně objem trojbokého jehlanu, kde libovolnou stěnu lze pokládat za podstavu. Obsah podstavy v rovině 
[image: image698.wmf];
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[image: image700.wmf];
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Příklad 15.x.

Určeme objem čtyřbokého jehlanu (podstava je obdélník), který je určen body: 
[image: image701.wmf][
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Rovnice roviny, která prochází body 
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Rovnice roviny, která prochází body 
[image: image705.wmf][
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Rovnice roviny, která prochází body 
[image: image707.wmf][
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Rovnice roviny, která prochází body 
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Množinu 
[image: image711.wmf][
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, přes kterou integrujeme, rozdělíme na 4 části.
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Pokaždé vyšel stejný výsledek.
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Vypočetli jsme vlastně objem čtyřbokého jehlanu. Obsah podstavy v rovině 
[image: image734.wmf];
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Příklad 15.x.

Určeme objem pravidelného čtyřbokého jehlanu (podstava je čtverec), který je určen body: 
[image: image737.wmf][
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Podstava je čtverec, který je ovšem umístěn „na koso“. Množina, přes kterou integrujeme, lze vyjádřit takto: 
[image: image739.wmf][
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Rovina „nad množinou“ 
[image: image744.wmf]1

M

 je určená body: 
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Rovina „nad množinou“ 
[image: image748.wmf]2

M

 je určená body: 
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]

[

]

[

]

v

a

a

;

0

;

0

,

0

;

;

0

,

0

;

0

;

-

, její rovnice je: 
[image: image750.wmf];
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Rovina „nad množinou“ 
[image: image752.wmf]3

M

 je určená body: 
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Rovina „nad množinou“ 
[image: image756.wmf]4

M

 je určená body: 
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Objem části jehlanu v každém kvadrantu je: 
[image: image776.wmf];
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Objem celého jehlanu je: 
[image: image778.wmf];
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Poznámka:

Bylo celkem zřejmé, že objemy částí jehlanu v jednotlivých kvadrantech budou stejné. Ostatní integrály nebylo nutné počítat. Počítali jsme je proto, abychom viděli, jak stanovit meze integrování.

Příklad 15.x.

Určeme objem tělesa ve tvaru klínu, podstava tvoří obdélník o rozměrech 
[image: image780.wmf]b

a

´

, hřeben tvoří úsečka délky 
[image: image781.wmf]c

 (viz náčrtek). Předpokládáme, že výška tělesa je 
[image: image782.wmf]v

, dále 
[image: image783.wmf]a
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Podstava má vrcholy v bodech: 
[image: image784.wmf][
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, hřebenová úsečka spojuje body: 
[image: image785.wmf][
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Podstavný obdélník rozdělíme na 4 části, 2 trojúhelníky a 2 lichoběžníky (náčrtek). První trojúhelník je tvořen body: 
[image: image786.wmf][
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, vymezují ho přímky o rovnicích: 
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 Druhý trojúhelník je tvořen body: 
[image: image788.wmf][
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, vymezují ho přímky o rovnicích: 
[image: image789.wmf]);
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Těleso vymezují následující roviny:

[image: image790.wmf]);
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Objem tělesa vyjádříme jako součet 4 integrálů.
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(substituce: 
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(substituce: 
[image: image804.wmf];
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Je-li speciálně 
[image: image807.wmf]0
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, jde o čtyřboký jehlan, pak je: 
[image: image808.wmf];
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Je-li speciálně 
[image: image809.wmf]c
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, jde o trojboký hranol (postavený na boční stěně), pak je: 
[image: image810.wmf];
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Poznámka:

Příklad by se ani nemusel řešit přes integrály, stačí si uvědomit, že je to těleso složené ze dvou čtyřbokých jehlanů a trojbokého hranolu.
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Příklad 15.x.

Odvodíme si vzorec pro objem rotačního kužele. Nechť podstava splývá s rovinou 
[image: image812.wmf]0

tj.

,
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z

xy

 a osa kužele splývá s osou 
[image: image813.wmf]z

 (náčrtek). Nechť poloměr podstavy je 
[image: image814.wmf]R

, výška kužele je 
[image: image815.wmf]v

, vrchol má souřadnice 
[image: image816.wmf][

]

v

;

0

;

0

.

Položme 
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Nabízí se zavedení polárních souřadnic.
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[image: image823.wmf];
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Příklad 15.x. (Vivianiho těleso)
Uvažujme kouli o poloměru 
[image: image824.wmf]0

2

>

R

 se středem v počátku soustavy souřadnic. Dále uvažujme válec o poloměru 
[image: image825.wmf]0

>

R

, jehož osa je rovnoběžná s osou 
[image: image826.wmf]z

 a prochází bodem o souřadnicích 
[image: image827.wmf][

]
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. Průnik válce a koule je tzv. Vivianiho těleso (náčrtek).

Určeme jeho objem.

Rovnice kulové sféry je: 
[image: image828.wmf];

4

2

2

2

2

R

z

y

x

=

+

+

 pro body uvnitř koule platí: 
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Rovnice válcové sféry je: 
[image: image830.wmf];
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 (Vivianiho těleso)
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Množina 
[image: image835.wmf]1

M

 představuje kruh se středem 
[image: image836.wmf][

]

0

;

R

 o poloměru 
[image: image837.wmf]R

.

Zavedeme polární souřadnice: 
[image: image838.wmf];
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Přímka: 
[image: image839.wmf]x
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 protne kružnici 
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 ve 2 bodech. (náčrtek)

Průsečíky přímky a kružnice jsou: 
[image: image841.wmf][
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Vzdálenost průsečíků (délka tětivy) je tedy: 
[image: image844.wmf];
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[image: image845.wmf]=
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Nejdříve jsme ve vnitřním integrálu použili substituci: 
[image: image849.wmf];
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 dále je nutno dát pozor: 
[image: image850.wmf];
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 nakonec jsme využili toho, že integrujeme sudou funkci přes symetrický interval kolem počátku.

Tím jsme odvodili vzorec pro objem Vivianiho tělesa.

Určíme ještě, jakou část objemu koule tvoří objem Vivianiho tělesa.
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Objem Vivianiho tělesa představuje asi 28,8% objemu koule.

Příklad 15.x.
Vypočtěme objem průniku 2 válců o stejném poloměru 
[image: image852.wmf]0

>

R

. Válcové plochy mají rovnice 
[image: image853.wmf];
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 Osa 1. válce splývá s osou 
[image: image854.wmf]z

, osa 2. válce splývá s osou 
[image: image855.wmf]x

.
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 (náčrtek).

Osy válců svírají pravý úhel, tj. jsou na sebe kolmé.
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[image: image860.wmf];
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Vzhledem k tomu, že se jedná o integrál sudé funkce, platí:
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[image: image862.wmf];
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[image: image863.wmf];
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Je překvapující, že se ve výsledku nevyskytuje číslo 
[image: image864.wmf]p

. Výpočet byl zdlouhavý, některé kroky jsme přeskočili (dopočtěte).

Příklad 15.x.
Vypočtěme objem tělesa, které je vymezeno rovinou 
[image: image865.wmf]0

=

z

, tj. rovinou 
[image: image866.wmf]xy

 a eliptickým paraboloidem o rovnici: 
[image: image867.wmf];
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 (náčrtek).

Průsečnici paraboloidu a roviny 
[image: image868.wmf]xy

 tvoří elipsa o rovnici: 
[image: image869.wmf];
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Položme: 
[image: image870.wmf][
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Napřed použijeme substituci: 
[image: image873.wmf];
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Příklad 15.x.
Vypočtěme objem tělesa, které je vymezeno rovinou 
[image: image877.wmf]0
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z

, tj. rovinou 
[image: image878.wmf]xy

 a povrchem eliptického kužele o rovnici: 
[image: image879.wmf];
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Rovnice lze obecněji vyjádřit ve tvaru: 
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Průsečnici povrchu kužele a roviny 
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 tvoří elipsa o rovnici: 
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Položme: 
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Napřed použijeme substituci: 
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 pak zavedeme polární souřadnice: 
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Příklad 15.x.
Vypočtěme objem tělesa, které je vymezeno rovinou 
[image: image890.wmf]0
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z

, tj. rovinou 
[image: image891.wmf]xy

, plochou o rovnici: 
[image: image892.wmf];
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 (elipsoid) a plochou o rovnici: 
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Položme: 
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Průsečnice elipsoidu a kužele je elipsa o rovnici: 
[image: image896.wmf];
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tj. elipsa s poloosami: 
[image: image897.wmf]2
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Položme dále: 
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K výpočtu použijeme podobný trik jako dříve, tj. použijeme substituci: 
[image: image900.wmf];
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Bude-li speciálně 
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[image: image908.wmf]2

2

2

2

R

z

y

x

=

+

+

 (koule), 
[image: image909.wmf]2

2

2

z

y

x

=

+

 (kruhový kužel).

Objem tělesa pak bude: 
[image: image910.wmf](
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Příklad 15.x.
Vypočtěme objem tělesa, které je vymezeno plochou o rovnici: 
[image: image911.wmf];
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 (dvojdílný hyperboloid) a plochou o rovnici: 
[image: image912.wmf];
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 (eliptický válec) (náčrtek). Předpokládáme, že 
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Položme: 
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Průsečnice hyperboloidu a válce jsou elipsy o rovnici: 
[image: image915.wmf];
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 tj. elipsy s poloosami: 
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Položme dále: 
[image: image918.wmf][
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K výpočtu použijeme podobný trik jako dříve, tj. použijeme substituci: 
[image: image919.wmf];
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 pak zavedeme polární souřadnice: 
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Příklad 15.x.
Vypočtěme objem tělesa, které je vymezeno následujícími plochami: 
[image: image924.wmf];
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 (válcová plocha), dále rovinami: 
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Jde o „seříznutý válec“ (viz náčrtek).
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Výpočet se zjednoduší zavedením polárních souřadnic.
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ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

ò

ò

ò

p

p

j

j

j

j

j

j

2

0

0

3

3

2

2

0

0

2

2

sin

3

cos

3

2

)

sin

cos

(

d

r

r

r

a

d

dr

r

r

r

a

R

R



[image: image932.wmf][
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Dále spočítáme objem průniku tělesa („seříznutého válce“) po řadě s I. oktantem, II. oktantem, III. oktantem, IV. oktantem.

Položme dále:
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Množiny 
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 s příslušným kvadrantem.
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Najít vázané extrémy lze např. pomocí Lagrangeovy funkce (viz kap. 12).

Příklad 15.x.
Vypočtěme objem tělesa, které je vymezeno následujícími plochami: 
[image: image967.wmf];
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Zjistíme, kde je „rovina nad paraboloidem“.
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Průmět průsečnice roviny a paraboloidu do roviny 
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Množina, přes kterou budeme integrovat, je kruh ohraničen touto kružnicí, neboť uvnitř kruhu je „rovina nad paraboloidem“.
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Zavedeme polární souřadnice, 
[image: image979.wmf];
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Poznamenejme, že funkce 
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 nabývá na dané kružnici vázaného maxima v bodě 
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(náčrtek)

Najít vázané extrémy lze např. pomocí Lagrangeovy funkce (viz kap. 12).

Příklad 15.x.
Vypočtěme objem tělesa, které je vymezeno následujícími plochami: 
[image: image985.wmf];
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Integrační obor je čtverec se středem v počátku umístěný „na koso“ (náčrtek). Je omezen přímkami o rovnicích: 
[image: image989.wmf];
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Integrál rozdělíme na dva, budeme integrovat přes levý trojúhelník a přes pravý trojúhelník. Vypočteme jen objem horní části, neboť těleso je symetrické podle roviny 
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Oba integrály vyšly stejně, neboť těleso je symetrické též podle osy 
[image: image995.wmf]y

 a též podle roviny 
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. Druhý integrál nebylo ani nutné počítat.

Celkový objem tělesa je: 
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Příklad 15.x.
Vypočtěme objem tělesa, které je vymezeno plochou o rovnici: 
[image: image998.wmf];
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Položme: 
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Průsečnici určíme tak, že dosadíme a vyřešíme rovnici: 
[image: image1002.wmf];
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Platí: 
[image: image1006.wmf];
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Průsečnice elipsoidu a paraboloidu je elipsa o rovnici: 
[image: image1007.wmf];
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Položme dále: 
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K výpočtu použijeme podobný trik jako dříve, tj. použijeme substituci: 
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Příklad 15.x.
Vypočtěme objem tělesa, které je vymezeno plochou o rovnici: 
[image: image1019.wmf]);
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Příklad 15.x.
Vypočtěme objem tělesa, které je vymezeno plochou o rovnici: 
[image: image1033.wmf];
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tj. integrujeme přes množinu 
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Vyjádřit explicitně závislost 
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 je obtížné. Napřed použijeme známou substituci: 
[image: image1037.wmf];

~

;

~

;

~

z

c

z

y

b

y

x

a

x

=

=

=

 pak zkusíme přejít k sférickým souřadnicím.


[image: image1038.wmf][

]

(

)

(

)

{

}

2

2

2

2

2

2

2

3

~

~

~

~

~

~

~

;

~

;

~

~

z

y

x

k

z

y

x

z

y

x

M

-

+

×

£

+

+

Î

=

R



[image: image1039.wmf];

sin

;

cos

sin

;

cos

cos

J

J

j

J

j

r

z

r

y

r

x

=

=

=

 Jakobián je: 
[image: image1040.wmf];

cos

2

J

r



[image: image1041.wmf]);

sin

(cos

2

2

2

4

J

J

-

£

r

k

r

 tj. 
[image: image1042.wmf];

2

cos

0

2

J

k

r

£

£


Musí platit: 
[image: image1043.wmf];

;

0

2

cos

4

4

ñ

á-

Î

Þ

³

p

p

J

J


Dostaneme tak:
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Příklad 15.x.
Vypočtěme objem tělesa, které je vymezeno následujícími plochami: 
[image: image1052.wmf];
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Opět trochu předběhneme a použijeme výsledky z kapitoly 17., funkce Gama a Beta.
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24

1

4

3

2

1

6

1

3

2

3

3

c

c

p

p

p

=

×

×

×

=


Příklad 15.x.
Vypočtěme objem tělesa, které je vymezeno následujícími plochami: 
[image: image1058.wmf];
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Jde o objem omezený paraboloidem, rovinou 
[image: image1059.wmf]xy

 a lemniskatou. Obsah smyčky lemniskaty jsme již počítali v příkladu 15.x. Zavedeme polární souřadnice.

Dostaneme tak: 
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Příklad 15.x.
Vypočtěme dvojný integrál: 
[image: image1068.wmf]òò
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Integrační obor je kruh se středem 
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Zavedeme „posunuté“ polární souřadnice: 
[image: image1072.wmf];
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Příklad můžeme ještě zobecnit. 
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