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XIV. Teorie míry a Lebesgueův integrál

Definice 14.1.
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algebra obsahuje prázdnou množinu a celý prostor. Je uzavřena na spočetné sjednocení, též i na doplněk (komplement).

Věta 14.1.
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Definice 14.2.
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Poznámka:
Složení dvou měřitelných zobrazení je měřitelné zobrazení. 
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Definice 14.4.
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Poznámka:
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Mezi Borelovské množiny také patří množiny typu 
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Máme-li zobrazení měřitelného prostoru do topologického prostoru, definujeme ho jako měřitelné, jestliže vzor každé Borelovské množiny je měřitelná množina. Stačí dokonce předpokládat, že vzor každé otevřené množiny je měřitelná množina.
Definice 14.5.
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Míra přiřadí každé měřitelné množině nezáporné reálné číslo. Je to nezáporná, spočetně aditivní funkce na systému množin. Míra prázdné množiny je rovna nule.
Triviální případ míry je takový, že míra každé měřitelné množiny je rovna nule.

Poznámka:
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Věta 14.2.
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(jedná se o zbytek konvergentní řady) 
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Poznámka:

Později ukážeme, že předpoklad 
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 v bodě 6) je podstatný.

Také zřejmě platí: 
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Pro míru platí toto: Buďte 
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(princip inkluze a exkluze)
Také platí toto: 
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Nyní si ukážeme některé příklady 
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Příklad 14.1.
Buď 
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Tento příklad můžeme ještě zobecnit.

Příklad 14.2. (jednoduchá 
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Příklad 14.3.

Buď 
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Takto definované zobrazení je míra (ověřte), nazývá se Diracova míra. Je to speciální případ pravděpodobnostní míry, neboť 
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Příklad 14.4.
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Míra přiřadí každé množině počet prvků, je to aritmetická (čítací) míra.
Zde platí: 
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Poznámka (posloupnosti množin):
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Vždy platí: 
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Pokud je posloupnost množin neklesající (
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Pokud je posloupnost množin nerostoucí (
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Ve větě 14.2. bod 5) jde o neklesající posloupnost množin, ve větě 14.2. bod 6) jde o nerostoucí posloupnost množin.
Věta 14.x. (Canteliho)
Buď dána posloupnost měřitelných množin 
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Důkaz:
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Protože to platí pro každé 
[image: image172.wmf]0

>

e

, je 
[image: image173.wmf]0

sup

lim

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¥

®

n

n

A

m

.
□
Definice 14.7.

Buď dán měřitelný prostor 
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Lebesgueova míra intervalu je jeho délka.
Platí: 
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Délka intervalu nezávisí na tom, zdali tam krajní mez patří nebo nepatří.

Máme tedy prostor s mírou: 
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Poznámka:
Konečné a spočetné množiny mají Lebesgueovu míru nula.

Platí totiž: 
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Jakýkoli interval kladné délky obsahuje nekonečně mnoho čísel.

Definice 14.8.

Buď dáno měřitelné zobrazení: 
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[image: image188.wmf]1

-

=

f

Q

m

.
Poznámka:
Protože 
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 je měřitelné zobrazení, platí: 
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 je míra na prostoru 
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Příklad 14.x.
Buď dán prostor s mírou 
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, tj. Lebesgueova míra na množině reálných čísel. Položme: 
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Máme tedy: 
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Tento příklad ukazuje, že předpoklad 
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 v bodě 6) V 14.2. je podstatný.
Příklad 14.x.
Určeme Lebesgueovu míru Cantorova diskontinua (Př. 11.x.)
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Platí: 
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 tj. máme klesající posloupnost množin, přičemž 
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Platí: 
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Cantorovo diskontinum má tedy Lebesgueovu míru 0, ačkoli obsahuje nespočetně mnoho čísel.
Definice 14.x.

Buď 
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 prostor s mírou. Míra 
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 je na prostoru 
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Poznámka:

Je-li míra konečná, je též σ-konečná. Naopak to ale neplatí.
Na prostoru celých čísel je aritmetická (čítací) míra σ-konečná, ale není konečná.
Na prostoru reálných čísel je Lebesgueova míra σ-konečná, ale není konečná. Čítací míra tam není ani σ-konečná.
Definice 14.9.
Buď 
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Poznámka:

Je-li za dané situace míra 
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 je soustředěna na množině 
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, zřejmě platí:
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Někdy se množina 
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Definice 14.10.
Buď 
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Značíme to: 
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Míře 
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 na prostoru 
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Definice říká, že „míra 
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 má více nulových množin než míra 
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“.

Poznámka:

Je-li míra 
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 identicky rovna nule (
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Definici absolutní spojitosti míry 
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 vzhledem k míře 
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[image: image240.wmf];

)

(

)

(

:

0

0

e

n

d

m

d

e

m

n

<

Þ

<

Î

"

>

$

>

"

Û

<<

A

A

A

A


Pokud platí: 
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, jsou míry ekvivalentní. Mají „stejně“ nulových množin.
Definice 14.11.

Buď 
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 prostor s mírou, nechť je na prostoru 
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.
Míra 
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 je singulární vzhledem k míře 
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, jestliže platí:
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Značíme to: 
[image: image248.wmf]m
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Definice říká, že míry 
[image: image249.wmf]n

m

,

 jsou soustředěny na dvou disjunktních množinách.
Poznámka:
Diracova míra je soustředěna na množině 
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Pokud 
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, je Diracova míra soustředěna na měřitelné množině obsahující prvek 
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Věta 14.x.
Buď 
[image: image255.wmf])
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 prostor s mírou, nechť je na prostoru 
[image: image256.wmf])
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[image: image257.wmf]n

. Je-li míra 
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 vzhledem k míře 
[image: image259.wmf]m
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Věta 14.x.

Buď 
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Důkaz:

Buď 
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Dostáváme tyto nerovnosti:
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tudíž: 
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Důsledek:

Za dané situace je míra 
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Důsledek:

Buď 
[image: image291.wmf];
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Buď 
[image: image296.wmf])
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 prostor s mírou. Míru definujeme pro měřitelné množiny. Pro neměřitelné množiny (které nepatří do systému 
[image: image297.wmf]A

) můžeme definovat horní a dolní míru následovně.

Definice 14.x.

Buď 
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Poznámka:

Pro horní míru platí: 
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, ale rovnost může nastat i pro některé neměřitelné množiny. Pokud je míra úplná (viz dále), rovnost nastává právě tehdy, když je množina měřitelná.

Tvrzení:

Buď 
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Důkaz:

Zvolme 
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Důsledek:

Je-li speciálně 
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Věta 14.4. (o Lebesgueově rozkladu)
Buď 
[image: image320.wmf])
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 prostor s mírou, kde míra 
[image: image321.wmf]m

 je σ-konečná. Nechť je na prostoru 
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Důkaz:

Buď 
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 je systém všech měřitelných podmnožin množiny 
[image: image332.wmf]A

Î

A

, které mají nulovou dominantní míru 
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Protože je 
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Je-li 
[image: image340.wmf]0

)

(

=

A

m

, je také 
[image: image341.wmf]A

A

M

Î

, tudíž 
[image: image342.wmf])

(

)

(

A

A

S

A

^

=

=

n

n

, tj. 
[image: image343.wmf];

0

)

(

)

(

)

(

=

-

=

A

A

A

AS

n

n

n

 Tedy 
[image: image344.wmf]m

n

<<

AS

.

□
Poznámka:
Z důkazu předchozí věty je patrné toto: 
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Je-li 
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Je-li 
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Příklad 14.x.

Uvažujme měřitelný prostor 
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Zřejmě platí: 
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Buď dána na měřitelném prostoru 
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Položme: 
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zřejmě je: 
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Dle věty 14.x. můžeme míru 
[image: image377.wmf]n

 rozložit na část absolutně spojitou a singulární vzhledem k dominantní míře 
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Je-li 
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 absolutně spojitá k dominantní míře 
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Abychom se mohli účelně vyjadřovat, zavedeme další pojem „skoro všude“.
Definice 14.x.

Buď dán prostor s mírou 
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Poznámka:

Protože 
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Nadále se budeme zabývat reálnými měřitelnými funkcemi definovanými na prostoru s mírou, tj.
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Je-li funkce měřitelná, znamená to, že platí: 
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Měřitelná funkce 
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 pak indukuje na prostoru 
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Měřitelnost funkce lze též definovat takto:

Funkce 
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Měřitelnost funkce lze též definovat takto:

Funkce 
[image: image407.wmf]f

 je měřitelná právě tehdy, je-li pro každé 
[image: image408.wmf]R

Î

c

 měřitelná množina: 
[image: image409.wmf]{

}

);

;

(

)

(

1

c

f

c

x

f

X

x

-¥

=

<

Î

-


Ostrou nerovnost můžeme nahradit neostrou (tupou) nerovností, nebo dokonce rovností a tvrzení zůstane v platnosti.
Definice 14.12.
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(viz též def. 11.x.)
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Zřejmě platí toto: 
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Speciálně platí: 
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Indikátor množiny se též nazývá charakteristická funkce množiny.

Definice 14.x.

Buď dán prostor s mírou 
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Věta 14.x.
Za dané situace je relace 
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Platí toto: 
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Na množině 
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Definice 14.13.

Buď dána měřitelná funkce 
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 Pak se funkce 
[image: image437.wmf]f

 nazývá jednoduchá funkce.
Jednoduchá funkce nabývá jen konečně mnoha hodnot. 
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Položme: 
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Zřejmě platí: 
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Nechť 
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což je však spor s předpokladem, že čísla 
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 jsou navzájem různá.
Je-li speciálně 
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, jde o konstantní funkci.
Poznámka:
Na prostoru 
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Indikátor množiny je speciální případ jednoduché funkce, nabývá 2 hodnot.
Pro indikátory množin platí toto: 
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Jednoduchou měřitelnou funkci lze též vyjádřit takto: 
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Příklad 14.x.

Uvažujme měřitelný prostor 
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Kdy je reálná funkce definovaná na měřitelném prostoru 
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Věta 14.4.
Buď dána nezáporná měřitelná funkce 
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Důkaz:
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Definujme jednoduchou funkci 
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Protože je funkce 
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 měřitelná, jsou též měřitelné množiny: 
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Tedy takto definované jednoduché funkce jsou měřitelné.
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Je-li 
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Vždy platí: 
[image: image498.wmf])

(

)

(

1

x

s

x

s

n

n

+

£

, tedy posloupnost 
[image: image499.wmf]{

}

¥

=

1

)

(

n

n

x

s

 je neklesající pro každé 
[image: image500.wmf]X

x

Î

. Také vždy platí: 
[image: image501.wmf])

(

)

(

x

f

x

s

n

£

. Funkce 
[image: image502.wmf])

(

x

s

n

 je jednoduchá, neboť nabývá nejvýše 
[image: image503.wmf]1

2

+

×

n

n

 různých hodnot.
Je-li 
[image: image504.wmf]n

x

f

£

£

)

(

0

, platí: 
[image: image505.wmf])

(

;

0

2

1

)

(

)

(

¥

®

®

<

-

n

x

f

x

s

n

n


Je-li funkce 
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□
Nyní přistoupíme k definice Lebesgueova integrálu, která je poněkud komplikovanější. Napřed definujeme Lebesgueův integrál z jednoduché funkce.
Definice 14.14. (Lebesgueův integrál)
Buď dána jednoduchá měřitelná funkce 
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Pak Lebesgueův integrál funkce 
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Je-li speciálně 
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Také speciálně platí: 
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Uvažujme nyní konstantní funkci, což je speciální případ jednoduché funkce. Nabývá jen jedné hodnoty. Platí: 
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Pak máme: 
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Integrál z konstantní funkce je konstanta krát míra té množiny.
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Zajímavé je to porovnat s výsledkem, ke kterému jsme dospěli v kap. 8.
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Poznamenejme, že v oblasti reálných čísel se říká „integrál od 
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 do 
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“ místo „integrál přes interval 
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“. Obě vyjádření jsou ekvivalentní. Myslí se tím integrál vzhledem k Lebesgueově míře. Proto není rozhodující, jestli to bereme přes otevřený či uzavřený interval.

Poznámka:

Kdyby se při výpočtu Lebesgueova integrálu vyskytl součin 
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×

0

 (neurčitý výraz), klademe ho roven 
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. Integrál přes množinu míry nula je roven nule, integrál z nulové funkce je roven nule.
Věta 14.x.
Buďte 
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 jednoduché reálné měřitelné funkce definované na prostoru s mírou 
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Důkaz:

Předpokládejme, že: 
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 obě sjednocení jsou disjunktní.
Funkce 
[image: image544.wmf]g

f

+

 je také jednoduchá, nabývá hodnot 
[image: image545.wmf];

,

,

1

;

,

,

1

;

m

i

n

j

i

j

K

K

=

=

+

b

a

 přičemž platí: 
[image: image546.wmf]{

}

;

)

(

)

(

1

i

j

i

j

B

A

g

f

Ç

=

+

+

-

b

a

 (případ 
[image: image547.wmf]Æ

=

Ç

i

j

B

A

 není vyloučen).
1) 
[image: image548.wmf]=

Ç

Ç

+

=

+

å

å

ò

=

=

n

j

m

i

i

j

i

j

M

M

B

A

d

g

f

1

1

)

(

)

(

)

(

m

b

a

m



[image: image549.wmf]=

Ç

Ç

+

Ç

Ç

=

å

å

å

å

=

=

=

=

m

i

n

j

i

j

i

n

j

m

i

i

j

j

M

B

A

M

B

A

1

1

1

1

)

(

)

(

m

b

m

a



[image: image550.wmf]=

Ç

Ç

×

+

Ç

Ç

×

=

å

å

=

=

=

=

m

i

n

j

i

j

i

n

j

m

i

i

j

j

M

B

A

M

B

A

1

1

1

1

)

)

(

(

)

)

(

(

U

U

m

b

m

a



[image: image551.wmf];

)

(

)

(

1

1

ò

ò

å

å

+

=

Ç

×

+

Ç

×

=

=

=

M

M

m

i

i

i

n

j

j

j

d

g

d

f

M

B

M

A

m

m

m

b

m

a


Použili jsme toho, že sjednocení je disjunktní.
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Použili jsme toho, že sjednocení je disjunktní.

□
Tvrzení 1) a 3) předchozí věty lze indukcí rozšířit na libovolný konečný počet.
Nyní definici Lebesgueova integrálu rozšíříme na nezáporné měřitelné funkce.

Definice 14.x. (Lebesgueův integrál)
Buď dána nezáporná měřitelná funkce 
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K určení Lebesgueova integrálu z nezáporné měřitelné funkce bereme nezáporné jednoduché měřitelné funkce, jejichž hodnota je menší nebo rovna dané funkci. Je to jakási obdoba dolních součtů. Následující věta nám pomůže určit integrál.
Věta 14.x. (Leviho věta o monotónní konvergenci)

Buď dán prostor s mírou 
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Důkaz:
Posloupnost 
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[image: image575.wmf];

)

(

)

(

N

Î

"

Î

"

£

n

X

x

x

f

x

f

n


Limita (bodová) posloupnosti měřitelných funkcí je též měřitelná, tj. funkce 
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 je měřitelná.
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Posloupnost 
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Provedeme-li limitní přechod, dostáváme: 
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Protože to platí pro každé 
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[image: image600.wmf]f

s

£

£

0

, dostáváme: 
[image: image601.wmf];

ò

³

M

d

f

m

a


Z nerovností: 
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□
Dle předchozí věty můžeme Lebesgueův integrál z nezáporné měřitelné funkce 
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 přes měřitelnou množinu 
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 určit takto: Utvoříme posloupnost nezáporných jednoduchých funkcí 
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 a limita nezávisí na volbě jednotlivých funkcí.
Dále definici Lebesgueova integrálu ještě rozšíříme. Funkci můžeme rozdělit na kladnou a zápornou část, platí: 
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Definice 14.x. (Lebesgueův integrál)
Buď dána měřitelná funkce 
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Lebesgueův integrál existuje, pokud má rozdíl smysl, tj. nenastal případ: 
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Poznámka:

Buď 
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Věta 14.x. zůstane v platnosti, i když předpoklad, že funkce jsou jednoduché, vynecháme. Množina všech reálných funkcí na prostoru s mírou tvoří vzhledem ke sčítání a násobení skalárem vektorový prostor. Zvolme 
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Nezáporný lineární funkcionál splňuje podmínku: 
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 (Rieszova reprezentace).
Podobně můžeme definovat Lebesgueův integrál komplexní funkce (viz následující definice), ale tím se dále nebudeme zabývat.
Definice 14.x.
Buď dána měřitelná funkce 
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 Pak Lebesgueův integrál komplexní funkce definujeme následovně:
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Integrály na pravé straně jsou též Lebesgueovy. Integrál existuje konečný, pokud oba integrály existují a jsou konečné. Pokud oba existují a aspoň jeden z nich je nekonečný, má integrál hodnotu 
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.

Poznamenejme, že i v tomto případě platí: 
[image: image634.wmf];

ò

ò

£

M

M

d

f

d

f

m

m


Poznámka:

Buď dána nezáporná měřitelná funkce 
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. Integrál z nezáporné funkce má nezápornou hodnotu. Integrál přes množinu míry 0 má hodnotu 0.
Tvrzení platí i naopak, o tom pojednává Radon-Nikodymova věta (viz dále).
Poznámka:

Buď dána nezáporná měřitelná funkce 
[image: image642.wmf])

;

(

)

;

;

(

:

B

A

R

®

m

X

f

, dále měřitelná množina 
[image: image643.wmf];

,

A

Î

Ì

M

X

M

 Pak zřejmě platí následující tvrzení:


[image: image644.wmf])

(

sup

)

(

)

(

inf

)

(

x

f

M

d

f

x

f

M

M

x

M

M

x

Î

Î

×

£

£

×

ò

m

m

m


Odhad integrálu lze poněkud zpřesnit. Protože na množině míry nula nezáleží, můžeme supremum a infimum nahradit esenciálním supremem a infimem (viz dále, V 14.x.).
Definice 14.x.
Buď dána měřitelná funkce 
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[image: image649.wmf]f

 na množině 
[image: image650.wmf]M

.

Zřejmě platí: 
[image: image651.wmf]);

(

sup

)

(

)

(

inf

x

f

f

A

x

f

M

x

M

M

x

Î

Î

£

£

 (lze zpřesnit)
Věta 14.x.
Buď dána reálná měřitelná nezáporná funkce 
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Poznámka:

Za dané situace lze předchozí nerovnost vyjádřit ve tvaru: 
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Věta 14.x. (důsledek předchozí věty)
Buď dána reálná měřitelná funkce 
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Protože to platí pro každé 
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Je-li funkce na množině nezáporná a integrál přes množinu je nulový, je funkce nulová na množině skoro všude.
Věta 14.x.
Buď dána reálná měřitelná funkce 
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Důkaz:
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Z této věty plyne důsledek: 
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Věta 14.x.
Buď dána reálná měřitelná funkce 
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Věta 14.x.
Buď dána reálná měřitelná funkce 
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Věta 14.x. (Fatouovo lemma)
Buď dána posloupnost reálných měřitelných funkcí 
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Věta 14.x.
Buď dána posloupnost reálných měřitelných funkcí 
[image: image731.wmf]{

}

¥

=

1

n

n

f

 na prostoru s mírou, dále měřitelná množina 
[image: image732.wmf]A

Î

M

. Nechť existuje nezáporná funkce 
[image: image733.wmf])

(

M

g

L

Î

 (tzn. 
[image: image734.wmf]+¥

<

£

ò

M

d

g

m

0

) s vlastností: 
[image: image735.wmf]M

s.v.

n

x

g

x

f

n

v

)

(

)

(

N

Î

"

£

 (Funkce 
[image: image736.wmf])

(

M

g

L

Î

 je integrovatelná majoranta). Pak je též: 
[image: image737.wmf]N

Î

"

Î

n

M

f

n

)

(

L

 a platí následující:

[image: image738.wmf]+¥

<

£

£

£

<

¥

-

ò

ò

ò

ò

¥

®

¥

®

¥

®

¥

®

M

n

n

M

n

n

M

n

n

M

n

n

d

f

d

f

d

f

d

f

m

m

m

m

sup

lim

sup

lim

inf

lim

inf

lim


Důkaz:


[image: image739.wmf];

0

+¥

<

£

£

£

ò

ò

ò

M

M

n

M

n

d

g

d

f

d

f

m

m

m



[image: image740.wmf];

)

(

inf

lim

)

(

inf

lim

0

ò

ò

+

£

+

£

¥

®

¥

®

M

n

n

M

n

n

d

f

g

d

f

g

m

m



[image: image741.wmf];
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Protože 
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Tím jsme dokázali první polovinu tvrzení.

Nyní přejdeme k funkcím 
[image: image744.wmf]n

f

-

, platí: 
[image: image745.wmf]n

n

n

n

f

f

¥

®

¥

®

-

=

-

sup

lim

)

(

inf

lim

, dostáváme:

[image: image746.wmf];

)

(

inf

lim

)

(

inf

lim

ò

ò

ò

-

£

-

£

-

<

¥

-

¥

®

¥

®

M

n

n

M

n

n

M

d

f

d

f

gd

m

m

m

 tj.

[image: image747.wmf];

sup

lim

sup

lim

ò

ò

ò

¥

®

¥

®

-

£

-

£

-

<

¥

-

M

n

n

M

n

n

M

d

f

d

f

gd

m

m

m

 tj.

[image: image748.wmf];

sup

lim

sup

lim

ò

ò

ò

¥

®

¥

®

³

³

>

¥

M

n

n

M

n

n

M

d

f

d

f

gd

m

m

m


Vzhledem k tomu, že vždy platí: 
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Věta 14.x. (Lebesgueova věta)
Buď dána posloupnost reálných měřitelných funkcí 
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Důkaz:

Tato věta je vlastně speciální případ předchozí věty, zde se navíc předpokládá existence limity 
[image: image758.wmf])

(

)

(

lim

x

f

x

f

n

n

=

¥

®

 skoro všude. Tedy platí: 
[image: image759.wmf]M

v

s

x

f

x

f

x

f

n

n

n

n

n

n

v

.

.

)

(

sup

lim

)

(

lim

)

(

inf

lim

¥

®

¥

®

¥

®

=

=

.
Tudíž také: 
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Tedy 
[image: image761.wmf];
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□
Lebesgueova věta říká, že pokud existuje pro posloupnost funkcí integrovatelná majoranta, lze zaměnit limitu a integrál.

Poznámka:
Buď dán prostor s mírou 
[image: image762.wmf])
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 měřitelná množina, 
[image: image764.wmf]g
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 reálné měřitelné funkce na prostoru s mírou. Zřejmě platí následující tvrzení:
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Pro existenci Lebesgueova integrálu nevadí, když funkce třeba není na množině nulové míry definovaná.
Na prostoru měřitelných funkcí můžeme definovat relaci předpisem: 
[image: image766.wmf].
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 Zřejmě je tato relace ekvivalence (viz V 14.x.).
Můžeme utvořit faktor-prostor tříd ekvivalentních funkcí a definovat integrál z „třídy funkcí“. Někdy se pracuje na faktor-prostoru tříd a neuvádí se to explicitně (pokládá se to mlčky za jasné). Prostorem měřitelných funkcí se někdy myslí faktor-prostor.
Poznámka:

Buď 
[image: image767.wmf])

;

;

(

m

A

X

 prostor s mírou.
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[image: image768.wmf];
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Dále platí: 
[image: image769.wmf];
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[image: image770.wmf]);
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Věta 14.x. (o přenosu integrace)
Buď 
[image: image772.wmf])
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kde 
[image: image777.wmf]Q

 je míra na 
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Důkaz:

Nejprve předpokládejme, že funkce 
[image: image781.wmf]f

 je jednoduchá, tj. 
[image: image782.wmf];

1

å

=

=

m

i

A

i

i

f

c

a

 přičemž 
[image: image783.wmf]U

m

i

i

A

1

=

=

R

, sjednocení je disjunktní. Protože 
[image: image784.wmf]j

 je měřitelná funkce, je 
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[image: image787.wmf];

)

(

)

(

)

(

))

(

(

1

1

1

ò

å

å

=

Ç

×

=

Ç

×

=

=

=

-

B

m

i

i

i

m

i

i

i

y

dQ

y

f

B

A

Q

B

A

a

j

m

a


Pro jednoduchou funkci tedy tvrzení platí.
Poznámka:
Věta o přenosu integrace nápadně připomíná větu o substituci (V 8.x.).

Věta 14.x. (Radon-Nikodymova)
Buď 
[image: image788.wmf])
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[image: image789.wmf]m
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Dodatek: Pokud existují 2 funkce 
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Důkaz:
„(“ zřejmé, 
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Existuje posloupnost funkcí 
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(

)

(

)

(

)

(

E

B

E

B

E

B

E

d

g

B

E

n

n

n

n

m

=

Ç

+

-

£

Ç

+

=

ò

-

 tj. 
[image: image831.wmf]A
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Tedy 
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Definice 14.x.

Funkce 
[image: image834.wmf])

;

(

)

;

;

(

:

B

A

R

®

m

j

X

 za situace z předchozí věty se nazývá Radon-Nikodymova derivace míry 
[image: image835.wmf]n
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Poznámka:

Měřitelný prostor můžeme (za dané situace) rozdělit disjunktně na 2 části:
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Pak platí: 
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Zřejmě 
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Míra 
[image: image844.wmf]n

 je tedy soustředěna na množině 
[image: image845.wmf]K
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Předpokládáme stále, že funkce 
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 je nezáporná a měřitelná.
Věta 14.x.
Buď 
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Důkaz:

Nejprve předpokládejme, že funkce 
[image: image855.wmf]f

 je jednoduchá, tj. 
[image: image856.wmf];
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[image: image859.wmf];
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Pro jednoduchou funkci tedy tvrzení platí.

Tvrzení věty lze formálně vyjádřit takto: 
[image: image860.wmf];
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Věta 14.x.
Buď 
[image: image861.wmf])
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Důkaz:
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Příklad 14.x.
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Poznámka:

Věty 14.x. a 14.x. lze dokázat též jiným způsobem a najednou (koncepce von Neumanna). Zopakujeme je.
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Věta 14.x.
Distribuční funkce míry z předchozí definice má následující vlastnosti:
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2) Buďte dány 2 monotónní posloupnosti reálných čísel: 
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tj. distribuční funkce 
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Poznamenejme, že takto definovaná distribuční funkce nemusí být obecně spojitá zleva. Buď 
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(Sjednocení nekonečně mnoha uzavřených množin nemusí být uzavřená množina.)
Kdybychom definovali distribuční funkci předpisem: 
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(Průnik nekonečně mnoha otevřených množin nemusí být otevřená množina.)

Distribuční funkce má body nespojitosti pouze skoky, těch je nejvýše spočetně mnoho. Monotónní funkce má body nespojitosti pouze skoky (viz dále).

Nechť má distribuční funkce v bodě 
[image: image992.wmf]R
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Také se někdy říká, že bod 
[image: image994.wmf]R
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Existuje vzájemně jednoznačná korespondence mezi konečnými mírami na 
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[image: image996.wmf])
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Věta 14.x.
Buď dán prostor s mírou 
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Derivace distribuční funkce je rovna Radon-Nikodymově derivaci skoro všude vzhledem k Lebesgueově míře.
Důkaz:

Platí toto: 
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 Vzhledem k tomu, že distribuční funkce 
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 skoro všude derivaci, neboť je neklesající (viz dále, V 18.x, trochu jsme předběhli).
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Tím jsme dostali rovnost: 
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Poznamenejme, že také platí:
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(limita existuje skoro všude vzhledem k Lebesgueově míře)
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Intervaly typu 
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□
Z této věty je patrná souvislost Radon-Nikodymovy derivace a klasické derivace funkce.
Poznámka:
Existuje množina 
[image: image1024.wmf]R
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 (dvě reálná čísla jsou v relaci právě tehdy, když jejich rozdíl je číslo racionální) Takto definovaná relace je ekvivalence na množině 
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 (ověřte). Tříd ekvivalence je nespočetně mnoho, v každé třídě je spočetně mnoho čísel (tolik, kolik je racionálních čísel). Nyní z každé třídy ekvivalence vybereme po jednom prvku (axiom výběru) a z nich utvoříme množinu 
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Dá se ukázat, že takto sestrojená množina není Lebesgueovsky měřitelná (viz Jarník). Je ovšem obtížné si ji představit. Při početní praxi na neměřitelnou množinu nenarazíme.
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, jde o spočetné disjunktní sjednocení (ověřte).
Lebesgueův integrál je obecnější než Riemannův integrál (kap 8). Pokud existuje Riemannův integrál, tak také existuje Lebesgueův integrál a integrály mají stejnou hodnotu.
Věta 14.x.
Nechť je funkce 
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 definovaná na intervalu 
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Důkaz:

Předpokládejme, že funkce je nezáporná, tj. 
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Funkce definovaná předpisem: 
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Zřejmě je posloupnost 
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Také dle předpokladu: 
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Pokud by funkce byla nekladná, přejdeme k funkci 
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□
Příklad 14.x.
Bylo ukázáno, že Riemannův integrál z Dirichletovy funkce přes interval 
[image: image1064.wmf]ñ

á

b

a

;

 neexistuje. Lebesgueův integrál existuje a má hodnotu 0, neboť množina racionálních čísel je spočetná, tudíž má Lebesgueovu míru 0.

Lebesgueův integrál je tedy obecnější než Riemannův.

Definice 14.x.
Buď dána reálná měřitelná funkce 
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Pak esenciální supremum a infimum funkce 
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 na množině 
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Platí toto:
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Věta 14.x.
Esenciální supremum a infimum lze ekvivalentně definovat takto:
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Důkaz:

Nechť např. 
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Zřejmě platí: 
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Z definice esenciálního suprema plyne, že 
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což platí pro každé 
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Nechť např. 
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Zřejmě platí: 
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Z definice esenciálního infima plyne, že 
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Zřejmě 
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□
Následující věta pojednává o zpřesnění odhadu integrálu.

Věta 14.x.
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Důkaz:

Již víme, že platí: 
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Zřejmě platí: 
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Protože to platí pro každé 
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Poznámka:
Stále předpokládáme, že 
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Dále pojednáme o součinové míře.

Definice 14.x.

Buďte 
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 Na měřitelných „obdélnících“ je míra definovaná předpisem uvedeným výše, na ostatní množiny systému se přirozeným způsobem rozšíří.
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Sjednocení na pravé straně jsou disjunktní.
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Poznámka:

Případ, že prostory jsou totožné, není vyloučen. Můžeme tudíž přirozeným způsobem definovat dvojrozměrnou míru na kartézské mocnině prostoru: 
[image: image1160.wmf]2
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 (viz obsah obdélníka a čtverce)
Dále můžeme přirozeným způsobem definovat 
[image: image1164.wmf]-

n

rozměrnou míru na kartézské mocnině 
[image: image1165.wmf]n
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. Podobně definujeme 
[image: image1166.wmf]-
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rozměrnou Lebesgueovu míru na prostoru 
[image: image1167.wmf]n
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, což je zobecněním „objemu“ (viz dále).
Definice 14.x.

Buď dán součinový prostor: 
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Průmět množiny 
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(náčrtek)
Zřejmě platí: 
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Dále platí: 
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 přičemž sjednocení je disjunktní, ale může jít i o sjednocení nekonečně mnoha množin.

Dá se dokázat, že řezy i průměty měřitelných množin jsou měřitelné množiny, tj.
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Poznámka:
Buď 
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Definice 14.x.

Nechť 
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 je měřitelná funkce na součinovém prostoru,
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Věta 14.x.
Za dané situace a za předpokladu 
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Poznámka:

Tvrzení předchozí věty lze také vyjádřit takto:
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Poznámka:

Je-li 
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Zde se jedná o integrál konstantní funkce.

Poznámka:

Míry můžeme vyjádřit také pomocí indikátoru množiny takto:
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Pak vzorce přejdou na tvar:
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Věta 14.x. (Fubiniho)
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Důkaz:

Nejprve předpokládejme, že funkce 
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 je jednoduchá funkce, navíc vzor každého čísla je měřitelný obdélník, tj. 
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Položme ještě: 
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Obdrželi jsme:
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 což je vlastně tvrzení věty.

Je-li funkce 
[image: image1256.wmf]f

 jednoduchá, tvrzení platí.

Poznámka:

Integrál na levé straně je tzv. dvojný integrál, integrály na pravé straně jsou tzv. dvojnásobné integrály. Výpočet dvojného integrálu lze převést na sled dvou jednoduchých integrálů.

Uvedeme ještě jinou verzi Fubiniho věty.

Věta 14.x. (Fubiniho)
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pokud dvojný integrál na levé straně existuje.

Poznámka:
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Poznámka:
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Důkaz:

Nejprve předpokládejme, že funkce 
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Věta 14.x. (o transformaci Lebesgueovy míry)
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Poznámka:

Pokud není matice lineárního zobrazení (homomorfismu) regulární, je její determinant roven nule. Pak obraz množiny je v prostoru nižší dimenze, tam mají všechny množiny 
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rozměrnou míru rovnou nule.
Příklad 14.x.
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Příklad 14.x.
Buď dán prostor s mírou 
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(viz též příklad 6.x.)
Definice 14.x.

Buď dán prostor s mírou 
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Je-li však míra úplná, je každá podmnožina nulové míry měřitelná (má též míru 0). Část „zanedbatelné“ množiny je „zanedbatelná“.
V následující větě ukážeme, že každou míru lze „zúplnit“ vhodným rozšířením 
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Věta 14.x.
Buď dán prostor s mírou 
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 přičemž sjednocení je disjunktní. Vzhledem k předchozímu dostáváme: 
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Máme tedy: 
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Tedy platí trojúhelníková nerovnost a funkce 
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 je vskutku metrika na množině měr.
Tvrzení:
Buď dán prostor s mírou 
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Důkaz:
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Î

A

, pak platí:

[image: image1414.wmf];

)

(

)

(

)

(

2

1

2

1

2

1

2

1

ò

ò

ò

ò

ò

-

£

-

£

-

=

-

=

-

X

A

A

A

A

d

f

f

d

f

f

d

f

f

d

f

d

f

A

Q

A

P

m

m

m

m

m


tedy také: 
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Uvažujme nyní prostor s mírou 
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V topologickém prostoru též můžeme nazvat (-algebru 
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Pak definujeme vnější míru libovolné množiny 
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Vnější míra je definovaná pro všechny množiny (i neměřitelné). Pro ni také platí: 
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Rovnost obecně nemusí nastat ani v případě, že množiny jsou disjunktní, tj. 
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To je nevýhoda vnější míry. Platí: 
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Také můžeme definovat rozsáhlejší (-algebru 
[image: image1430.wmf]M
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Názorně řečeno: Množina 
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Definici Lebesgueovsky měřitelné množiny lze vyjádřit ekvivalentně takto:
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Za dané situace platí následující tvrzení:
Aby množina 
[image: image1444.wmf]X
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2) Existuje množina 
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Míra je regulární zevně, platí-li pro každou Borelovskou množinu 
[image: image1451.wmf]B

Î

B

 toto:

[image: image1452.wmf]{

}

;

ot.

)

(

inf

)

(

G

B

G

G

B

Ù

É

=

m

m


Míra je regulární zevnitř, platí-li pro každou Borelovskou množinu 
[image: image1453.wmf]B
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Za dané situace platí tato tvrzení:

1) Pro každou Borelovskou množinu 
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2) Pro každou Borelovskou množinu 
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Je-li na prostoru s mírou definovaná posloupnost měřitelných funkcí 
[image: image1466.wmf]{
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Definice 14.x.

Buď dána posloupnost měřitelných funkcí 
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}

¥

=

1

)

(

n

n

x

f

 na prostoru s mírou.
Posloupnost konverguje skoro všude k funkci 
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Posloupnost konverguje podle míry k funkci 
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V následující větě ukážeme, že z konvergence skoro všude plyne konvergence podle míry. Naopak to ovšem nemusí platit.
Věta 14.x.
Nechť je dána posloupnost měřitelných funkcí 
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Důkaz:

Limita posloupnosti měřitelných funkcí je měřitelná. Předpokládáme tedy, že 
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Zvolme 
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Zřejmě platí: 
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Zvolme 
[image: image1488.wmf]N

X

x

-

Î

0

, tedy: 
[image: image1489.wmf]);

(

)

(

lim

0

0

x

f

x

f

n

n

=

¥

®

 tj. k danému 
[image: image1490.wmf]0

>

e

 existuje 
[image: image1491.wmf]N

Î

0

n

 tak, že platí: 
[image: image1492.wmf]e

<

-

Þ

³

)

(

)

(

0

0

0

x

f

x

f

n

k

k

. To znamená, že pro 
[image: image1493.wmf]0

n

k

³

 platí: 
[image: image1494.wmf])

(

0

e

k

M

x

Ï

, tím spíše 
[image: image1495.wmf])

(

0

0

e

n

S

x

Ï

, tím spíše 
[image: image1496.wmf])

(

0

e

M

x

Ï

. Máme tedy: 
[image: image1497.wmf]0

)

(

0

0

>

"

Ï

Þ

Ï

e

e

M

x

N

x

, tj. 
[image: image1498.wmf]0

)

(

>

"

Ì

e

e

N

M

, tedy také: 
[image: image1499.wmf]0

))

(

(

0

)

(

))

(

(

0

=

Þ

=

£

£

e

m

m

e

m

M

N

M

.

[image: image1500.wmf]0

0

))

(

(

))

(

(

>

"

=

®

e

e

m

e

m

M

S

n

.

[image: image1501.wmf]{
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Tedy posloupnost funkcí konverguje též podle míry.
□
Z konvergence podle míry neplyne konvergence skoro všude, ale platí aspoň toto: Existuje vybraná posloupnost, která konverguje skoro všude.

Věta 14.x.
Buď dána reálná měřitelná funkce 
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Následující věta říká, že měřitelné funkce se „málo“ liší od spojitých funkcí.
Věta 14.x. (Luzinova věta)
Buď dána reálná funkce 
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(viz Jarník V., Integrální počet II)

Věta 14.x. (Jegorovova věta)
Buď dán měřitelný prostor s topologií (viz označení výše), 
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Dle věty 14.x. je: 
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Tedy máme toto: 
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Poznámka:

Předchozí definice lze též říct takto:
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Názorně řečeno: Kladná množina vzhledem k náboji má kladný náboj a neobsahuje v sobě podmnožinu se záporným nábojem.
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Názorně řečeno: Záporná množina vzhledem k náboji má záporný náboj a neobsahuje v sobě podmnožinu s kladným nábojem.
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Názorně řečeno: Nulová množina vzhledem k náboji má nulový náboj a všechny její podmnožiny mají též nulový náboj.

Poznámka:

Pokud platí: 
[image: image1616.wmf]0

)

(

=

A

j

, je množina „neutrální“. Neutrální množina nemusí být nulová vzhledem k náboji. Jistá její část může mít kladný náboj, jistá část záporný náboj. Nulová množina vzhledem k náboji má nulový náboj (je neutrální), ale naopak to nemusí platit.
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Věta 14.x. (Hahnův rozklad)
Buď dán 
[image: image1632.wmf])

;

;

(

j

A

X

 prostor s nábojem. Pak existují měřitelné množiny 
[image: image1633.wmf]A

Î

-

+

X

X

,

 s vlastnostmi: 
[image: image1634.wmf];

;

Æ

=

Ç

È

=

-

+

-

+

X

X

X

X

X

 a množina 
[image: image1635.wmf]+

X

 je kladná vzhledem k náboji, množina 
[image: image1636.wmf]-

X

 je záporná vzhledem k náboji.
Důkaz:

Položme: 
[image: image1637.wmf]{

}

{

}

;

)

(

inf

;

)

(

sup

A

A

Î

=

Î

=

A

A

s

A

A

S

j

j

 Zřejmě je: 
[image: image1638.wmf]S

s

£

£

0

. Předpokládejme, že existují množiny 
[image: image1639.wmf]A

Î

-

+

M

M

,

, pro které platí: 
[image: image1640.wmf];

)

(

;

)

(

s

M

S

M

=

=

-

+

j

j


Pro každou podmnožinu 
[image: image1641.wmf]+

Ì

Î

M

B

B

,

A

 platí: 
[image: image1642.wmf]0

)

(

³

B

j

. Jinak by bylo: 
[image: image1643.wmf],

)

(

)

(

S

M

B

M

=

>

-

+

+

j

j

 (V 14.x.), což je spor s volbou čísla 
[image: image1644.wmf]S

.
Pro každou podmnožinu 
[image: image1645.wmf]-

Ì

Î

M

B

B

,

A

 platí: 
[image: image1646.wmf]0

)

(

£

B

j

. Jinak by bylo: 
[image: image1647.wmf],

)

(

)

(

s

M

B

M

=

<

-

-

-

j

j

 (V 14.x.), což je spor s volbou čísla 
[image: image1648.wmf]s

.
Buď nyní 
[image: image1649.wmf];

,

-

+

Ç

Ì

Î

M

M

D

D

A



[image: image1650.wmf];

0

)

(

;

0

)

(

;

0

)

(

=

Þ

þ

ý

ü

£

Þ

Ì

Þ

Ç

Ì

³

Þ

Ì

Þ

Ç

Ì

-

-

+

+

-

+

D

D

M

D

M

M

D

D

M

D

M

M

D

j

j

j


Množina 
[image: image1651.wmf]-

+

Ç

M

M

 je tedy nulová vzhledem k náboji, tedy též 
[image: image1652.wmf];

0

)

(

=

Ç

-

+

M

M

j


Buď nyní 
[image: image1653.wmf];

)

(

)

(

)

(

,

c

c

c

M

M

M

M

E

E

-

+

-

+

Ç

=

È

Ì

Î

A


tj. 
[image: image1654.wmf];

Æ

=

Ç

Ù

Æ

=

Ç

-

+

M

E

M

E


Nechť 
[image: image1655.wmf]0

)

(

>

E

j

, pak 
[image: image1656.wmf]);

(

)

(

)

(

)

(

+

+

+

>

+

=

È

M

E

M

E

M

j

j

j

j

 spor s volbou čísla 
[image: image1657.wmf]S

.
Nechť 
[image: image1658.wmf]0

)

(

<

E

j

, pak 
[image: image1659.wmf]);

(

)

(

)

(

)

(

-

-

-

<

+

=

È

M

E

M

E

M

j

j

j

j

 spor s volbou čísla 
[image: image1660.wmf]s

.

Tedy 
[image: image1661.wmf]0

)

(

=

E

j

 a množina 
[image: image1662.wmf])

(

)

(

-

+

-

+

È

-

=

È

M

M

X

M

M

c
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Náboj je tedy soustředěn na množině:
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Množiny 
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 mají požadované vlastnosti.

Pokud existují množiny, jejichž náboj nabývá suprema a infima, tvrzení platí.
Pokud takové množiny neexistují, pak pro libovolné 
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 s vlastností: 
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 (plyne z definice suprema a infima). Platí následující tvrzení:
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Protože 
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 lze volit libovolně malé, dosáhneme toho, že náboj bude soustředěn na množině 
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 (viz dříve).

□
Hahnův rozklad není určen zcela jednoznačně, je tam jistá libovůle v rozkladu nulové množiny.
Z důkazu věty je patrné, že platí: 
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 míra. Každou měřitelnou množinu můžeme rozložit na kladnou a zápornou část. Hahnův rozklad nám umožňuje definovat následující.
Definice 14.x.
Definujme na prostoru s nábojem 
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 množinové funkce následovně:
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Funkce 
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 je kladná část náboje, funkce 
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 je záporná část náboje, dále funkce 
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 je absolutní velikost náboje.
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 přičemž sjednocení je disjunktní. Pak dostáváme: 
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Zřejmě jsou množinové funkce 
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 míry (ověřte).
Míra 
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 je soustředěna na množině 
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 je soustředěna na množině 
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Poznámka:
Buď dán 
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 měřitelná funkce (ne nutně nezáporná). Pak množinová funkce 
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Pak stačí položit:
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Množiny jsou měřitelné, protože předpokládáme měřitelnost funkce. Zřejmě 
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Také u náboje můžeme definovat absolutní spojitost vzhledem k míře.
Poznámka:

V prostoru s nábojem není 
[image: image1704.wmf]+

+

))

(

(

a

)

(

A

A

j

j

 obecně totéž.
V prostoru s nábojem není 
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V prostoru s nábojem není 
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tj. 
[image: image1709.wmf];

)

(

)

(

A

Î

"

£

A

A

A

j

j

 (nemusí platit rovnost)

Poznámka:

Absolutní velikost náboje lze definovat také takto:
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kde supremum bereme přes všechny disjunktní měřitelné rozklady množiny 
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Poznámka:

Také lze definovat komplexní míru, kdy přiřadíme množině komplexní číslo. Zde požadujeme konečnost míry, tj. 
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. Podobným způsobem jako v předchozí poznámce lze definovat míru 
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