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XIII. Bodová a stejnoměrná konvergence

Nyní se budeme zabývat posloupnostmi reálných funkcí reálné proměnné. Budeme zkoumat bodovou a stejnoměrnou konvergenci posloupnosti funkcí.
Definice 13.1.

Posloupnost funkcí (reálných reálné proměnné) je zobrazení množiny přirozených čísel do množiny reálných funkcí reálné proměnné definovaných na intervalu 
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Posloupnost funkcí: 
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(viz def. 2.1.).

Poznámka:

Platí toto: 
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Na posloupnost funkcí je tedy možný dvojí pohled:

· Každému 
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Definice 13.2.

Buď dána posloupnost funkcí 
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Definici 13.2. lze říci také takto: 
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Bodová konvergence se značí také takto: 
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Ze stejnoměrné konvergence plyne bodová konvergence, ale ne naopak.

Definice 13.3

Buď dána posloupnost funkcí 
[image: image35.wmf]{

}

¥

=

1

)

(

n

n

x

f

 definovaných na intervalu 
[image: image36.wmf]R

Ì

I

, dále buď dána funkce 
[image: image37.wmf])

(

x

f

 definovaná na intervalu 
[image: image38.wmf]R

Ì

I

. Posloupnost funkcí 
[image: image39.wmf]{

}

¥

=

1

n

n

f

 konverguje na intervalu 
[image: image40.wmf]I

 k funkci 
[image: image41.wmf])

(

x

f

 stejnoměrně, jestliže platí:


[image: image42.wmf]e

e

<

-

Þ

³

Î

"

Î

"

Î

$

>

"

)

(

)

(

:

0

0

0

x

f

x

f

n

n

n

I

x

n

n

N

N


Stejnoměrná konvergence se značí také takto: 
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Definice 13.4

Buď dána posloupnost funkcí 
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Pro každý bod existuje okolí, ve kterém posloupnost funkcí konverguje stejnoměrně.

Poznámka:

Také lze zformulovat Bolzano-Cauchyovu podmínku pro bodovou a stejnoměrnou konvergenci posloupnosti funkcí na intervalu 
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Věta 13.1.

Buď dána posloupnost funkcí 
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Není-li konvergence stejnoměrná, nemusí být limitní funkce spojitá, i když jsou všechny funkce 
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 spojité (viz následující příklady). Větu 13.1. lze také použít k vyvrácení stejnoměrné konvergence.

Věta 13.2.
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Věta 13.2a.
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Větu 13.2. lze ještě „zesílit“, není třeba předpokládat existenci limity 
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Věta 13.2b.
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Dle Bolzano-Cauchyovy podmínky plyne existence vlastní limity posloupnosti 
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Věta 13.2b. je o záměně limitních přechodů, lze to též zapsat takto:
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Stačí předpokládat existenci vnitřních limit a stejnoměrnou konvergenci posloupnosti funkcí. Věta již zaručí existenci vnějších limit a jejich rovnost.

Poznámka:

Věta o záměně limitních přechodů je též známa jako Moore-Osgodova věta.

Poznámka:

Podmínku stejnoměrné konvergence na intervalu 
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Pomocí tohoto tvrzení se prakticky zjišťuje stejnoměrná konvergence posloupnosti funkcí. Abychom zjistili supremum, je třeba najít intervaly ryzí monotonie, což se dělá užitím derivace (viz kapitola 5, průběhy funkcí).

Geometricky je to názorné. Posloupnost funkcí konverguje stejnoměrně na jistém intervalu, jestliže jakýkoli pás kolem limitní funkce obsahuje grafy skoro všech funkcí na jistém intervalu.
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Konvergence není stejnoměrná v celém 
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Tento příklad nám potvrzuje, že věta 13.1. se nedá obrátit. Posloupnost spojitých funkcí konverguje ke spojité funkci, přesto není konvergence stejnoměrná.
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Příklady 13.3, 13.4, 13.x, ukazují, že věta 13.1. se nedá obrátit. Všechny funkce 
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Konvergence je tedy stejnoměrná v celém 
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Konvergence tedy není stejnoměrná v celém 
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Konvergence je tedy stejnoměrná v intervalech 
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Tento příklad nám opět potvrzuje, že věta 13.1. se nedá obrátit.
Příklad 13.6.

a) Zjistěme stejnoměrnou konvergenci posloupnosti funkcí 
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b) Zjistěme stejnoměrnou konvergenci posloupnosti funkcí 
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V obou případech platí:
Protože limitní funkce 
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Příklad 13.x.

Zjistěme stejnoměrnou konvergenci posloupnosti funkcí 
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Protože limitní funkce 
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Zjistěme stejnoměrnou konvergenci posloupnosti funkcí 
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Konvergence je stejnoměrná na libovolném intervalu tvaru: 
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Konvergence je stejnoměrná na libovolném intervalu tvaru: 
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Definice „bodové divergence“ a „stejnoměrné divergence“ k 
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Příklad 13.x.

Zjistěme stejnoměrnou konvergenci posloupnosti funkcí 
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Konvergence je stejnoměrná v intervalech 
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Konvergence je stejnoměrná v celém 
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 (viz Diniho věta).

Pojem bodové a stejnoměrné konvergence posloupnosti funkcí lze zobecnit. Stačí předpokládat, že jde o posloupnost zobrazení libovolné množiny do metrického prostoru.

Definice 13.x.
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Posloupnost funkcí 
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Věta 13.x. (Diniho)
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Důkaz:
Provedeme sporem, předpokládejme, že jsou splněny předpoklady a tvrzení neplatí.
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Z monotonie posloupnosti 
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Připomeňme si, že 
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Vraťme se ještě k příkladu 13.2a., kde 
[image: image529.wmf]2

)

(

nx

n

e

x

f

-

=

 a pro limitní funkci platí: 
[image: image530.wmf];

0

pro

0

)

(

;

1

)

0

(

¹

=

=

x

x

f

f


Všechny funkce jsou spojité v 
[image: image531.wmf]+¥ñ

á-¥

=

;

*

R

, limitní funkce je spojitá v intervalu 
[image: image532.wmf]¥ñ

+

;

0

(

, ale to není kompaktní prostor. Interval 
[image: image533.wmf]¥ñ

+

á

;

0

 je kompaktní prostor, ale tam zase není limitní funkce spojitá. Interval 
[image: image534.wmf]0

;

>

¥ñ

+

á

d

d

 je kompaktní prostor, tam je limitní funkce spojitá, posloupnost 
[image: image535.wmf]{

}

¥

=

-

1

2

n

nx

e

 je pro každé 
[image: image536.wmf]0

,

¹

Î

x

x

R

 klesající. Tedy podle Diniho věty je konvergence stejnoměrná v libovolném intervalu 
[image: image537.wmf]0

;

>

+¥ñ

á

d

d

. Podobně je konvergence stejnoměrná v libovolném intervalu 
[image: image538.wmf]0

;

>

ñ

-

á-¥

d

d

.
Definice 13.x.

Buď dána posloupnost funkcí 
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Posloupnost funkcí je bodově omezená na 
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Posloupnost funkcí je stejnoměrně omezená na 
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, jestliže platí:
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Je-li posloupnost funkcí bodově omezená, znamená to, že pro každé 
[image: image545.wmf]I

x

Î

 je číselná posloupnost 
[image: image546.wmf]{

}

¥

=

1

)

(

n

n

x

f

 omezená.
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Také je důležitá otázka, kdy můžeme prohodit integrál a limitní přechod. Následující věta nám dává odpověď.
Věta 13.x.
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Tato věta nám říká, kdy lze provést limitní přechod za znamením integrálu. Uvádí se také v tomto tvaru: 
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Podmínku 
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□
Poznámka:
Předpokládali jsme, že interval je omezený, tj. jeho délka je konečná. Věta nemusí platit pro neomezený interval, což ukážeme.
Věta 13.x.
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Ze stejnoměrné konvergence 
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Zvolme nyní 
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Zvolme nyní 
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Následující příklad nám ukáže, že v případě nestejnoměrné konvergence nemusí rovnost platit.
Příklad 13.x.
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Neplatí rovnost, neboť konvergence není v žádném 
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Platí rovnost, neboť konvergence je v intervalu 
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V integrálech byla použita substituce: 
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Příklad 13.x.
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Příklad 13.x.

Uvažujme posloupnost funkcí definovaných následovně:
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Příklad 13.x.

Uvažujme posloupnost funkcí definovaných následovně:
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Tyto příklady ukazují, že na neomezeném intervalu nemusí rovnost platit, i když je konvergence stejnoměrná.

Následující příklad ukáže, že někdy i v případě nestejnoměrné konvergence může rovnost platit.

Příklad 13.x.
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Příklad 13.x.

Uvažujme posloupnost funkcí 
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(předběhli jsme, viz kap. 17, funkce Gama)
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Zde lze zaměnit limitu a integrál, ačkoli není konvergence stejnoměrná.
Příklad 13.x.
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Příklad 13.x.
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Důsledkem předchozí věty je následující věta.
Věta 13.x.
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Poznámka:
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Příklad 13.x.
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Názorný příklad, že posloupnost nespojitých funkcí může stejnoměrně konvergovat ke spojité funkci.
Příklad 13.x.

Uvažujme posloupnosti funkcí: 
[image: image692.wmf]î

í

ì

+¥

Î

ñ

á

Î

=

);

;

(

;

0

;

;

0

;

)

(

1

1

n

n

n

x

x

n

x

f

 
[image: image693.wmf]î

í

ì

+¥

Î

ñ

á

Î

=

);

;

(

;

0

;

;

0

;

)

(

1

1

n

n

n

x

x

C

x

g


kde 
[image: image694.wmf]0

>

C

. Nechť 
[image: image695.wmf]);

(

)

(

lim

);

(

)

(

lim

x

g

x

g

x

f

x

f

n

n

n

n

=

=

¥

®

¥

®


kde 
[image: image696.wmf]î

í

ì

=

¥

+

>

=

;

0

;

;

0

;

0

)

(

x

x

x

f

 
[image: image697.wmf]î

í

ì

=

>

=

;

0

;

;

0

;

0

)

(

x

C

x

x

g


Konvergence je stejnoměrná na libovolném intervalu tvaru: 
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Poznámka:
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Definice 13.x.
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Zjistit stejnoměrnou konvergenci řady funkcí není jednoduché, neboť součet řady ve většině případů určit neumíme. Někdy nám pomůže následující kriterium (Weierstrassovo).

Věta 13.x. (srovnávací kriterium)
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Jde o zbytek konvergentní řady.
Tedy i 
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Má-li řada funkcí konvergentní majorantu nezávislou na 
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, je stejnoměrně konvergentní. Věta 13.x. je speciální případ obecnější věty.

Věta 13.x. (srovnávací kriterium)
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Příklad 13.x.

Zjistěme stejnoměrnou konvergenci následující řady:
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Příklad 13.x.

Zjistěme stejnoměrnou konvergenci následujících řad:
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Limitní funkce 
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Zřejmě platí: 
[image: image790.wmf];

0

)

(

lim

)

(

lim

;

0

)

(

lim

)

(

lim

=

=

=

=

-¥

®

+¥

®

-¥

®

+¥

®

x

g

x

g

x

f

x

f

k

x

k

x

k

x

k

x

 (viz Př. 6.x.)


[image: image791.wmf](

)

;

1

sgn

)

(

x

k

e

x

e

x

k

e

x

f

x

k

x

k

x

k

k

-

=

×

-

=

¢

-

-

-



[image: image792.wmf];

1

1

0

)

(

k

x

k

x

x

f

k

-

=

Ú

=

Û

=

¢



[image: image793.wmf];

0

)

(

)

1

;

1

(

;

0

)

(

)

;

1

(

)

1

;

(

>

¢

Þ

-

Î

<

¢

Þ

+¥

È

-

-¥

Î

x

f

k

k

x

x

f

k

k

x

k

k


Funkce 
[image: image794.wmf])

(

x

f

k

 je rostoucí v intervalu 
[image: image795.wmf])

1

;

1

(

k

k

-

, klesající v intervalech 
[image: image796.wmf])

;

1

(

),

1

;

(

+¥

-

-¥

k

k

.


[image: image797.wmf];

1

1

)

1

(

1

ke

e

k

k

f

k

-

=

-

=

-

-

 lokální minimum.


[image: image798.wmf];

1

1

)

1

(

1

ke

e

k

k

f

k

=

=

-

 lokální maximum.

Platí tedy: 
[image: image799.wmf];

1

)

(

ke

x

f

k

£

 ale řada 
[image: image800.wmf]å

¥

=

1

1

k

k

 je divergentní (Př. 9.x.). Zvolme tedy 
[image: image801.wmf]0

>

d

, pak existuje 
[image: image802.wmf]N

Î

0

k

 takové, že platí: 
[image: image803.wmf]d

d

<

>

0

0

1

tj.

1

k

k

. Je-li 
[image: image804.wmf]d

1

0

>

>

k

k

, je funkce 
[image: image805.wmf])

(

x

f

k

 klesající v intervalech 
[image: image806.wmf])

;

(

),

;

(

+¥

-

-¥

d

d

, tj. platí: 
[image: image807.wmf]d

d

k

k

e

x

f

-

£

)

(

 v intervalech 
[image: image808.wmf])

;

(

),

;

(

+¥

-

-¥

d

d

 pro 
[image: image809.wmf]d

1

0

>

>

k

k

. Řada 
[image: image810.wmf]å

¥

+

=

-

1

0

k

k

k

e

d

d

 je konvergentní.

Platí tedy: 
[image: image811.wmf];

1

1

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

1

1

1

1

0

0

0

0

å

å

å

å

å

å

¥

+

=

-

=

¥

+

=

=

¥

=

¥

=

+

×

£

+

=

£

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

e

k

e

x

f

x

f

x

f

x

f

d

d


Dle srovnávacího kriteria tedy první řada 
[image: image812.wmf]å

¥

=

1

)

(

k

k

x

f

 konverguje stejnoměrně v intervalech 
[image: image813.wmf]0

)

;

,

;

(

>

+¥

á

ñ

-

-¥

d

d

d

. Konvergence není stejnoměrná v žádném 
[image: image814.wmf])

0

(

d

U

.

Lze to říci též takto: Konvergence řady 
[image: image815.wmf]å

¥

=

1

)

(

k

k

x

f

 je stejnoměrná na libovolném intervalu 
[image: image816.wmf]R

Ì

I

, pro který platí: 
[image: image817.wmf]I

cl

Ï

0

 tj. 0 není obsažena v uzávěru intervalu 
[image: image818.wmf]I

 (viz kap. 11).


[image: image819.wmf](

)

;

2

sgn

2

)

(

2

x

k

xe

x

e

kx

xe

x

g

x

k

x

k

x

k

k

-

=

×

-

=

¢

-

-

-



[image: image820.wmf];

0

2

2

0

)

(

=

Ú

-

=

Ú

=

Û

=

¢

x

k

x

k

x

x

g

k



[image: image821.wmf];

0

)

(

)

2

;

0

(

)

2

;

(

;

0

)

(

)

;

2

(

)

0

;

2

(

>

¢

Þ

È

-

-¥

Î

<

¢

Þ

+¥

È

-

Î

x

g

k

k

x

x

g

k

k

x

k

k



[image: image822.wmf];

4

4

)

2

(

)

2

(

2

2

2

2

e

k

e

k

k

g

k

g

k

k

=

=

=

-

-

 lokální maximum.


[image: image823.wmf];

0

)

0

(

=

k

g

 lokální minimum.

Platí tedy: 
[image: image824.wmf];

4

)

(

2

2

e

k

x

g

k

£

 řada 
[image: image825.wmf]å

¥

=

1

2

1

k

k

 je konvergentní (Př. 9.x.).

Dle srovnávacího kriteria tedy druhá řada 
[image: image826.wmf]å

¥

=

1

)

(

k

k

x

g

 konverguje stejnoměrně v celém 
[image: image827.wmf]R

.

Poznámka:

Příklad šlo též řešit pomocí Diniho věty. Platí:

[image: image828.wmf];

0

pro

0

)

(

;

0

pro

0

)

(

;

0

pro

0

)

(

2

¹

>

=

<

<

=

>

>

=

-

-

-

x

e

x

x

g

x

e

x

x

f

x

e

x

x

f

x

k

k

x

k

k

x

k

k


Posloupnost částečných součtů řad je tedy monotónní 
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Příklad 13.x.
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Derivace nabývá nulové hodnoty v bodech: 
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Derivace nabývá nulové hodnoty v bodech 
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Závěr: Obě řady konvergují stejnoměrně v celém 
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Zjistěme stejnoměrnou konvergenci následující řady:
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Napřed provedeme odhady, pak použijeme srovnávací kriterium. Platí:
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Dostali jsme odhad: 
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Konverguje-li řada (z příkladu 13.x.) stejnoměrně, konverguje stejnoměrně i tato řada. Pro 
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Příklad 13.x.

Zjistěme stejnoměrnou konvergenci následující řady:
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Zjistěme stejnoměrnou konvergenci následující řady:
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Napřed provedeme odhady, pak použijeme srovnávací kriterium. Platí: 
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Jde o součet geometrické řady s kvocientem 
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Z věty 13.x. plyne, že na libovolném intervalu 
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Příklad 13.x.

Zjistěme stejnoměrnou konvergenci následující řady:
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Platí nerovnosti: 
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Uvažujme omezený interval 
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řada 
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Ze srovnávacího kriteria plyne, že konvergence řady je stejnoměrná na libovolném omezeném intervalu 
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Příklad 13.x.

Zjistěme stejnoměrnou konvergenci řady: 
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Je to geometrická řada s kvocientem 
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Součet řady není v 0 spojitý, tudíž konvergence není stejnoměrná v žádném 
[image: image1000.wmf])

0

(

U

.
Zvolme 
[image: image1001.wmf]0

>

d

, pak platí: 
[image: image1002.wmf]k

k

x

x

x

)

1

(

1

)

1

(

1

1

1

1

1

d

d

d

+

<

+

Þ

+

<

+

Þ

>


Je-li 
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Dle srovnávacího kriteria řada konverguje stejnoměrně na libovolném omezeném intervalu 
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Dále platí: 
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Dle srovnávacího kriteria řada konverguje stejnoměrně dokonce i na neomezeném intervalu tvaru: 
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Příklad 13.x.

Zjistěme stejnoměrnou konvergenci řady: 
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Je to geometrická řada, určíme její součet.


[image: image1011.wmf];
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Protože součet není spojitý v 0, konvergence není stejnoměrná v žádném 
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Konvergence je stejnoměrná na libovolném intervalu tvaru: 
[image: image1014.wmf];
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Příklad 13.x.

Zjistěme stejnoměrnou konvergenci následující řady:
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Platí nerovnosti:
[image: image1016.wmf];
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Uvažujme omezený interval 
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[image: image1019.wmf];
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Dle srovnávacího kriteria řada konverguje stejnoměrně na libovolném omezeném intervalu.
Příklad 13.x.

Zabývejme se nyní řadami: 
[image: image1021.wmf];
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Ze srovnávacího kriteria plyne, že pro 
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 jsou stejnoměrně omezené v intervalu, jehož uzávěr neobsahuje žádné číslo tvaru: 
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V následující větě vyslovíme Abelovo a Dirichletovo kriterium pro stejnoměrnou konvergenci řad funkcí. Je to podobné, jako Abelovo a Dirichletovo kriterium pro číselné řady.
Předpokládáme toto: Buď 
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Věta 13.x. (Dirichletovo kriterium)
Nechť je pro každé 
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Nechť je pro každé 
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Uvažujme řadu: 
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Položíme: 
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Zřejmě 
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Řada absolutních členů ovšem diverguje, neboť platí: 
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Příklad 13.x.

Uvažujme řady: 
[image: image1051.wmf];
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Použijeme Dirichletovo kriterium. Zřejmě platí: 
[image: image1052.wmf];
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Konvergence je stejnoměrná v omezených intervalech tvaru: 
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Důkaz nestejnoměrné konvergence viz Černý I.: Úvod do inteligentního kalkulu.
Poznámka:
Také se může stát, že funkční řada konverguje absolutně i stejnoměrně, ale nikoli absolutně stejnoměrně.

Použité zdroje:

1) Berman G. H.: Sbornik zadač po kursu matematičeskovo analyza (ruský orig.)

2) Černý I.: Úvod do inteligentního kalkulu II

3) Děmidovič B. P.: Sbírka úloh a cvičení z matematické analýzy

4) Jarník V.: Diferenciální počet II

5) Krbálek M.: Matematická analýza (ČVUT)
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