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XI. Metrické a topologické prostory

Definice 11.1.
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Systém 
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 obsahuje prázdnou množinu a celý prostor. Je uzavřen na sjednocení libovolného počtu množin (i nekonečného) a průnik konečného počtu množin. Je to systém otevřených množin (viz dále). Systém 
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Definice 11.2.
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Z podmínky 1) vyplývá toto: 
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 představuje „vzdálenost bodů“. Dva různé body mají kladnou vzdálenost, symetrie je zřejmá. Trojúhelníková nerovnost (součet kterýchkoli dvou stran je větší než strana třetí) je též zřejmá.
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Poznámka:

Pro body úsečky je trojúhelníková nerovnost splněna jako rovnost, jinak jako nerovnost. Pro krajní body úsečky je rovnost splněna triviálně.

Věta 1.x.
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Věta vyplývá přímo z „trojúhelníkové nerovnosti“.
Příklad 11.1.

Položme: 
[image: image35.wmf]R

R

Î

"

-

=

=

y

x

y

x

y

x

X

,

)

;

(

),

čísla

reálná

(

r

. Ukážeme, že 
[image: image36.wmf](

)

(

)

;

;

R

=

r

X

 je metrický prostor.

1) 
[image: image37.wmf];

,

0

0

;

0

)

;

(

R

Î

"

=

Û

=

-

Û

=

-

³

-

=

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

r


2) 
[image: image38.wmf];

,

)

;

(

)

(

)

;

(

R

Î

"

=

-

=

-

-

=

-

=

y

x

x

y

x

y

x

y

y

x

y

x

r

r


3) 
[image: image39.wmf];

,

,

)

;

(

)

;

(

)

;

(

R

Î

"

+

=

-

+

-

£

-

+

-

=

-

=

z

y

x

z

y

y

x

z

y

y

x

z

y

y

x

z

x

z

x

r

r

r


Absolutní hodnota představuje metriku v 
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 (viz V 1.x.).
Příklad 11.2.
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Pak je 
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rozměrném prostoru“. Vzdálenost je definována pomocí kanonického skalárního součinu (viz lineární algebra). Dále tento příklad poněkud zobecníme.

Poznámka:

Vektorový prostor s normou se nazývá normovaný lineární prostor (NLP). Norma vektoru se definuje takto: 
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Příklad 11.3.
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[image: image56.wmf])

;

(

max

)

;

(

lim

,

,

1

1

j

j

n

j

p

n

j

j

j

p

p

y

x

y

x

r

r

K

=

=

¥

®

=

å

.

Příklad 11.4.
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Při této metrice platí: 
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 proto se jí říká redukovaná metrika.
Vzdálenost libovolných 2 prvků je konečné číslo, nejvýše 2. Při klasické metrice (absolutní hodnota) je: 
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Příklad 11.x.

Na prostoru 
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Toto je tzv. diskrétní metrika.

Příklad 11.x.
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Definice 11.4.
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Definice říká, že 
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okolí bodu v metrickém prostoru je množina všech bodů, které mají od daného bodu vzdálenost menší než 
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. Prstencové okolí bodu vznikne tak, že z okolí „vyjmeme“ daný bod.
(viz též Def. 1.x., V 1.x.). Okolí bodu se také říká „koule“ v metrickém prostoru.
Příklad 11.5.
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Věta 11.1. (Věta o oddělitelnosti)
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Definice 11.5.
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Poznámka:

Okolí bodu lze definovat jako libovolnou otevřenou množinu obsahující daný bod. Definice 11.4. nám dává symetrické okolí bodu.
Poznámka:
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 (triviální topologie), neplatí věta o oddělitelnosti. V dalším budeme předpokládat, že topologický prostor splňuje větu o oddělitelnosti (Hausdorffův prostor).
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Definice 11.6. říká toto: Množina je otevřená, jestliže s každým bodem obsahuje také jisté jeho okolí. Množina je uzavřená, jestliže její doplněk (komplement) je otevřená množina. Naopak také doplněk otevřené množiny je uzavřená množina.

Poznámka:

Některá množina může být otevřená i uzavřená (např. prázdná množina a celý prostor). Některá množina nemusí být ani otevřená, ani uzavřená. Okolí bodu (Def. 11.4.) je zřejmě otevřená množina.

Věta 11.2.
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Z věty 11.2. plyne, že metrika indukuje topologii. Sjednocení libovolného počtu (i nekonečného) otevřených množin je otevřená množina. Průnik libovolného konečného počtu otevřených množin je otevřená množina. V následujícím příkladě ukážeme, že průnik nekonečného počtu otevřených množin nemusí být otevřená množina a sjednocení nekonečného počtu uzavřených množin nemusí být uzavřená množina.
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Poznámka:
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Použili jsme De-Morganovy vzorce (viz Algebra).
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Příklad 11.x.
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Polouzavřené intervaly lze vyjádřit jako průnik nekonečně mnoha otevřených množin (typ 
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Množina 
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Definice 11.7.
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Poznámka:

Vnějšek množiny a komplement (doplněk) není totéž. Definici vnějšku množiny lze ekvivalentně přepsat takto: 
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Vnitřek množiny 
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. Vnitřek množiny, vnějšek množiny a hranice množiny „disjunktně pokrývají“ celý prostor, což ukážeme v následující větě.
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Věta 11.3.
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Poznámka:

Vnitřek množiny 
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 je největší otevřená množina obsažená v 
[image: image297.wmf]M

. Uzávěr množiny 
[image: image298.wmf]M

 je nejmenší uzavřená množina, která obsahuje 
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.
Definice 11.8.
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Derivace množiny je množina jejích hromadných bodů.

Poznámka:
Interval nemá izolované body, každý jeho bod je hromadný bod (Př. 11.7.).

Příklad 11.8.
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Příklad 11.9.
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Příklad 11.x.
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Definice 11.9.
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Věta 11.4.
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Věta 11.5.
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Poznámka:

Příklad 11.x. ukazuje, že uzávěr sjednocení 2 oddělených množin může být souvislá množina.

Příklad: 11.12.


[image: image384.wmf](

)

(

)

O

T

,

,

R

=

X

, 
[image: image385.wmf]);

;

;

;

(

);

;

(

);

;

(

;

+¥

á

=

ñ

-¥

=

+¥

=

-¥

=

Î

a

D

a

C

a

B

a

A

a

R



[image: image386.wmf]{

}

;

)

;

;

(

;

)

;

)

;

(

;

)

;

(

;

(

a

a

a

B

cl

A

cl

a

a

B

cl

A

a

a

B

A

cl

=

+¥

á

Ç

ñ

-¥

=

Ç

Æ

=

+¥

á

Ç

-¥

=

Ç

Æ

=

+¥

Ç

ñ

-¥

=

Ç


Množiny 
[image: image387.wmf]B

A

,

 jsou oddělené, ale ne úplně.


[image: image388.wmf]{

}

;

)

;

(

;

(

;

)

;

;

(

;

)

;

(

;

(

Æ

=

+¥

Ç

ñ

-¥

=

Ç

=

+¥

á

Ç

ñ

-¥

=

Ç

Æ

=

+¥

Ç

ñ

-¥

=

Ç

a

a

B

C

a

a

a

B

cl

C

a

a

B

C

cl

  
[image: image389.wmf]{

}

;

)

;

)

;

(

;

)

;

)

;

(

;

)

;

;

(

Æ

=

+¥

á

Ç

-¥

=

Ç

Æ

=

+¥

á

Ç

-¥

=

Ç

=

+¥

á

Ç

ñ

-¥

=

Ç

a

a

D

A

a

a

D

cl

A

a

a

a

D

A

cl


Množiny 
[image: image390.wmf]C

B

,

 nejsou oddělené, ale jsou disjunktní. Množiny 
[image: image391.wmf]D

A

,

 nejsou oddělené, ale jsou disjunktní. Množiny 
[image: image392.wmf]D

C

,

 nejsou disjunktní, neboť 
[image: image393.wmf]{

}

a

D

C

=

Ç

.

Definice 11.10.

Buď 
[image: image394.wmf](

)

T

,

X

 topologický prostor, 
[image: image395.wmf]X

M

Ì

. Množina 
[image: image396.wmf]M

 je souvislá, není-li sjednocením dvou neprázdných oddělených množin.
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Věta 11.7.
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Příklad: 11.13.
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Definice 11.11.
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Definice 11.11. říká toto: Pro každé okolí 
[image: image455.wmf])

(

x

U

 bodu 
[image: image456.wmf]x

 platí: Od jistého členu počínaje jsou všechny členy posloupnosti v 
[image: image457.wmf])

(

x

U

. Jinými slovy: Pro skoro všechna 
[image: image458.wmf]N

Î

n

 je 
[image: image459.wmf])

(

x

x

n

U

Î

. (srovnejme s Def. 2.x.)
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(viz Def. 2.x.)

Poznámka:

Na pravé straně se jedná o posloupnost kladných reálných čísel. Definici 11.11a. lze ekvivalentně přepsat takto:
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(viz Def. 11.4.)

Pro limitu se též používá označení: 
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Definice 11.12.
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Poznámka:

Má-li posloupnost limitu, je to její hromadný bod. Jestliže každé okolí bodu obsahuje všechny členy posloupnosti od jistého členu počínaje, obsahuje jich nekonečně mnoho. Platí dokonce toto: Má-li posloupnost limitu, je to její jediný hromadný bod.

Věta 11.8.
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Věta 11.9.
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Věta 11.10
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 tudíž posloupnost je Cauchyovská.
□

Věta 11.12.

Buď 
[image: image530.wmf])

;

(

r

X

 metrický prostor, dále 
[image: image531.wmf]{

}

N

X

x

n

n

Î

¥

=

1

 Cauchyovská posloupnost prvků z 
[image: image532.wmf]X

, 
[image: image533.wmf]X

x

Î

ˆ

 její hromadný bod. Pak existuje limita posloupnosti a je 
[image: image534.wmf]X

x

x

n

n

Î

=

¥

®

ˆ

lim

.

Důkaz:

Buď dáno 
[image: image535.wmf]0

>

e

, existuje 
[image: image536.wmf]0

n

 takové, že 
[image: image537.wmf]2

)

;

(

:

,

0

e

r

<

³

"

n

m

x

x

n

n

m

. Dále platí: 
[image: image538.wmf])

ˆ
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ε

U

 obsahuje nekonečně mnoho členů posloupnosti 
[image: image539.wmf]{

}

¥
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x

, tj. existuje 
[image: image540.wmf])

ˆ
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³

. Pro 
[image: image541.wmf]0
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³

 platí: 
[image: image542.wmf]e
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ˆ
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)

;
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ˆ

;
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n

, tj. 
[image: image543.wmf])

(
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n

e

U

Î

. Tedy platí: 
[image: image544.wmf]x

x

n

n

ˆ

lim

=

¥

®

 (Def. 11.11.).
□

Z věty 11.12. plyne, že Cauchyovská posloupnost má nejvýše jeden hromadný bod. Hromadný bod Cauchyovské posloupnosti je též její limitou, tu může mít posloupnost nejvýše jednu (V 11.10.). Je-li posloupnost Cauchyovská, neplyne z toho ještě, že má v prostoru limitu, protože prostor nemusí být úplný (viz dále).

Věta 11.13.

Buď 
[image: image545.wmf](

)
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X

 topologický prostor. Buď dále 
[image: image546.wmf]{

}

N

M

x

X

M

n

n

Î
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¥

=

1

;

 posloupnost prvků z množiny 
[image: image547.wmf]M

 (
[image: image548.wmf]N

Î

"

Î

n

M

x

n

). Nechť existuje 
[image: image549.wmf]x

x

n

n

=

¥

®

lim

. Pak 
[image: image550.wmf]M

cl

x

Î

.

Je-li posloupnost navíc prostá (
[image: image551.wmf]N

Î

"

¹

Þ

¹

n

m

x

x

n

m

n

m

,

), pak 
[image: image552.wmf]M
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x

Î

.

Důkaz:


[image: image553.wmf]N
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;

lim

. Dále platí: 
[image: image554.wmf]);
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 tj. 
[image: image555.wmf]M
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Ç

Î

)

(

U

; tj. 
[image: image556.wmf];

)
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)

(
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Ç

"

M
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x

U

U

 tudíž 
[image: image557.wmf]M

cl

x

Î

.

Pro 
[image: image558.wmf]0

n

n

³

 je 
[image: image559.wmf])

(

x

x

n

U

Î

. V případě, že posloupnost je prostá, obsahuje okolí nekonečně mnoho členů posloupnosti, tj. 
[image: image560.wmf]M

x

x

Ç

"

)
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)

(

U

U

 je nekonečná množina, tudíž 
[image: image561.wmf]M

der

x

Î

. Také platí: 
[image: image562.wmf]M

cl

M

der

Ì

 (V 11.3. bod 5)
□

Věta 11.13a. (zobecnění)
Buď 
[image: image563.wmf](

)

T

,

X

 topologický prostor. Buď dále 
[image: image564.wmf]{

}

N

M
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X

M

n

n

Î

Ì
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=

1

;

 posloupnost prvků z množiny 
[image: image565.wmf]M

 (
[image: image566.wmf]N

Î

"

Î

n

M

x

n

). Nechť 
[image: image567.wmf]X

x

Î

ˆ

 je hromadný bod posloupnosti, pak 
[image: image568.wmf]M

cl

x

Î

ˆ

.

Důkaz:

Bod 
[image: image569.wmf]X

x

Î

ˆ

 je hromadný bod posloupnosti, tj. 
[image: image570.wmf])
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 pro nekonečně mnoho 
[image: image571.wmf]N
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n

. Tedy 
[image: image572.wmf]M
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Î
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 pro nekonečně mnoho 
[image: image573.wmf]n

; tj. 
[image: image574.wmf];

)
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 tudíž 
[image: image575.wmf]M
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.
□

Důsledek: 
[image: image576.wmf]{
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.
Věta 11.14.

Buď 
[image: image577.wmf](

)
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,

X

 topologický prostor. Buď dále 
[image: image578.wmf]{

}

N

X

x

n

n

Î

¥

=

1

 posloupnost prvků z 
[image: image579.wmf]X

, 
[image: image580.wmf]n

Hx

 množina jejích hromadných bodů (viz Def. 2.x.). Pak platí:
1) 
[image: image581.wmf]{
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n

n
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n

x
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Ì
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;

2) 
[image: image582.wmf]{
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; je-li 
[image: image583.wmf]{
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x

 prostá posloupnost.

Důkaz:

1) 
[image: image584.wmf]{
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nek.
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, tedy 
[image: image585.wmf]n
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 a 
[image: image586.wmf]{
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2) Buď 
[image: image587.wmf]{
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x

 prostá posloupnost (
[image: image588.wmf]N
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Þ
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,

). Buď 
[image: image589.wmf]n

Hx

x

Î

, každé okolí 
[image: image590.wmf])

(

x

U

 obsahuje nekonečně mnoho členů posloupnosti 
[image: image591.wmf]{

}

n

x

, tj. 
[image: image592.wmf]{
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Ç

)
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U

 je nekonečná množina, protože všechny členy posloupnosti 
[image: image593.wmf]{

}
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x

 jsou navzájem různé. Tedy 
[image: image594.wmf]{

}
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.
□

Poznámka:

Není-li posloupnost prvků z 
[image: image595.wmf]X

 prostá, nemusí ve větě 11.14. platit rovnost. Je-li například konstantní posloupnost, má zřejmě limitu, tudíž 1 hromadný bod, derivace množiny členů posloupnosti je prázdná množina.

Definice 11.14.

Buďte 
[image: image596.wmf](

)

(

)

T

T

¢

,

,

,

Y

X

 topologické prostory. Buď dáno zobrazení 
[image: image597.wmf]f

:


[image: image598.wmf](
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Zobrazení 
[image: image599.wmf]f

 je spojité v bodě 
[image: image600.wmf]X

x

Î

0

, jestliže platí:


[image: image601.wmf]));
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Buď dána 
[image: image602.wmf]X

M

Ì

 otevřená množina. Zobrazení 
[image: image603.wmf]f

 je spojité na množině 
[image: image604.wmf]M

, je-li spojité v každém bodě množiny 
[image: image605.wmf]M

.

(srovnejme s Def. 2.x.)

Definice 11.14a.

Buď dále 
[image: image606.wmf]M

der
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X

M
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Ì

0

,

. Zobrazení 
[image: image607.wmf]f

 je spojité v bodě 
[image: image608.wmf]X

x

Î

0

 vzhledem k množině 
[image: image609.wmf]M

, jestliže platí:


[image: image610.wmf]));
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[image: image611.wmf]mnozina

nek.
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 (Def. 11.7. e)

Věta 11.15.

Buď dáno zobrazení 
[image: image612.wmf](

)
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X

f

 kde 
[image: image613.wmf](

)
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 jsou topologické prostory. Buď dále 
[image: image614.wmf]M
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M
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Ç
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Ì
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,

. Zobrazení 
[image: image615.wmf]f

 je spojité v bodě 
[image: image616.wmf]0

x

 vzhledem k množině 
[image: image617.wmf]M

 právě tehdy, když je spojité v bodě 
[image: image618.wmf]0

x

.

Důkaz:

„(“Zvolme 
[image: image619.wmf]))
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, existuje 
[image: image620.wmf])
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 s vlastností: 
[image: image621.wmf]))
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, přičemž 
[image: image622.wmf]M
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 je nekonečná množina. Dále existuje 
[image: image623.wmf]M
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U

, tj. 
[image: image624.wmf])
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. Položme 
[image: image625.wmf])
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[image: image626.wmf])
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[image: image627.wmf])
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. Tudíž: 
[image: image628.wmf]))
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, tedy 
[image: image629.wmf]f

 je spojité zobrazení v bodě 
[image: image630.wmf]0

x

.

„(“Zvolme 
[image: image631.wmf]))
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, existuje 
[image: image632.wmf])
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 s vlastností: 
[image: image633.wmf]))
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. Pak také je: 
[image: image634.wmf]))

(

(

))

(

(

)

)

(

(

0

0

0

x

f

x

f

M

x

f

Y

X

X

U

U

U

Ì

Ì

Ç

, tedy zobrazení 
[image: image635.wmf]f

 je spojité v bodě 
[image: image636.wmf]0

x

 vzhledem k množině 
[image: image637.wmf]M

.
□

Poznámka:

Buď nyní 
[image: image638.wmf]f

 reálná funkce reálné proměnné definovaná na intervalu 
[image: image639.wmf])

;

(

b

a

. Funkce 
[image: image640.wmf]f

 je spojitá na intervalu 
[image: image641.wmf])

;

(

b

a

, je-li spojitá v každém bodě 
[image: image642.wmf])

;

(

b

a

x

Î

 (otevřený interval je otevřená množina). Funkce 
[image: image643.wmf]f

 je spojitá na intervalu 
[image: image644.wmf]ñ

á

b

a

;

, je-li spojitá v každém vnitřním bodě 
[image: image645.wmf])

;

(

b

a

x

Î

, dále je-li v bodě 
[image: image646.wmf]a

 spojitá zprava, v bodě 
[image: image647.wmf]b

 spojitá zleva. Spojitost zprava v bodě 
[image: image648.wmf]a

 je spojitost funkce v bodě 
[image: image649.wmf]a

 vzhledem k množině 
[image: image650.wmf]ñ

á

b

a

;

, spojitost zleva v bodě 
[image: image651.wmf]b

 je spojitost funkce v bodě 
[image: image652.wmf]b

 vzhledem k množině 
[image: image653.wmf]ñ

á

b

a

;

.

Věta 11.16.

Buď dáno zobrazení 
[image: image654.wmf](
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f

 kde 
[image: image655.wmf](

)

(
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X

 jsou topologické prostory. Zobrazení 
[image: image656.wmf]f

 je spojité (v celém prostoru 
[image: image657.wmf]X

), právě když platí jedna z následujících podmínek:

1) 
[image: image658.wmf]otevr.
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 (vzor otevřené množiny je otevřená množina)

2) 
[image: image659.wmf]uzavr.
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 (vzor uzavřené množiny je uzavřená množina)

3) 
[image: image660.wmf]).
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 (obraz uzávěru je částí uzávěru obrazu)

Důkaz:

1) „(“ Předpokládejme, že 
[image: image661.wmf]f

 je spojité zobrazení, 
[image: image662.wmf]Y
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 otevřená množina. Buď 
[image: image663.wmf]N
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1

. Protože 
[image: image664.wmf]N

 je otevřená množina, existuje 
[image: image665.wmf]N
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U

. Protože 
[image: image666.wmf]f

 je spojité zobrazení, existuje 
[image: image667.wmf])
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 s vlastností: 
[image: image668.wmf]N
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[image: image669.wmf])
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 a 
[image: image670.wmf]X
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 je otevřená množina.
„(“ Předpokládejme, že vzor otevřené množiny je otevřená množina, zvolme 
[image: image671.wmf]X

x

Î

. Dále zvolme 
[image: image672.wmf]))
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, což je otevřená množina. Protože 
[image: image673.wmf])))
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, je také 
[image: image674.wmf])))
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. Dle předpokladu je též 
[image: image675.wmf])))
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 otevřená množina, tudíž existuje 
[image: image676.wmf])))
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.
Platí tedy: 
[image: image677.wmf]))
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, tudíž 
[image: image678.wmf]f

 je spojité zobrazení. (Def. 11.14.)

2) Ukážeme, že je ekvivalentní podmínce 1) Množina 
[image: image679.wmf]Y

N

Ì

¹

Æ

 je uzavřená právě tehdy, když množina 
[image: image680.wmf]Y
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Ì

 je otevřená. Množina 
[image: image681.wmf]Y
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Æ

 je otevřená právě tehdy, když množina 
[image: image682.wmf]Y
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 je uzavřená. Platí: 
[image: image683.wmf];
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 přičemž sjednocení je disjunktní. Množina 
[image: image685.wmf]X
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 otevřená množina (Def 11.6.).

3) „(“ Předpokládejme, že 
[image: image689.wmf]f

 je spojité zobrazení, zvolme 
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[image: image695.wmf]f

 je spojité zobrazení).
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„(“ Dokážeme nepřímo. Předpokládejme, že 
[image: image701.wmf]f

 není spojité zobrazení, buď dále 
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[image: image709.wmf])
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□

Spojitost zobrazení metrických prostorů lze též definovat následovně.

Definice 11.x.

Buďte 
[image: image710.wmf])
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 metrické prostory, dále zobrazení: 
[image: image711.wmf]Y
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. Zobrazení 
[image: image712.wmf]f

 je spojité v bodě 
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Zobrazení je spojité v jisté otevřené množině 
[image: image715.wmf]X
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 právě tehdy, když je spojité v každém bodě množiny 
[image: image716.wmf]M

.
Snadno se ověří, že definice je ekvivalentní definicí 11.x. (proveďte).
Definice 11.x.

Buďte 
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[image: image718.wmf]Y
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[image: image719.wmf]f

 je stejnoměrně spojité v množině 
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Zřejmě ze stejnoměrné spojitosti plyne pouhá spojitost, naopak to nemusí platit.
Věta 11.17.

Buď dáno spojité zobrazení 
[image: image722.wmf](
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 souvislá množina. Pak 
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 je též souvislá množina.

Důkaz:

Provedeme sporem. Předpokládejme, že 
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Položme: 
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Zřejmě 
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, přičemž sjednocení je disjunktní, dále 
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 je spojité zobrazení, platí též: 
[image: image734.wmf])
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 (V 11.16. bod 3). Dostáváme tedy: 
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Tudíž je: 
[image: image736.wmf]Æ
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 a množiny 
[image: image737.wmf]D
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 jsou neprázdné oddělené, což je spor s předpokladem, že 
[image: image738.wmf]M

 je souvislá množina. Tedy 
[image: image739.wmf])
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 je souvislá množina.
□

Je celkem přirozené, že spojité zobrazení „neroztrhne“ souvislou množinu, tj. že obraz souvislé množiny je opět souvislá množina.

Důsledek: Buď 
[image: image740.wmf]f

 spojitá reálná funkce reálné proměnné definovaná na intervalu 
[image: image741.wmf]I

. Pak 
[image: image742.wmf])
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 je interval (jednobodová množina je degenerovaný interval).
Definice 11.15.

Buďte 
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(srovnejme s definicí 3.x.)

Věta 11.18.

Buď dáno zobrazení 
[image: image751.wmf](
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 je spojité v bodě 
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 (jedná se o limitu vzhledem k celému prostoru 
[image: image756.wmf]X
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Důkaz:

“(” zobrazení 
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 je spojité v bodě 
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[image: image766.wmf]f

 je spojité v bodě 
[image: image767.wmf]0
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(srovnejme s V 3.x.)
□
Poznámka:

Platí analogické tvrzení věty 11.18. Zobrazení 
[image: image768.wmf]f

 je spojité v bodě 
[image: image769.wmf]0
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 vzhledem k množině 
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 (jedná se o limitu vzhledem k množině 
[image: image773.wmf]M

).
Limitu zobrazení metrických prostorů lze též definovat následovně.

Definice 11.x.

Buďte 
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 metrické prostory, dále zobrazení: 
[image: image775.wmf]Y

X

f

®

:

. Zobrazení 
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 má limitu 
[image: image777.wmf]A

 v bodě 
[image: image778.wmf]X

x

Î

0

, (
[image: image779.wmf]A

x

f

x

x

=

®

)

(

lim

0

) právě když platí:


[image: image780.wmf];

)

);

(

(

)

;

(

0

:

0

0

0

e

s

d

r

d

e

<

Þ

<

<

Î

"

>

$

>

"

A

x

f

x

x

X

x


Poznámka:

Buď nyní 
[image: image781.wmf]f

 reálná funkce reálné proměnné definovaná na intervalu 
[image: image782.wmf])
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. Pak limita funkce 
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 zprava bodě 
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 je limita vzhledem k 
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 zleva bodě 
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Rovná-li se limita zprava v bodě 
[image: image790.wmf]a

 funkční hodnotě, je funkce spojitá zprava v bodě 
[image: image791.wmf]a

 (vzhledem k 
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[image: image793.wmf]b
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 (vzhledem k 
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Následující věta je zobecnění věty 3.x.

Věta 11.19.

Buď dáno zobrazení 
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Důkaz:

Dokážeme jen bod 2), neboť důkaz ostatních bodů je analogický (lze přenechat čtenáři).
„(“ Předpokládejme, že 
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Definice 11.18.
Buď 
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Podobně definujeme kompaktní množinu v topologickém prostoru.

Příklad 11.18.
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 je kompaktní prostor, 
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Věta 11.23. (Věta Cantorova)

Buď 
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□

Důsledek:
Spojitá funkce nabývá na uzavřeném intervalu svého suprema a infima (viz V 3.x.).
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Příklad 11.19.

Předpoklad kompaktnosti prostoru ve větě 11.23. je podstatný. Uvažme například prostor 
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Uvažme nyní prostor 
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Věta 11.x. (Borelova věta o pokrytí)
Buď 
[image: image1039.wmf]X

 topologický prostor, 
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 kompaktní množina. Buď dán systém otevřených množin 
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Volně řečeno: Z každého otevřeného pokrytí lze vybrat konečné „podpokrytí“.
Důkaz:

Zvolme posloupnost množin 
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Položme: 
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Protože průnik je prázdná množina, nemohou být všechny množiny 
[image: image1053.wmf]n
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□
Definice 11.x.
Buď 
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 je lokálně kompaktní, jestliže pro každý bod existuje okolí, jehož uzávěr je kompaktní, tj. 
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Poznámka:


[image: image1061.wmf]R

 není kompaktní prostor, ale je lokálně kompaktní. Každý uzavřený omezený interval v 
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 je kompaktní.
Podobně lze definovat kompaktní množinu. Platí toto: Buď 
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Definice 11.19.
Buď 
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 je separabilní, jestliže obsahuje hustou, nejvýše spočetnou část.

Příklad 11.20.
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Věta 11.24.
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□

Důsledek:
Každý disjunktní systém otevřených intervalů (reálných čísel) je nejvýše spočetný.

Definice 11.20.
Buď 
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 v prostoru 
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 limitu.

Věta 11.25.

Buď 
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 kompaktní prostor, pak 
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 je úplný prostor.

Důkaz:
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Příklad 11.x.

Prostor 
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Věta 11.x. (Baireova věta)
Buď 
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Důkaz:
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□
Baireova věta má důležitý důsledek, viz následující věta.
Věta 11.x.
Úplný metrický prostor není první kategorie.

Důkaz:
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Následující věta říká, že každý metrický prostor lze „vnořit“ do úplného metrického prostoru.

Věta 11.x. (věta o zúplnění)
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Tak jsme rozložili množinu Cauchyovských posloupností prvků z prostoru 
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Dále rozlišíme dva druhy tříd Cauchyovských posloupností.
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Nejprve ověříme, že metrika 
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Provedeme-li limitní přechod, dostaneme:
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Metrika 
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 je opravdu korektně definovaná.
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Tedy posloupnost 
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Definice 11.21.
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Věta 11.27.
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Věta 11.28.
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Příklad 11.21.
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Příklad 11.22.
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Příklad 11.23.
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Věta 11.x.

V topologickém prostoru platí:

· Indikátor otevřené množiny je zdola polospojitá funkce.

· Indikátor uzavřené množiny je shora polospojitá funkce.

· Supremum zdola polospojitých funkcí je zdola polospojitá funkce.
· Infimum shora polospojitých funkcí je shora polospojitá funkce.

Důkaz:

Buď 
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Uvažujme množinu 
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Sjednocení libovolného počtu otevřených množin je otevřená množina.

□
Příklad 11.24.

Buď 
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1

0

)

,

(

dist

)

,

(

dist

)

(

F

x

G

x

G

x

x

f

c

c

Î

"

=

+

=




[image: image1404.wmf];

1

)

(

0

;

1

)

(

0

X

x

x

f

F

G

x

x

f

Î

"

£

£

-

Î

"

<

<



[image: image1405.wmf];
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Nadále předchozí příklad poněkud zobecníme.

Příklad 11.x.
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Položme: 
[image: image1416.wmf];
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Zřejmě platí: 
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Dále platí: 
[image: image1419.wmf]);
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Protože množiny 
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Pokud máme 
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což je funkce z předchozího příkladu.
Definice 11.x.

Předpokládejme, že 
[image: image1428.wmf]X

je lokálně kompaktní prostor. Zavedeme následující označení:
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Zřejmě platí: 
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Věta 11.x. (Urysonovo lemma)
Buď 
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Důkaz:
obtížný (viz Rudin)

Je-li 
[image: image1447.wmf]X
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 dle předchozího příkladu.
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Věta 11.x.
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Položme: 
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Dále platí vztah: 
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Tedy platí 
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[image: image1474.wmf]{
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□
Cantorovo diskontinum

Položme:


[image: image1476.wmf];
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[image: image1477.wmf];
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[image: image1478.wmf];
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Uzavřený interval 
[image: image1479.wmf]ñ

á

1

;

0

 rozdělíme na 3 „dílky“, prostřední „dílek vyhodíme“ (otevřený). Zbývající dílky opět rozdělíme na 3 dílky a vždy prostřední „dílek vyhodíme“. Děláme-li to do nekonečna („pořád pryč“), dostaneme Cantorovo diskontinum (CD). Platí tedy:
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Každé číslo z intervalu 
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Cantorovo diskontinum lze též vyjádřit takto:
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Cantorovo diskontinum tedy obsahuje všechna čísla z intervalu 
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Cantorovo diskontinum obsahuje například všechna čísla tvaru:
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Množina 
[image: image1488.wmf]n
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 je sjednocením 
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Cantorova stupňovitá funkce
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Cantorova stupňovitá funkce nabývá všech hodnot tvaru: 
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Cantorova stupňovitá funkce 
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 je neklesající, spojitá, roste pouze v bodech Cantorova diskontinua, na styčných intervalech je konstantní.

Definice 11.x.
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Izometrické zobrazení „zachovává vzdálenosti“.

Definice 11.x.

Buďte 
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Věta 11.x.

Je-li zobrazení metrických prostorů Lipschitzovské, je stejnoměrně spojité v celém prostoru.

Důkaz:

Zvolme 
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 tedy zobrazení je stejnoměrně spojité.
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Definice 11.x.
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Věta 11.x. (Banachova věta o pevném bodě)
Buď 
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Platí: 
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Nyní dokážeme jednoznačnost.
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□
Banachovu větu o pevném bodě lze také použít k výpočtu limity posloupnosti. Ukážeme si to na následujících příkladech.
Příklad 11.x.
Určeme limitu posloupnosti, která je daná rekurentně:
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Určíme několik prvních členů: 
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Určíme pevný bod zobrazení, vyřešíme rovnici: 
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Kořen 
[image: image1552.wmf]2
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 naší úloze nevyhovuje, tedy v úvahu přichází kořen 
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Příklad 11.x.

Určeme limitu posloupnosti, která je daná rekurentně:
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Zvolíme nějakou počáteční aproximaci.
Určíme pevný bod zobrazení, vyřešíme rovnici: 
[image: image1556.wmf];
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[image: image1558.wmf];
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Záporný kořen naší úloze nevyhovuje.
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lim

a

x

n

n

=

¥

®


Příklad nám poskytuje iterační metodu na výpočet druhé odmocniny.
Ještě ověříme, že zobrazení je kontraktivní.
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[image: image1561.wmf];
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[image: image1562.wmf]a
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Proto je dobré volit počáteční aproximaci, jejíž 2. mocnina je větší než 
[image: image1563.wmf]a

.
Příklad 11.x.

Určeme limitu posloupnosti, která je daná rekurentně:
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Určíme pevný bod zobrazení, vyřešíme rovnici: 
[image: image1565.wmf]);
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Příklad nám poskytuje iterační metodu na výpočet 
[image: image1567.wmf]-
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té odmocniny.

Příklad 11.x.

Určeme limitu posloupnosti:
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Určíme rekurentní vzorec: 
[image: image1570.wmf];
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Určíme pevný bod zobrazení, vyřešíme rovnici: 
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Záporný kořen rovnici nevyhovuje, v úvahu přichází kořen: 2. Máme tedy:

[image: image1574.wmf];
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Příklad ještě zobecníme, nechť 
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Určíme rekurentní vzorec: 
[image: image1577.wmf];
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Určíme pevný bod zobrazení, vyřešíme rovnici: 
[image: image1578.wmf];
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Záporný kořen rovnici nevyhovuje, v úvahu přichází kořen: 
[image: image1581.wmf]2
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Ještě ověříme, že kořen rovnici vyhovuje.
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[image: image1584.wmf];
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Ještě ověříme, že zobrazení je kontraktivní.
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Příklad 11.x.

Určeme limitu posloupnosti, která je daná rekurentně:
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Určíme pevný bod zobrazení, vyřešíme rovnici: 
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[image: image1591.wmf];
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Záporný kořen rovnici nevyhovuje, v úvahu přichází kořen: 
[image: image1592.wmf];
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[image: image1593.wmf];
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Ještě ověříme, že kořen rovnici vyhovuje.
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Ještě ověříme, že zobrazení je kontraktivní.
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