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X. Taylorovy řady

Zde půjde o rozvoj funkcí v Taylorův polynom nebo v Taylorovu řadu.

Buď dána funkce 
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 a nechť má v bodě 
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Tedy musí platit: 
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Koeficienty polynomu jsou tedy jednoznačně určeny, polynom s danou vlastností je jediný, nazývá se 
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Definice 10.1.

Buď dána funkce 
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Po rozepsání vypadá 
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Poznámka:

Speciálně 0. Taylorův polynom o středu 
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 představuje funkční hodnotu 
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Speciálně 1. Taylorův polynom o středu 
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 představuje rovnici tečny ke grafu funkce.
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Uvedeme si ještě 2. Taylorův polynom o středu 
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Nyní vyslovíme větu, kterou jsme již vlastně dokázali.

Věta 10.1.
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Symbolicky zapsáno: 
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Pak také platí: 
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Zůstává ovšem ještě otázka, jaké chyby se dopustíme, nahradíme-li funkci jejím Taylorovým polynomem.

Jestliže existují derivace všech řádů, můžeme danou funkci rozvinout v Taylorovu řadu o středu 
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Taylorova řada je mocninná řada tvaru: 
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Poznámka:
Taylorova řada o středu 
[image: image56.wmf]0

0

=

x

 (
[image: image57.wmf])

0

;

(

x

T

f

) se také nazývá Maclaurinova řada.

Poznámka:
Taylorův polynom lze také vyjádřit takto:
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Taylorovu řadu lze také vyjádřit takto:


[image: image59.wmf];

!

)

(

)

(

0

0

)

(

0

å

¥

=

=

+

k

k

k

f

h

k

x

f

h

x

T


Položíme: 
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Poznámka:
Pro Taylorovy polynomy platí:
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Derivace Taylorova polynomu je opět Taylorův polynom. Analogicky derivace Taylorovy řady je opět Taylorova řada.
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 (za jistých předpokladů)
Nyní si ukážeme Taylorovy řady některých funkcí.

[image: image69.wmf](

)

(

)

;

;

1

;

0

0

)

(

0

)

(

N

Î

=

=

=

=

k

e

e

e

e

k

x

x

x

k

x



[image: image70.wmf](

)

);

0

(

v

;

24

6

2

1

!

)

0

(

!

4

3

2

0

0

)

(

0

R

k

k

k

k

k

x

x

x

x

x

x

x

k

x

x

k

e

e

U

K

+

+

+

+

+

=

=

-

=

å

å

¥

=

¥

=

=



[image: image71.wmf];

;

!

0

R

Î

"

=

å

¥

=

x

k

x

e

k

k

x


Speciálně pro 
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  (viz Př. 2.x.)

[image: image74.wmf](

)

(

)

;

;

)

1

(

;

)

1

(

0

)

(

0

)

(

N

Î

-

=

-

=

=

-

-

k

e

e

e

k

k

x

x

x

k

k

x



[image: image75.wmf](

)

);

0

(

v

;

24

6

2

1

!

)

1

(

)

0

(

!

4

3

2

0

0

)

(

0

R

k

k

k

k

k

k

x

x

x

x

x

x

x

k

x

x

k

e

e

U

K

-

+

-

+

-

=

-

=

-

=

å

å

¥

=

¥

=

=

-

-



[image: image76.wmf];

;

!

)

1

(

0

R

Î

"

-

=

å

¥

=

-

x

k

x

e

k

k

k

x



[image: image77.wmf];

,

,

,

;

Z

Î

+

=

Û

»

p

l

m

k

l

m

p

k

l

k

m

 (
[image: image78.wmf]k

 je kongruentní s 
[image: image79.wmf]l

 modulo 
[image: image80.wmf]m

, viz Algebra)

[image: image81.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

»

»

»

-

»

-

=

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

»

»

-

»

-

»

=

;

0

;

cos

;

3

;

sin

;

2

;

cos

;

1

;

sin

)

(cos

;

0

;

sin

;

3

;

cos

;

2

;

sin

;

1

;

cos

)

(sin

4

4

4

4

)

(

4

4

4

4

)

(

k

x

k

x

k

x

k

x

x

k

x

k

x

k

x

k

x

x

k

k



[image: image82.wmf];

)

1

(

)

(cos

;

0

)

(cos

;

)

1

(

)

(sin

;

0

)

(sin

)

2

(

0

)

1

2

(

0

)

1

2

(

0

)

2

(

0

k

k

x

k

x

k

k

x

k

x

x

x

x

x

-

=

=

-

=

=

=

+

=

+

=

=



[image: image83.wmf]);

0

(

v

;

120

6

)!

1

2

(

)

1

(

sin

5

3

0

1

2

R

k

k

k

x

x

x

k

x

x

U

K

-

+

-

=

+

-

=

å

¥

=

+



[image: image84.wmf]);

0

(

v

;

24

2

1

)!

2

(

)

1

(

cos

4

2

0

2

R

k

k

k

x

x

k

x

x

U

K

-

+

-

=

-

=

å

¥

=



[image: image85.wmf]);

0

(

v

;

120

6

)!

1

2

(

2

sinh

5

3

0

1

2

R

k

k

x

x

x

x

x

k

x

e

e

x

U

K

+

+

+

=

+

=

-

=

å

¥

=

+

-



[image: image86.wmf]);

0

(

v

;

24

2

1

)!

2

(

2

cosh

4

2

0

2

R

k

k

x

x

x

x

k

x

e

e

x

U

K

+

+

+

=

=

+

=

å

¥

=

-


Taylorovy řady pro funkce 
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 se znaménka střídají, v rozvojích pro funkce 
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 se znaménka nestřídají. To je pozoruhodné.
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kde 
[image: image93.wmf]i

 je imaginární jednotka (
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Dostáváme tak důležitý vztah:
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Tento vztah se též nazývá Eulerův vzorec. Důsledkem tohoto vztahu je známá Moivrova věta:
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Tyto vztahy mají velký význam v analýze v komplexním oboru (viz kap 24).
Dosadíme-li do vztahu 
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 nutno uvážit, že 
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[image: image101.wmf]x

cos

 je sudá funkce.

Ze vztahů 
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Zkusme nyní Taylorovy řady derivovat a integrovat člen po členu.
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tj. 
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tj. 
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Platí toto: 
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obecně je: 
[image: image114.wmf](

)

;

;

)

1

)(

1

(

)

1

(

)

1

(

0

)

(

N

Î

+

+

-

×

×

-

=

+

-

k

x

k

x

k

k

a

a

a

a

a

K



[image: image115.wmf](

)

);

1

(

)

1

(

)

1

(

)

(

0

+

-

×

×

-

=

+

=

k

x

k

x

a

a

a

a

K


Připomeňme si tzv. zobecněná kombinační čísla:
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Nyní rozvineme funkci 
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Řady konvergují, pokud je 
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, neboť poloměr konvergence je 
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Řady konvergují, pokud je 
[image: image129.wmf]1
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, neboť poloměr konvergence je 
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Řady konvergují, pokud je 
[image: image133.wmf]a
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, neboť poloměr konvergence je 
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Řady konvergují, pokud je 
[image: image139.wmf]1

<
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, neboť poloměr konvergence je 
[image: image140.wmf]1
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Řady mají poloměr konvergence 
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=

R

.


[image: image152.wmf](

)

;

0

;

)

(

8

1

2

1

1

1

4

4

2

0

2

2

1

2

2

2

¹

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

+

=

+

å

¥

=

a

x

o

a

x

a

x

a

a

x

k

a

a

x

a

k

k

a

x



[image: image153.wmf](

)

;

0

;

)

(

8

1

2

1

1

)

1

(

1

4

4

2

0

2

2

1

2

2

2

¹

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

-

=

-

å

¥

=

a

x

o

a

x

a

x

a

a

x

k

a

a

x

a

k

k

k

a

x


Řady mají poloměr konvergence 
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Nyní rozvineme funkci 
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Řada konverguje, pokud je 
[image: image159.wmf]c
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, neboť poloměr konvergence je 
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Nyní rozvineme funkci 
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Platí toto: 
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Funkci logaritmus můžeme v 
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Taylorův rozvoj můžeme vyjádřit též takto:

[image: image170.wmf];

4

3

2

)

1

(

)

1

ln(

4

3

2

1

1

K

+

-

+

-

=

-

»

+

å

¥

=

+

x

x

x

x

k

x

x

k

k

k

 v 
[image: image171.wmf])

0

(

U

.
Speciálně pro 
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Řady mají poloměr konvergence je 
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Pomocí tohoto vztahu můžeme snáze určit např. 
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 (tato řada konverguje poměrně rychle)
Nyní si odvodíme Taylorovu řadu pro funkci 
[image: image182.wmf]x
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. Zkusme počítat derivace.

[image: image183.wmf];

cos

sin

2

cos

)

sin

(

cos

2

cos

1

)

tg

(

;

cos

1

)

tg

(

3

4

2

2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

=

-

×

-

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

¢

¢

=

¢



[image: image184.wmf]=

+

=

-

×

×

-

×

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

¢

¢

¢

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

4

2

2

6

2

3

3

cos

sin

6

cos

2

cos

)

sin

(

cos

3

sin

2

cos

cos

2

cos

sin

2

)

tg

(



[image: image185.wmf];

cos

sin

4

2

cos

sin

4

sin

2

cos

2

4

2

4

2

2

2

x

x

x

x

x

x

+

=

+

+

=


Máme tedy toto: 
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Protože derivace vyšších řádů jsou poměrně složité, není metoda postupného počítání derivací snadná. Zkusme tedy použít jinou metodu. Vyjdeme ze vztahu:
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Taylorovy rozvoje funkcí 
[image: image189.wmf]x
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Koeficienty 
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 určíme porovnáním koeficientů u jednotlivých mocnin.
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Tato metoda je rozhodně snadnější než postupné počítání derivací.
Nyní odvodíme Taylorovu řadu funkce 
[image: image195.wmf]x
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tedy platí: 
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Tato řada však konverguje pomalu a neabsolutně, není příliš vhodná k výpočtu čísla 
[image: image205.wmf]p
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Tato řada již konverguje o něco rychleji.
Následujícím trikem dostaneme řadu, která konverguje poměrně „rychle“.

Položme 
[image: image208.wmf])

32

,

11

(

;

0

arctg

;

tg

4

5

1

5

1

°

=

<

<

Þ

=

=

&

a

a

a

a

p



[image: image209.wmf];

2

0

12

5

1

tg

1

tg

2

)

2

(

tg

4

25

24

5

2

25

1

5

2

2

p

a

a

a

a

<

<

Þ

=

=

-

=

-

=



[image: image210.wmf];

4

1

119

120

1

)

2

(

tg

1

)

2

(

tg

2

)

4

(

tg

2

4

144

119

6

5

144

25

6

5

2

p

p

a

a

a

a

<

<

Þ

>

=

=

-

=

-

=


Položme: 
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Po dosazení do řady pro 
[image: image214.wmf]arctg

 dostaneme řadu, která konverguje poměrně „rychle“.
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Odtud dostáváme: 
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Ještě odvodíme jinou řadu, která také konverguje poměrně rychle. Použijeme vztah: 
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Nyní odvodíme Taylorovu řadu funkce 
[image: image224.wmf]x

arcsin

, použijeme následující vztahy:
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tedy platí: 
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Pro 
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Odtud dostáváme: 
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Nyní si odvodíme rozvoj funkce 
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Taylorovy rozvoje funkcí 
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Podobným způsobem se odvodí rozvoje pro funkce 
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Taylorovy rozvoje funkcí 
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Tato metoda je rozhodně snadnější než postupné počítání derivací.

Odvodíme řadu pro funkci: 
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Již víme (kap. 7), že je to primitivní funkce k funkci 
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Tyto rozvoje platí pro 
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Nyní odvodíme Taylorovu řadu funkce 
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Nyní odvodíme Taylorovu řadu pro funkci primitivní k funkci 
[image: image278.wmf]2

x

e

-

.
Položme: 
[image: image279.wmf];

)

(

ˆ

0

2

ò

-

=

F

x

t

dt

e

x

 platí: 
[image: image280.wmf];

0

)

0

(

ˆ

;

)

(

ˆ

2

=

F

=

F

¢

-

x

e

x



[image: image281.wmf][

]

;

!

)

1

2

(

)

1

(

)

(

ˆ

0

1

2

å

¥

=

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

=

F

k

k

k

k

k

x

x

 tj. 
[image: image282.wmf];

!

)

1

2

(

)

1

(

)

(

0

1

2

å

¥

=

+

+

-

+

=

F

k

k

k

k

k

x

C

x

 z podmínky 
[image: image283.wmf]0

)

0

(

ˆ

=

F

 plyne, že 
[image: image284.wmf]0

=

C

.

[image: image285.wmf];

1320

1

216

1

42

1

10

1

3

1

!

)

1

2

(

)

1

(

)

(

ˆ

11

9

7

5

3

0

1

2

K

+

-

+

-

+

-

=

+

-

=

F

å

¥

=

+

x

x

x

x

x

x

k

k

x

x

k

k

k


Poznámka:
Funkci 
[image: image286.wmf])
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 neumíme vyjádřit pomocí elementárních funkcí, známe aspoň její Taylorovu řadu.

Funkce 
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 má důležitost ve statistice, představuje hustotu Normálního rozdělení. Její průběh má zvoncovitý tvar, říká se jí též Gaussova křivka Normálního rozdělení. Funkce k ní primitivní je pak distribuční funkce Normálního rozdělení. Určit ji neumíme, ale statistici ji mají tabelovanou (viz též PMS). Můžeme aspoň určit její Taylorovu řadu.
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Poznamenejme ještě, že skutečný tvar hustoty Normálního rozdělení je: 
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Distribuční funkce Normálního rozdělení má pak tvar: 
[image: image291.wmf]);

(

2

1

5

,

0

)

(

1

x

x

F

+

=

F

p

 to proto, aby platilo: 
[image: image292.wmf];

5

,

0

)

0

(

=

F


Označení funkcí 
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Příklad 10.x.:

Ukážeme si součin řad.
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Tímto jsme odvodili známý vztah 
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Příklad 10.x.

Určeme 5. Taylorův polynom v 
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Určeme 5. Taylorův polynom v 
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Příklad 10.x.

Určeme 5. Taylorův polynom v 
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Příklad 10.x.

Určeme 5. Taylorův polynom v 
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Příklad 10.x.
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Příklad by též šlo řešit tak, že použijeme 3( L’Hospitalovo pravidlo (viz Př. 6.x.)
Příklad 10.x.
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Příklad 10.x.

Vypočtěme limitu: 
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Výraz napřed upravíme, pak použijeme Taylorovy rozvoje.
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Také bychom mohli použít rovnou Taylorovy rozvoje, ale výpočet by byl pracnější. Použijme dřívější výsledky.
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Příklad 10.x.

Vypočtěme limitu: 
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Výraz napřed upravíme, pak použijeme Taylorovy rozvoje.
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Ukážeme si jiný způsob výpočtu.
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Příklad 10.x.

Vypočtěme limitu: 
[image: image481.wmf](

)

;

)

1

ln(

)

1

ln(

3

sin

1

2

sin

1

lim

3

0

x

x

x

x

x

x

-

-

+

+

-

+

®



[image: image482.wmf]=

+

-

+

+

=

+

-

+

=

+

2

8

1

2

2

1

2

8

1

2

1

))

(

2

(

))

(

2

(

1

)

(

)

2

(sin

2

sin

1

2

sin

1

x

o

x

x

o

x

o

x

x

x

K



[image: image483.wmf]);

(

1

2

2

2

1

x

o

x

x

+

-

+

=



[image: image484.wmf]=

+

-

+

+

=

+

-

+

=

+

2

9

1

2

3

1

2

9

1

3

1

3

))

(

3

(

))

(

3

(

1

)

(

)

3

(sin

3

sin

1

3

sin

1

x

o

x

x

o

x

o

x

x

x

K



[image: image485.wmf]);

(

1

2

2

x

o

x

x

+

-

+

=



[image: image486.wmf](

)

=

-

+

×

+

-

+

=

-

-

+

+

-

+

®

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

1

1

ln

3

sin

1

2

sin

1

lim

)

1

ln(

)

1

ln(

3

sin

1

2

sin

1

lim

3

0

3

0



[image: image487.wmf])

(

2

)

(

lim

))

(

(

2

))

(

1

(

))

(

1

(

lim

2

2

2

2

2

2

1

0

2

2

2

2

2

1

0

x

o

x

x

o

x

x

x

o

x

x

x

o

x

x

x

o

x

x

x

x

+

+

+

-

=

+

×

+

-

+

-

+

-

+

=

®

®



[image: image488.wmf];

4

1

)

(

2

)

(

lim

2

2

2

2

2

1

0

=

+

+

=

®

x

o

x

x

o

x

x


Příklad 10.x.

Vypočtěme limitu: 
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Napřed provedeme úpravy, použijeme substituci: 
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Příklad 10.x.

Vypočtěme následující limity:
a) 
[image: image493.wmf]=

+

+

-

=

+

-

+

+

-

-

+

+

-

-

=

+

-

-

+

-

®

®

®

)

(

)

(

lim

1

))

(

1

(

1

))

(

1

(

lim

1

cos

1

1

lim

4

4

24

1

4

4

8

1

0

2

2

1

4

4

24

1

2

2

1

2

2

1

4

4

8

1

2

2

1

0

2

2

1

2

2

1

2

0

x

o

x

x

o

x

x

x

o

x

x

x

x

o

x

x

x

x

x

x

x

x

x



[image: image494.wmf];

3

8

24

24

1

8

1

-

=

-

=

-

=


b) 
[image: image495.wmf];

)

exp(

)

(

2

1

1

lim

cos

lim

2

2

2

2

2

1

2

x

e

x

o

n

x

n

x

n

n

x

n

n

n

-

¥

®

¥

®

=

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ


c) 
[image: image496.wmf]=

-

-

+

-

+

+

+

+

=

+

-

®

®

3

2

3

3

6

1

3

3

6

1

2

2

1

0

3

0

))

(

))(

(

1

(

lim

)

1

(

sin

lim

x

x

x

x

o

x

x

x

o

x

x

x

x

x

x

x

e

x

x

x



[image: image497.wmf];

3

1

)

(

lim

)

(

lim

3

3

3

3

1

0

3

2

3

3

6

1

3

2

1

2

0

=

+

=

-

-

+

-

+

+

=

®

®

x

x

o

x

x

x

x

x

o

x

x

x

x

x

x


d) 
[image: image498.wmf]=

-

+

-

=

-

+

-

=

-

®

®

®

2

2

2

3

1

0

2

3

1

1

0

2

0

1

)

(

1

lim

1

))

(

(

lim

1

cotg

lim

x

x

o

x

x

x

o

x

x

x

x

x

x

x

x

x



[image: image499.wmf];

3

1

)

(

lim

2

2

2

3

1

0

-

=

+

-

=

®

x

x

o

x

x


e) 
[image: image500.wmf]=

+

-

-

+

+

=

-

®

®

))

(

)(

1

))

(

1

((

lim

cotg

)

1

(

lim

3

1

1

0

0

x

o

x

x

o

ax

x

e

x

x

ax

x



[image: image501.wmf];

))

(

(

lim

))

(

))(

(

(

lim

0

3

1

1

0

a

x

o

a

x

o

x

x

o

ax

x

x

x

=

+

=

+

-

+

=

®

®


f) 
[image: image502.wmf]=

+

+

-

=

+

-

-

+

-

+

=

-

-

®

®

®

)

(

))

(

)

((

lim

))

(

1

(

1

)))

(

(

))

(

((

lim

cos

1

)

sin

(sin

lim

2

2

2

2

1

0

2

2

2

2

1

0

0

x

o

x

c

x

o

x

b

a

x

x

o

x

c

x

o

bx

x

o

ax

x

cx

bx

ax

x

x

x

x



[image: image503.wmf];

0

;

)

(

2

)

(

)

(

)

(

lim

2

2

2

2

2

1

2

2

0

¹

-

=

+

+

-

=

®

c

c

b

a

x

o

x

c

x

o

x

b

a

x


g) 
[image: image504.wmf]=

+

-

-

+

-

=

-

®

®

2

2

2

4

1

2

2

2

1

0

2

0

))

(

1

(

))

(

1

(

lim

cos

cos

lim

x

x

o

x

x

o

x

x

x

x

x

x



[image: image505.wmf];

4

1

)

(

lim

2

2

2

4

1

0

-

=

+

-

=

®

x

x

o

x

x


h) 
[image: image506.wmf]=

+

-

-

+

-

=

-

®

®

2

2

2

8

1

2

2

4

1

0

2

4

0

))

(

1

(

))

(

1

(

lim

cos

cos

lim

x

x

o

x

x

o

x

x

x

x

x

x



[image: image507.wmf];

8

1

)

(

lim

2

2

2

8

1

0

-

=

+

-

=

®

x

x

o

x

x


i) 
[image: image508.wmf]=

+

-

-

+

-

=

-

®

®

2

2

2

6

1

2

2

4

1

0

2

3

0

))

(

1

(

))

(

1

(

lim

cos

cos

lim

x

x

o

x

x

o

x

x

x

x

x

x



[image: image509.wmf];

12

1

)

(

lim

2

2

2

12

1

0

-

=

+

-

=

®

x

x

o

x

x


j) 
[image: image510.wmf]=

+

-

-

+

-

=

-

®

®

2

2

2

2

1

2

2

2

1

0

2

0

))

(

1

(

))

(

1

(

lim

cos

cos

lim

x

x

o

x

x

o

x

x

x

x

n

m

x

n

m

x



[image: image511.wmf];

,

;

2

)

(

lim

2

2

2

2

0

N

Î

-

=

+

=

-

®

n

m

mn

n

m

x

x

o

x

mn

n

m

x

 (zobecnění předchozích příkladů)
Příklad 10.x.
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Výsledek je geometrický průměr čísel.
Poznámka:
Příklad by šlo počítat také takto:
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 (viz výsledek příkladu 10.x.)
Ostatní příklady by se počítaly podobně.

U příkladů f),g),h).i) je to e na koeficient u x^3 v Taylorově rozvoji.

Příklad 10.x.

Vypočtěme následující limity:
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Příklad 10.x.

Určeme následující limitu, předpokládejme, že existuje vlastní: 
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Příklad 10.x.

Vypočtěme následující limitu:
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Příklad 10.x.

Vypočtěme následující limitu:
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Ukážeme si jiný způsob výpočtu:
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Příklad 10.x.

Vypočtěme následující limitu:
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Jiný výpočet:
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Příklad 10.x.

Vypočtěme následující limity:

a) 
[image: image592.wmf]=

×

=

+

=

+

=

-

®

®

®

®

2

1

lim

))

1

(

lim

))

(

lim

cos

1

lim

0

2

1

0

2

2

2

2

1

0

0

x

x

a

x

o

x

a

x

x

o

x

a

x

ax

x

x

x

x



[image: image593.wmf]neex.

sgn

lim

2

2

0

=

×

=

®

x

a

x

 (viz též příklad 3.x.)
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Limita zprava a zleva se nerovnají (pro 
[image: image596.wmf]0

¹

a

), tudíž limita neexistuje.
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 (viz též příklad 3.x.)
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Limita zprava a zleva se nerovnají (pro 
[image: image601.wmf]0

¹

a

), tudíž limita neexistuje.
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Limita zprava a zleva se nerovnají (pro 
[image: image606.wmf]0

¹

a

), tudíž limita neexistuje.
Příklad 10.x.

Při které volbě čísla 
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Příklad 10.x.

Při které volbě koeficientů je funkce: 
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 nekonečně malá veličina řádu vyššího než 3.
Zde nám pomůže Taylorův rozvoj.
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Musí platit: 
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řešením je: 
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 Při této volbě koeficientů bude funkce v 
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Pomocí Taylorových řad můžeme také určit součet některých řad. Ukážeme si to na několika příkladech.
Příklad 10.x.

Určeme součet řady: 
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 (viz Taylorova řada)

Příklad 10.x.

Určeme součet řady: 
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Položme: 
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(součet geometrické řady)
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 (viz též odvození dříve)
Příklad 10.x.

Určeme součet řady: 
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Příklad 10.x.

Určeme součet řady: 
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Položme: 
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Výpočet jsme mohli provést také takto:
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Příklad 10.x.

Určeme součet řady: 
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Položme: 
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Řada konverguje stejnoměrně na intervalu 
[image: image641.wmf])
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Příklad 10.x.

Určeme součet řady: 
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Některé integrály neumíme vypočítat klasicky, výpočet provedeme pomocí Taylorových rozvojů.
Příklad 10.x.
Vypočtěme integrál: 
[image: image647.wmf];
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Tento integrál nelze počítat klasicky, neboť primitivní funkce nepatří mezi elementární. Pomůžeme se rozvojem v Taylorovu řadu. Pak budeme integrovat řadu člen po členu.
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 (příklad 9.x., 19.x.)
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Příklad 10.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image653.wmf];
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Tento integrál také nelze počítat klasicky, neboť primitivní funkce nepatří mezi elementární. Pomůžeme se rozvojem v Taylorovu řadu. Pak budeme integrovat řadu člen po členu.
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(Př. 9.x., Př. 19.x.)
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Příklad 10.x.
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(per partes: 
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Odtud dostáváme: 
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Příklad 10.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image664.wmf];
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Tento integrál také nelze počítat klasicky, neboť primitivní funkce nepatří mezi elementární. Pomůžeme se rozvojem v Taylorovu řadu, ale napřed výraz upravíme. Pak budeme integrovat řadu člen po členu.
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Příklad 10.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image668.wmf];
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Tento integrál také nelze počítat klasicky, neboť primitivní funkce nepatří mezi elementární.
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Příklad 10.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image674.wmf];
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Tento integrál také nelze počítat klasicky, neboť primitivní funkce nepatří mezi elementární.
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(viz Př. 8.x.)
Příklad 10.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image677.wmf];
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Tento integrál také nelze počítat klasicky, neboť primitivní funkce nepatří mezi elementární.
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(viz Př. 8.x., též příklad 16.x.)

Příklad 10.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image682.wmf];
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Tento integrál také nelze počítat klasicky, neboť primitivní funkce nepatří mezi elementární. Zřejmě platí: 
[image: image683.wmf];

0

1

ln

)

1

ln(

lim

=

=

+

-

¥

®

x

x

e



[image: image684.wmf];

)

1

(

)

1

ln(

1

1

å

¥

=

-

+

-

-

=

+

k

kx

k

x

k

e

e



[image: image685.wmf];

;

1

cos

2

0

N

Î

+

=

ò

+¥

-

k

k

k

dx

x

e

kx

 (viz Př. 8.x.)
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Příklad 10.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image688.wmf];
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Tento integrál také nelze počítat klasicky, neboť primitivní funkce nepatří mezi elementární.
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Příklad 10.x.

Vypočtěme: 
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Máme tato Bernoulliho čísla:
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Bernoulliho čísla se vyskytují i v jiných rozvojích, což si ukážeme.
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(viz odvození dříve)
„Koeficienty“ v rozvoji funkce 
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Zřejmě platí: 
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Také platí:
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Odtud dostáváme vztahy:
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Určíme některé Bernoulliho mnohočleny:
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Pro Bernoulliho mnohočleny (polynomy) platí vztahy:
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Odvodí se následovně:
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Odtud dále dostáváme: 
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Protože to jsou sudé funkce proměnné 
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Protože je to sudá funkce, je nutně 
[image: image772.wmf]0

)

(

2

1

=

k

j

 pro 
[image: image773.wmf]k

 liché.
Odvodíme další vztah mezi Bernoulliho mnohočleny (polynomy).
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Máme tedy:
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Porovnáním koeficientů dostaneme: 
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Speciálně pro 
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Dodatek II
Zkusme nyní odhadnout integrál: 
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Výsledky nyní zobecníme:
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Dostali jsme Euler-Maclaurinův vzorec.

Zkusme nyní odhadnout integrál: 
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Máme tedy obecnější Euler-Maclaurinův vzorec.
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Postoupíme ještě dále. Utvoříme ekvidistantní dělení intervalu 
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Máme tedy ještě obecnější Euler-Maclaurinův vzorec.
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Poznamenejme, že první člen na pravé straně připomíná vzorec z lichoběžníkové metody (viz kap. 8, numerický výpočet integrálů). Zde je také patrný význam Bernoulliho čísel.
Je pozoruhodné, že ve vzorci vystupují pouze derivace lichého řádu.
Položíme-li speciálně: 
[image: image818.wmf];
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Poznámka:
Vzorec lze použít k odhadu určitých integrálů. Nabízí se možnost vynechat zbytek a nahradit konečný součet řadou. To ale nemusí vždy vést k cíli, neboť řada může divergovat.

Položme speciálně: 
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Za jistých předpokladů existuje vlastní limita:
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Příklad:
Položme: 
[image: image824.wmf];
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Euler-Maclaurinův vzorec dá toto:
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Zvolme nyní 
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Euler-Maclaurinův vzorec dá toto:
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]

;

ln

1

ln

ln

ln

1

1

1

q

q

x

dx

x

q

q

=

-

=

=

ò


Nyní zjistěme, oč se liší hodnoty: 
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Již víme, že řada 
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 je divergentní (viz kap. 9, harmonická řada).

Položme: 
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ln

1

2

1

1

lim

C

q

q

q

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

+

¥

®

K


Při volbě 
[image: image845.wmf]3
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 získáme Eulerovu konstantu již s dost velkou přesností.
Číslo 
[image: image846.wmf]C

 se nazývá Eulerova konstanta, její hodnota je přibližně 
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.
Setkáme se s ní také v kap. 17 v souvislosti s funkcemi Gama a Beta.
Příklad:

Položme: 
[image: image848.wmf];
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Euler-Maclaurinův vzorec dá toto:
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 (viz též př. 7.x.)
Porovnáním výsledků dostaneme:
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Pro 
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Po „odlogaritmování“ dostaneme: 
[image: image861.wmf])
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což připomíná Stirlingův vzorec (viz též kap. 17)
Buď 
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 (viz Wallisův vzorec, kap. 8)
také 
[image: image867.wmf]p
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Poznámka:

Můžeme získat přesnější Stirlingův vzorec 
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12

2

1

2

!

3

4

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

»

K

m

B

m

B

m

e

m

m

m

p


Použijeme vztah: 
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Sečtením rovnic dostaneme: 
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máme tedy:
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Dostali jsme vzorec pro součet mocnin přirozených čísel.
Speciálně pro 
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Speciálně pro 
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Dále platí vztahy: 
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Naznačený postup asi není zcela korektní, bude to dokázáno v kap. 19.

Dodatek III
Připomeňme si ještě Taylorův rozvoj funkce 
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(viz rozvoj uvedený dříve)
Tato řada se však hodí pro přibližný výpočet hodnot 
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Poslední integrál poněkud upravíme.
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Nyní použijeme opakovaně metodu per partes.
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Opakovaným použitím metody per partes obdržíme:
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Tento vztah se snadno dokáže indukcí dle 
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Poslední integrál odhadneme takto: 
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Odtud dostáváme: 
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 ale řada vpravo diverguje, což je zajímavé.
D'Alambertovo podílové kriterium (V 9.x.) dá toto:
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 tedy řada diverguje.
Integrál 
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(per partes 
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(per partes 
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Opakovaným použitím metody per partes obdržíme:
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Tento vztah se snadno dokáže indukcí dle 
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 (viz Jarník)
Řada vpravo opět diverguje, což je zajímavé.
Poznámka:
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Integrál 
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