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IX. Číselné řady

Zde se omezíme na číselné řady s reálnými čísly. O řadě mluvíme tehdy, zajímáme-li se o součet členů nekonečné posloupnosti.

Definice 9.1.

Buď dána posloupnost reálných čísel 
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Definice říká, že 
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 je součet prvních 
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 členů posloupnosti. Zřejmě platí: 
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obecněji: 
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Definice 9.2.

Buď dána posloupnost 
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Sečíst nekonečně mnoho čísel lze jen limitním přechodem.

Poznámka:

Sčítací index nemusí vždy začínat od jedné, ale od libovolného přirozeného čísla. Pak má součet řady tvar: 
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Definice 9.3.

Buď dána řada 
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a) konverguje, jestliže posloupnost částečných součtů má vlastní limitu,
tj. 
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b) diverguje, jestliže posloupnost částečných součtů má nevlastní limitu,
tj. 
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c) osciluje, jestliže posloupnost částečných součtů nemá limitu.

Někdy se pod pojmem „řada diverguje“ též zahrnuje, že řada „osciluje“. Terminologie není zcela jednotná.
Poznámka:

Buď dána posloupnost 
[image: image17.wmf]{

}

N

R

Î

¥

=

1

k

k

a

, nechť 
[image: image18.wmf]N

Î

"

³

k

a

k

0

. Pak posloupnost částečných součtů 
[image: image19.wmf]{

}

¥

=

1

n

n

S

 je zřejmě neklesající. Tudíž má dle věty 2.x. limitu (může být i nevlastní), tj. 
[image: image20.wmf]+¥ñ

á

Î

;

0

S

.

Buď dána posloupnost 
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Důsledek: Řady s nezápornými (nekladnými) členy mají vždy součet.

Poznámka:

Jestliže vynecháme, přidáme či změníme konečný počet členů řady, nemá to vliv na konvergenci (divergenci) řady. Součet řady se tím ale změnit může.

Poznámka:

Určit součet řady se podaří jen výjimečně, ve většině případů se nám to nepodaří. Podaří se jen zjistit, zda řada konverguje či nikoli.

Součet řady někdy odhadneme tak, že sečteme prvních 
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 členů, tj. určíme 
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tý částečný součet. Ostatní členy zanedbáme, tedy součet řady odhadneme 
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První výraz na pravé straně je částečný součet, druhý výraz je tzv. zbytek řady. Zřejmě zbytek konvergentní řady konverguje k nule.

Poznámka:

Pro každé reálné číslo platí: 
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Věta 9.1.

Buď dána řada 
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Důkaz:

Použijeme nerovnost z věty 1.x. Položme: 
[image: image35.wmf];
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Posloupnosti 
[image: image39.wmf]{

}

{

}

¥

=

-

¥

=

+

1

1

,

n

n

n

n

S

S

 mají nezáporné členy a jsou neklesající, tudíž mají limitu. Vzhledem k tomu, že 
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 mají vlastní nezápornou limitu. Také posloupnost 
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Může se ale stát, že řada 
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 To nás vede k následující definici.
Definice 9.4.

Jestliže konvergují řady 
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Věta 9.2. (nutná podmínka pro konvergenci řady)

Buď dána konvergentní řada 
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Důkaz:
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Poznámka:

Zdůrazněme, že podmínka 
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 je pouze nutná pro konvergenci řady, nikoli postačující. Existují řady, které splňují tuto podmínku, ale přesto divergují (viz Př. 9.1.).

Věta 9.3. (Bolzano-Cauchyova podmínka)

Řada 
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Důkaz:
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Příklad 9.1. (harmonická řada)

Buď dána řada: 
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Má-li posloupnost limitu, má každá vybraná posloupnost stejnou limitu, tudíž platí: 
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Příklad 9.2. (geometrická řada)

Geometrická řada je tvaru: 
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Pro 
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Je-li 
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Je-li 
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Dostáváme tedy:
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Zjistili jsme, že geometrická řada s kvocientem 
[image: image101.wmf]1
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 konverguje, dokonce jsme určili její součet. Je to jeden z mála případů, kdy se součet řady podaří určit.

Příklad 9.3

Ukážeme si součet několika geometrických řad.
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 (zlomek je součet nekonečné geometrické řady)
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Příklad 9.x

Určeme součet řady: 
[image: image118.wmf];
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Danou řadu rozdělíme na 2 geometrické řady a sečteme každou zvlášť.
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Obě geometrické řady mají kvocient menší než 1, větší než 0, tudíž řady mají konečný součet.
Příklad 9.x
Buď dána řada: 
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, rozhodneme o konvergenci.
Platí totiž: 
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Následující příklad ukazuje, že pro součet nekonečně mnoha čísel nemusí platit asociativní a komutativní zákon.

Příklad 9.4

Uvažujme řadu: 
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[image: image130.wmf]0

0

0

)

1

1

(

)

1

1

(

=

+

+

=

+

-

+

-

K

K

, nebo 
[image: image131.wmf]1

0

0

1

)

1

1

(

)

1

1

(

1

=

-

-

-

=

+

+

-

+

+

-

+

K

K

. Proveďme přerovnání řady takto: 
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Přerovnáme-li řadu takto: 
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Jestliže řada 
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Položme: 
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 Pak také platí: 
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Utvoříme-li takto řadu 
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, má nově vzniklá řada tentýž součet jako původní řada. Řada vznikla z původní řady „uzávorkováním“ členů. Toto je tzv. asociativní zákon pro nekonečné řady. To platí i pro řady s nevlastním součtem (divergentní).

Jestliže řada osciluje (nemá součet), můžeme „uzávorkováním“ utvořit řadu, která součet má (Př. 9.4.). Jestliže posloupnost částečných součtů nemá limitu, vybraná posloupnost může mít limitu.

Přerovnání řady symbolicky zapíšeme takto: Buď 
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Komutativní zákon pro nekonečné řady obecně neplatí. Platí toto:

1) Součet absolutně konvergentní řady se nezmění při libovolném přerovnání.

2) Neabsolutně konvergentní řadu lze přerovnat tak, aby se součet rovnal libovolnému předem zvolenému číslu.

(Důkaz těchto tvrzení je obtížný, viz Jarník V., Diferenciální počet II)

Věta 9.4. (srovnávací kriterium)

Buďte dány řady 
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Důkaz:

Řady s nezápornými členy mají neklesající posloupnost částečných součtů, tudíž mají limitu (součet řady).
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Zřejmě platí: 
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Jestliže řada 
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Srovnávací kriterium ještě zobecníme.

Věta 9.4a. (srovnávací kriterium)

Buďte dány řady 
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Věta 9.4b. (symetrické srovnávací kriterium)

Buďte dány řady 
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Příklad 9.x.

Uvažujme řadu: 
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Nejlepší je použít symetrické srovnávací kriterium a porovnat ji s harmonickou řadou.
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Příklad 9.5a.
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Příklad 9.5b.
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Příklad 9.5c.
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Příklad 9.5d.
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Příklad 9.5f.
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Tudíž řada konverguje pro 
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 nejsme schopni dle podílového kriteria rozhodnout.

Příklad 9.5g.
Uvažujme řadu: 
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 Pokusme se rozhodnout o její konvergenci. Zřejmě jde o řadu s kladnými členy. Použijeme podílové kriterium.
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Tudíž řada konverguje pro 
[image: image295.wmf]2

>

A

, diverguje pro 
[image: image296.wmf]2

0

<

<

A

. Pro 
[image: image297.wmf]2

=

A

 nejsme schopni dle podílového kriteria rozhodnout.

Poznámka:

Trochu předběhneme a použijeme Stirlingův vzorec pro „velká 
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“ (viz kap. 17).
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Pomocí něho též můžeme rozhodnout o konvergenci řady. Platí: 
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Př. 9.5b. 
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Př. 9.5c. 
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Př. 9.5d. 
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Př. 9.5e. 
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Př. 9.5f. 
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Př. 9.5g. 
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Příklad 9.x.

Buď dána řada: 
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, pokusme se rozhodnout o její konvergenci. Zde bude výhodnější použít Cauchyovo odmocninové kritérium, použití podílového D´Alambertova kriteria by zde bylo pracnější.
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Příklad 9.x.

Buď dána řada: 
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 pokusme se rozhodnout o její konvergenci. Zde bude výhodnější použít Cauchyho odmocninové kritérium, použití podílového D´Alambertova kriteria by zde bylo pracnější.
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Řada konverguje pro 
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 nejsme schopni rozhodnout.

Příklad 9.x.

Buď dána řada:
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Pokusíme se rozhodnout o konvergenci pomocí podílového kriteria.
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Daná řada tedy konverguje pro libovolné 
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Příklad 9.x.

Buď dána řada: 
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)

;

;

2

1

1

N

Î

+

å

¥

=

k

n

n

n

n

k


Použijeme Cauchyho odmocninové kritérium
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Daná řada tedy konverguje pro libovolné 
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Příklad 9.x.

Uvažujme řadu: 
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Podle podílového kriteria nelze tedy o konvergenci řady rozhodnout. Již víme (Př. 9.1.), že pro 
[image: image332.wmf]1

=

k

 řada diverguje. V následující větě si ukážeme další kriterium pro konvergenci řady.

Věta 9.x. (integrální kriterium)
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tj. řada konverguje právě tehdy, když integrál existuje konečný.
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Dostáváme tedy: 
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Vraťme se ještě k příkladu 9.5f. Podílovým kriteriem nejsme schopni rozhodnout o konvergenci řady 
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Z integrálního kriteria tedy vyplývá: Řada 
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Příklad 9.6.

Uvažujme řadu: 
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 O její konvergenci rozhodneme pomocí integrálního kriteria.
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Příklad 9.7a.

Uvažujme řadu: 
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¥

=

1

1

k

k

. O konvergenci rozhodneme pomocí integrálního kriteria.
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Zde šlo též použít srovnávací kriterium. Zřejmě platí: 
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Dle srovnávacího kriteria (V 9.4.) platí: 
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Také platí toto: 
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Příklad 9.x.

Uvažujme řadu: 
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Dle integrálního kriteria řada diverguje.

Zde šlo též použít srovnávací kriterium. Zřejmě platí: 
[image: image370.wmf];
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Dle srovnávacího kriteria (V 9.4.) platí: 
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Ze symetrického srovnávacího kriteria máme toto: 
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Příklad 9.x.

Uvažujme řadu: 
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Máme rozhodnout pro které hodnoty parametru 
[image: image374.wmf]a

 řada konverguje.
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Později bude ukázáno, že 
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Příklad 9.8c.
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Zde ale určit součet 
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 neumíme.

Nadále provedeme zobecnění.
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Poznámka:

Riemannova Zeta funkce je definována takto: 
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Příklad 9.9a.
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Pro součet řady platí:
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Příklad 9.9b.

Sečteme řadu: 
[image: image426.wmf];

)

2

(

1

1

å

¥

=

+

k

k

k

 Konvergence plyne ze srovnávacího kriteria, 
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Pro součet řady platí:
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Dále tento příklad ještě zobecníme.

Příklad 9.9c.

Sečteme řadu: 
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Příklad 9.9d.

Sečteme řadu: 
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Platí: 
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Použili jsme výsledky příkladů 9.8a., 9.9a.

Pro součet řady platí:
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Příklad 9.x.

Sečteme řadu: 
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Příklad 9.x.

Sečteme řadu: 
[image: image453.wmf];
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Příklad 9.x.

Sečteme řadu: 
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 konvergence je zřejmá. Použijeme výsledky předchozích příkladů.
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117

,

0

2

1

16

2

4

4

1

2

1

2

1

8

8

4

1

2

2

2

2

=

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

-

-

+

=

&

p

p

p

p


Příklad 9.x.

Uvažujme řadu: 
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Platí: 
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Pro 
[image: image473.wmf]1
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 není splněna nutná podmínka pro konvergenci řady, tudíž řada diverguje.
Příklad 9.x.
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Již je zřejmé, že pro 
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Použijeme srovnávací kriterium: 
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Použijeme opět srovnávací kriterium: 
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Příklad 9.x.
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Již je zřejmé, že pro 
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Použijeme srovnávací kriterium: 
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Příklad 9.10.

Sečteme řady: 
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Vyjdeme ze známého výsledku (Př. 9.2.): 
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Obdrželi jsme tyto výsledky:
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Také platí: 
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Speciálně např. pro 
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Příklad 9.10a.

Sečtěme řadu: 
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Tato řada ale konverguje pomalu a neabsolutně, pro 
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Již po sečtení prvních 10 členů dostaneme 
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Poznámka:

Výpočet jsme udělali „na dluh“, neboť jsme neověřili oprávněnost derivování nekonečné řady člen po členu. Řada konverguje (neabsolutně) i pro 
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Příklad 9.11.
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Porovnáním reálné a imaginární části dostaneme:
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Položme: 
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Posloupnosti 
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Posloupnost 
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Máme tyto vzorce:
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Odtud dále vyplývá:
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Poznámka:

Řada tvaru 
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Je-li speciálně 
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Příklad 9.x.

Uvažujme řadu: 
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Uvažme ještě toto: 
[image: image583.wmf];

0

1

1

ln

1

1

1

2

2

2

2

2

>

-

+

Þ

>

-

+

Þ

³

n

n

n

n

n

 tj. jde o řadu s kladnými členy.
Použijeme srovnávací kriterium, použijeme následující nerovnosti: 
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Protože obě řady 
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Ještě se zmíníme o dalších kriteriích konvergence řad, je to Abelovo a Dirichletovo kriterium. Pomocí nich lze zjišťovat i neabsolutní konvergenci, ale někdy není na první pohled zřejmé, jak je použít. K tomu potřebujeme vědět, co to je Abelova parciální sumace.

Abelova parciální sumace:

Buďte dány 2 posloupnosti reálných čísel, 
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Věta 9.x. (Abelovo lemma)
Předpokládejme ještě navíc, že posloupnost 
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Důkaz:
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□
Nyní si zformulujeme Abelovo a Dirichletovo kriterium pro konvergenci řad. K jejich důkazu použijeme Abelovo lemma.
Věta 9.x. (Dirichletovo kriterium)

Buďte dány dvě posloupnosti, 
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Dle V 9.x. (Abelovo lemma) máme: 
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Tedy dle Bolzano-Cauchyovy podmínky řada 
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Věta 9.x. (Abelovo kriterium)
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První řada konverguje dle předchozího kriteria, druhá dle předpokladu.
Tedy řada 
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Věta 9.x. (Leibnitzovo kriterium)
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Vybraná posloupnost 
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Platí: 
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Vzhledem k tomu, že 
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□
Příklad 9.12. (alternující řada)
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Již jsme ukázali, a ještě ukážeme (kap. X), že: 
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Příklad 9.12a.

Provedeme-li „uzávorkování“ konvergentní řady, má nově vzniklá řada týž součet jako původní řada. Uzávorkujme tedy alternující řadu.
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Dostáváme tedy: 
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Uzávorkujme alternující řadu jinak.
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Dostáváme tedy: 
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Součet neabsolutně konvergentní řady se může přerovnáním změnit.
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Součet neabsolutně konvergentní řady se může přerovnáním změnit.

Příklad 9.x.

Rozhodněme o konvergenci řad: 
[image: image688.wmf];

0

;

cos

;

sin

1

1

³

å

å

¥

=

¥

=

a

a

a

k

k

k

kx

k

kx


Platí: 
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Ze srovnávacího a integrálního kriteria plyne, že pro 
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Příklad 9.x.

Sečtěme řadu: 
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Použili jsme výsledky předchozích příkladů.
Příklad 9.x.

Ukážeme si, jak se může součet neabsolutně konvergentní řady změnit. Vezměme opět alternující řadu z příkladu 9.x. 
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Řadu nyní přerovnáme tak, že se budou střídat 1 kladný člen a 2 záporné členy.
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 EMBED Equation.3  [image: image703.wmf];
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 tj. součet řady se přerovnáním změnil.

Řadu nyní přerovnáme tak, že se budou střídat 2 kladné členy a 1 záporný člen.
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[image: image705.wmf];
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 tj. součet řady se přerovnáním změnil.
Příklad 9.x.

Sečteme řadu: 
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Pro součet řady platí:
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Příklad 9.x.

Rozhodněme o konvergenci řady: 
[image: image711.wmf];
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Použijeme Dirichletovo kriterium, položme: 
[image: image712.wmf];
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Platí: 
[image: image713.wmf];
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Předpokládejme, že 
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 je sudé, pak je:
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Předpokládejme, že 
[image: image718.wmf]n

 je liché, pak je:
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protože jde v obou případech o částečné součty absolutně konvergentní řady, je posloupnost 
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Věta 9.x.
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Důkaz:

Předpokládejme, že 
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 je sudé, pak je:
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Předpokládejme, že 
[image: image729.wmf]n

 je liché, pak je:
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Poznámka:
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Pomocí předchozí věty jsme mohli snáze vyřešit předchozí příklad.
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Příklad 9.x.

Rozhodněme o konvergenci řady: 
[image: image785.wmf];
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Platí: 
[image: image786.wmf];
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Řada tedy konverguje absolutně pro 
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 (Př. 9.x)
Dále platí: 
[image: image790.wmf];
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Posloupnost částečných součtů je omezená pro každé 
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Příklad 9.x.

Rozhodněme o konvergenci řady: 
[image: image802.wmf];
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[image: image804.wmf];
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 Posloupnost částečných součtů je omezená.
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Tedy řada konverguje dle Dirichletova kriteria.
Řadu lze upravit takto: 
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Pro posloupnost částečných součtů platí:
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 (viz dřívější příklad)
Opět dostáváme, že daná řada konverguje.

Příklad 9.x.

Rozhodněme o konvergenci řad: 
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Platí: 
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Zřejmě se jedná o řady s kladnými členy. V obou případech řady divergují pro 
[image: image812.wmf]0
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, neboť není splněna nutná podmínka konvergence řad.
Cauchyovo odmocninové kriterium dá toto:
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Platí: 
[image: image814.wmf];
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V obou případech řady konvergují pro 
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Příklad 9.x.

Uvažujme řadu: 
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Konvergence řady je neabsolutní pro 
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Rozhodněme o konvergenci řady: 
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Napřed výraz upravíme:
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Aby řada konvergovala, musí platit: 
[image: image843.wmf]1

2

>

m

, tj. 
[image: image844.wmf]3

³

m

.
Je-li 
[image: image845.wmf]3

³

m

, řada konverguje, je-li 
[image: image846.wmf]2

1

=

Ú

=

m

m

, řada diverguje (ačkoli je splněna nutná podmínka).

Příklad 9.x.

Rozhodněme o konvergenci řady: 
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Napřed výraz upravíme:
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Aby řada konvergovala, musí platit: 
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Věta 9.x. (Raabeovo kriterium)
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Konvergenci řady 
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 lze ověřit např. pomocí integrálního kriteria.

Položme: 
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Máme tedy: 
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Dle věty o střední hodnotě (V 6.x.) existuje 
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Pokud platí podmínka 1), existuje 
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Tedy máme: 
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Druhá část věty se dokáže analogicky.
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Poznámka:

Raabeovo kriterium je účinnější než např. D‘Alambertovo podílové kriterium. Existují např. řady, kde lze konvergenci řad zjistit Raabeovým kriteriem, ale podílovým nikoli.

Příklad 9.x.

Uvažujme řadu: 
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 pokusme se rozhodnout o její konvergenci pomocí Raabeova kriteria.
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řada je tedy konvergentní pro 
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 nelze rozhodnout (však již víme, že diverguje, Př. 9.1.).
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Uvažujme řadu: 
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Jedná se o řadu s kladnými členy. Zkusme použít podílové kriterium:
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Dle podílového kriteria tedy nemůžeme o konvergenci řady rozhodnout. Zkusme použít Raabeovo kriterium.
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Dle Raabeova kriteria tedy řada konverguje, je-li 
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Uvažujme řadu: 
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Jedná se o řadu s kladnými členy. Zkusme použít podílové kriterium:
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Dle podílového kriteria tedy nemůžeme o konvergenci řady rozhodnout. Zkusme použít Raabeovo kriterium. Při výpočtu limity použijeme Taylorův rozvoj logaritmu (kap X).
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Dle Raabeova kriteria tedy řada konverguje, je-li 
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Poznamenejme, že nejlepší bylo použít Stirlingův vzorec.
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Řada konverguje, je-li 
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Uvažujme řadu: 
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Dle podílového kriteria tedy nemůžeme o konvergenci řady rozhodnout. Zkusme použít Raabeovo kriterium.
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Součty mocnin přirozených čísel lze také odvodit pomocí Bernoulliho čísel a polynomů (viz kap. 10).
Ještě se zmíníme o mocninných řadách, neboť se s nimi setkáváme často. Zvlášť velký význam mají v analýze v komplexním oboru (viz kap. 24). Můžeme se ovšem také omezit na reálný obor.
Definice 9.x.

Buď dána řada tvaru: 
[image: image978.wmf];
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 pak se tato řada nazývá mocninná řada o středu 
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Existuje číslo 
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Číslo 
[image: image986.wmf]R

 je poloměr konvergence mocninné řady.

Platí také toto tvrzení: Jestliže mocninná řada konverguje pro nějaké 
[image: image987.wmf]C
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, pak konverguje také pro ta 
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. Názorně řečeno: Konverguje pro všechna čísla, která jsou „blíže“ ke středu. (známé pod názvem Abelovo lemma)

Poznámka:

Platí: 
[image: image990.wmf];
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 tedy každá mocninná řada konverguje ve svém středu.

V komplexní (Gaussově) rovině tvoří množina čísel, pro které řada konverguje, jakýsi kruh konvergence. Uvnitř kruhu řada konverguje absolutně, vně kruhu řada diverguje. Na hranici kruhu (na kružnici) nelze obecně rozhodnout (viz kap. 24). V následující větě si ukážeme, jak lze poloměr konvergence určit.
Věta 9.x.
Buď dána mocninná řada tvaru: 
[image: image991.wmf]å
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Důkaz:
Položme: 
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Mocninná řada dle podílového kriteria konverguje, když platí: 
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 má vlastnosti poloměru konvergence, tudíž 
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Mocninná řada dle odmocninového kriteria konverguje, když platí: 
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□
Věta je použitelná i v případě, že limita je nulová, v tom případě je 
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, též v případě, že limita je nekonečno, v tom případě je 
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Případ 
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 znamená, že řada konverguje pouze ve svém středu. Případ 
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 znamená, že řada konverguje v celé (komplexní) rovině.

Poznamenejme, že platí obecnější věta i pro případ, že limity neexistují.
Věta 9.x. (Cauchy-Hadamardův vzorec)
Buď dána mocninná řada tvaru: 
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Důkaz:
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(podrobněji viz Jarník V.: Diferenciální počet II)
Příklad 9.x.
Určeme poloměry konvergence následujících mocninných řad:
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Řada konverguje absolutně pro každé 
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, viz též př. 9.5b.
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Řada konverguje absolutně, je-li 
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, řada konverguje neabsolutně (alternující řada). V reálném oboru je interval konvergence 
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Řada konverguje absolutně, je-li 
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Řada konverguje pouze ve svém středu (pouze pro 
[image: image1037.wmf]0

x

x

=

), jinak diverguje.

e) 
[image: image1038.wmf];

;

)

(

0

0

k

k

k

k

k

k

a

x

x

k

=

-

å

¥

=
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Řada konverguje pouze ve svém středu (pouze pro 
[image: image1040.wmf]0
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), jinak diverguje.
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Stejným způsobem jako v příkladě 9.5e. se spočte, že 
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g) Provedeme zobecnění předchozího příkladu.
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Použijeme Stirlingův vzorec: 
[image: image1044.wmf];
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h) 
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Stejným způsobem jako v příkladě 9.5d. se vypočte, že 
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Poznamenejme, že mocninné řady lze též derivovat a integrovat člen po členu. Buď dána mocninná řada, nechť 
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obecně:

[image: image1054.wmf];

)

(

)

1

(

)

1

(

)

(

0

)

(

å

¥

=

-

-

+

-

-

=

p

k

p

k

k

p

x

x

a

p

k

k

k

x

F

K


je-li 
[image: image1055.wmf]R

x

x

<

-

0

. Dále platí:

[image: image1056.wmf]0

0

)

(

;

!

)

(

N

Î

"

×

=

p

a

p

x

F

p

p

.
Také platí:

[image: image1057.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

=

-

=

å

ò

å

ò

¥

=

+

¥

=

0

1

0

0

0

1

)

(

)

(

)

(

k

k

k

k

k

k

k

x

x

a

dx

x

x

a

dx

x

F


Je-li např. 
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Řada, která vznikne z původní mocninné řady derivováním či integrováním člen po členu, má stejný poloměr konvergence jako původní řada.
Příklad 9.x.

Určeme obor a poloměr konvergence mocninné řady:
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Možno použít podílové kriterium:
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Možno použít též odmocninové kriterium:
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Nyní vyřešíme nerovnici: 
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Množina všech řešení nerovnice je interval 
[image: image1068.wmf])
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Nyní zjistíme konvergenci v krajních bodech intervalu.

Položme: 
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 což je alternující neabsolutně konvergentní řada.

Položme: 
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Obor konvergence je tedy interval: 
[image: image1073.wmf])

3

;

1

á-

, poloměr konvergence je 
[image: image1074.wmf]2
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, uvnitř intervalu je konvergence absolutní.

Příklad 9.x.

Určeme obor a poloměr konvergence mocninné řady:


[image: image1075.wmf];

;

2

)

3

(

1

2

R

Î

-

å

¥

=

x

k

x

k

k

k


Možno použít podílové kriterium:
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Možno použít též odmocninové kriterium:
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Nyní vyřešíme nerovnici: 
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Množina všech řešení nerovnice je interval 
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Určeme obor a poloměr konvergence mocninné řady:
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Možno použít odmocninové kriterium:
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Nyní vyřešíme nerovnici: 
[image: image1090.wmf];
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Množina všech řešení nerovnice je interval 
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Nyní zjistíme konvergenci v krajních bodech intervalu.
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Obor konvergence je tedy interval: 
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Předchozí příklady lze poněkud zobecnit.
Uvažujme mocninnou řadu: 
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Postup vede na řešení nerovnice: 
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Množina všech řešení nerovnice je interval: 
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Postup je podobný, řada konverguje absolutně i v krajních bodech intervalu.
Obor konvergence je tedy interval: 
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Uvažujme mocninnou řadu: 
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Množina všech řešení nerovnice je interval: 
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V komplexním oboru je obor konvergence vnitřek kruhu, tj. 
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Určeme obor a poloměr konvergence mocninné řady:
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Možno použít odmocninové kriterium:
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Poloměr konvergence 
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Poznámka:

Kdybychom uvažovali řadu: 
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poloměr konvergence by se nezměnil.

Příklad 9.x.

Rozhodneme o konvergenci mocninné řady:
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Použijeme odmocninové kriterium.
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Protože je 
[image: image1134.wmf]1
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, řada konverguje.
Podílové a odmocninové kriterium lze použít i pro řady s komplexními členy.
Příklad 9.x.

Určíme poloměr konvergence mocninné řady.
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Použijeme odmocninové kriterium.
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Poloměr konvergence mocninné řady je 
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Příklad 9.x.

Uvažujme 3 řady v 
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Z předchozích výsledků je zřejmé, že všechny 3 řady mají střed 
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Uvažujme řadu: 
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Řada tedy nekonverguje absolutně.
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Danou řadu jsme rozložili na dvě. Protože jsou obě řady alternující, konvergují dle Leibnitzova kriteria (V 9.x.). Konvergence je ovšem neabsolutní.
Příklad 9.x.

Uvažujme mocninnou řadu: 
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)

neex.

)

1

(

lim

)

1

(

lim

lim

=

-

+

=

-

+

=

¥

®

¥

®

¥

®

n

n

n

n

n

n

n

n

n

m

m

a



[image: image1153.wmf](
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Mocninná řada konverguje pro 
[image: image1156.wmf])

;

(

1

1

0

1

1

0

+

+

+

-

Î

m

m

x

x

x


Příklad 9.x.

Uvažujme mocninnou řadu: 
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Pro poloměr konvergence platí: 
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