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VII. Primitivní funkce

Primitivní funkce k dané funkci je funkce, jejíž derivace je daná funkce. Hledání primitivní funkce se nazývá integrování, což je opačná akce k derivování. Primitivní funkce se též nazývá neurčitý integrál (ačkoli to není zcela korektní), daná funkce se nazývá integrand. V této kapitole si ukážeme základní metody integrace, tj. hledání primitivní funkce.

Definice 7.1.

Buď dána funkce 
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 definovaná na intervalu 
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Věta 7.1.

Pro primitivní funkci platí:

a) Primitivní funkce je spojitá.

b) Nechť 
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 je primitivní funkce k funkci 
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 na intervalu 
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[image: image13.wmf]I

.
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Důkaz:

a) Platí: 
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, tj. funkce 
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 má na intervalu 
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 vlastní derivaci, tudíž je na intervalu 
[image: image21.wmf]I

 spojitá (V 4.x.).
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 (derivace konstanty je rovna 0, Př. 4.x.)

c) Platí: 
[image: image23.wmf]I

x

x

f

x

G

x

F

Î

"

=

¢

=

¢

)

(

)

(

)

(

, tj. funkce 
[image: image24.wmf]G

F

,

 mají na intervalu 
[image: image25.wmf]I

 vlastní derivaci. Pak také platí: 
[image: image26.wmf](

)

;

)

(

)

(

)

(

)

(

0

I

x

x

G

x

F

x

G

x

F

Î

"

¢

-

=

¢

-

¢

=

 funkce 
[image: image27.wmf]G

F

-

 má na intervalu 
[image: image28.wmf]I

 derivaci rovnou 0, tudíž je tam konstantní.


□

Primitivní funkce není určena jednoznačně, ale dvě primitivní funkce k téže funkci se liší o konstantu.

Položme: 
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 je vektorový prostor funkcí, které mají na intervalu 
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 vlastní derivaci (viz Lineární algebra).
Položme 
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 tj. zobrazení přiřadí každé funkci její derivaci. Zobrazení 
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 je homomorfismus (lineární zobrazení), neboť platí: 
[image: image37.wmf]X

R

Î

"

Î

"

Y

+

Y

=

+

Y

g

f

d

c

g

d

f

c

g

d

f

c

,

,

,

)

(

)

(

)

(

 (viz V 4.x. a Lineární algebra).
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 představuje vektorový prostor funkcí, ke kterým existuje (na intervalu 
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) funkce primitivní.
Relace definovaná předpisem: 
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 je kongruence na vektorovém prostoru (je ekvivalence a navíc „zachovává“ algebraické operace). Proto můžeme provést rozklad prostoru podle podprostoru (podle kongruence), tj. vytvořit faktor-prostor 
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Třídu kongruence budeme značit takto: 
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Buďte 
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 Definice je korektní, neboť výsledek operace nezávisí na výběru reprezentantů (viz algebra).

Předpokládejme, že funkce 
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 má na intervalu 
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Například platí: 
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Poznámka:

Někdy se též setkáme se vzorci tvaru: 
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Většinou je v literatuře uvedeno jen neurčité prohlášení, že primitivní funkce k funkci 
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 se značí 
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Vzniká otázka, zda ke každé funkci existuje funkce primitivní. Odpověď je záporná, ale ke každé spojité funkci existuje funkce primitivní (ukážeme později, V 8.x).

Položme ještě: 
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Věta 7.2:

Pro primitivní funkce platí následující vztahy:
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[image: image67.wmf](

)

;

)

(

)

(

)

(

)

(

ò

ò

ò

+

=

+

dx

x

g

dx

x

f

dx

x

g

x

f


2) 
[image: image68.wmf](

)

;

)

(

)

(

ò

ò

×

=

×

dx

x

f

c

dx

x

f

c


3) 
[image: image69.wmf];

)

(

)

(

1

1

å

ò

ò

å

=

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

n

j

j

j

n

j

j

j

dx

x

f

c

dx

x

f

c


kde 
[image: image70.wmf]R

Î

c

c

j

,

 jsou konstanty, 
[image: image71.wmf]g

f

f

j

,

,

 jsou reálné funkce definované na intervalu 
[image: image72.wmf]R

Ì

I

.

Důkaz:

1) Buď 
[image: image73.wmf]F

 je primitivní funkce k funkci 
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 je primitivní funkce k funkci 
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 (V 4.x.)
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3) dokáže se pomocí bodů 1), 2) a indukcí.


□

Základní vzorce pro integrování:
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Příklad 7.1.
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Věta 7.3. (integrace per partes)
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Důkaz:

Vyjdeme z věty o derivaci součinu (V 4.x.). 
[image: image100.wmf](
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 odtud již snadno plynou obě tvrzení.
□
Někdy se uvádí věta o integraci per partes v tomto tvaru:
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Poznámka:
Metoda integrace per partes znamená integrování po částech.
Kdybychom vzali např. jinou primitivní funkci, výsledek by se nezměnil, např.
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Věta 7.4. (substituční metoda)

1) Nechť funkce 
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Důkaz:

1) Vyjdeme z věty o derivaci složené funkce (V 4.x.).
Platí: 
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2) Protože funkce 
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 má na intervalu 
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 vlastní derivaci, je tam též spojitá (V 4.x.). Protože je též ryze monotónní, derivace nemění znaménko na intervalu 
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. K dané funkci existuje inverzní funkce 
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, platí: 
[image: image131.wmf];

)

(

)

(

;

,

1

x

t

t

x

I

x

J

t

=

Û

=

Î

Î

-

j

j

 Nyní použijeme větu o derivaci složené a inverzní funkce (V 4.x., V 4.x.), platí 
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 (výraz má smysl, neboť derivace funkce 
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 nikde není nulová). 
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□

Věta 7.4. bod 1) je první substituční metoda, věta 7.4. bod 2) je druhá substituční metoda. Ukážeme si schematicky jejich použití:
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2) substituce: 
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Použití metody integrace per partes a substituční metody si ukážeme na několika příkladech.

Příklad 7.2. (použití metody integrace per partes)
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zpětným derivováním obdržíme:
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zpětným derivováním obdržíme:
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zpětným derivováním obdržíme:
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zpětným derivováním obdržíme:
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Někdy je nutno použít metodu per partes vícekrát (viz následující příklady).

Příklad 7.3.
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 (Příklad 7.2. b)
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zpětným derivováním obdržíme:
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 (Příklad 7.2. a)
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zpětným derivováním obdržíme:
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 (Příklad 7.2. c)
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zpětným derivováním obdržíme:
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 (Příklad 7.2. d) 
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zpětným derivováním obdržíme:
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Následující příklad je zobecnění předchozího.
Příklad 7.x.
Zkusme vypočítat integrály: 
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Užitím metody per partes dostaneme:
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Odtud opakovaným použitím metody per partes dostaneme:
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Užitím metody per partes dostaneme:
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Odtud opakovaným použitím metody per partes dostaneme:
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Ověříme to zpětným derivováním.
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Poznámka:

Druhý vztah lze též odvodit z prvního pomocí substituce: 
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Příklad 7.4.
a) 
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Příklad 7.5. (použití substituční metody)
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Poznámka:

Příklad 7.5. a) šlo též řešit také takto:
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Postup bez použití substituční metody byl zdlouhavější. Použijeme-li různé metody výpočtu, výsledky se zdánlivě liší, jde o různé reprezentanty téže třídy.

Příklad 7.x.
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Příklad 7.6.

Vypočteme integrál 
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Ukážeme si 2 způsoby výpočtu, metodou per partes a metodou substituce.
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dostali jsme rovnici, ze které integrál určíme: 
[image: image236.wmf][

]

;

ln

2

1

ln

2

x

dx

x

x

=

ò


2) Metoda substituce: 
[image: image237.wmf];

1

;

ln

dx

x

dy

x

y

=

=



[image: image238.wmf][

]

[

]

;

ln

2

1

2

1

ln

2

2

x

y

dy

y

dx

x

x

=

=

=

ò

ò

  
[image: image239.wmf]);

;

(

);

;

0

(

+¥

-¥

Î

+¥

Î

y

x


Příklad 7.6a.
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Ukážeme si 2 způsoby výpočtu, metodou per partes a metodou substituce.
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2) Metoda substituce: 
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Výsledky jsou jen zdánlivé různé, jde o různé reprezentanty téže třídy.

Příklad 7.x.
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Příklad 7.x.
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V následujícím příkladě si ukážeme substituce obecnějšího rázu.
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Poznámka:
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Příklad 7.x.
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Příklad 7.8.

Výsledky příkladu 7.2. a 7.3 ještě zobecníme, použijeme výsledek příkladu 7.7. 1)
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Příklad 7.x.

Zkusme vypočítat integrál: 
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Užitím metody per partes dostaneme:
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Odtud opakovaným použitím metody per partes dostaneme:
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Ověříme to zpětným derivováním.
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Tento výsledek jsme mohli také odvodit použitím výsledku v příkladu 7.x.
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Použijeme substituci: 
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Příklad 7.x.

Vypočteme integrál: 
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Ukážeme si 2 způsoby výpočtu, metodou per partes a metodou substituce.

1) Metoda per partes:
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Dostali jsme rovnici, ze které integrál určíme: 
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Příklad 7.x.

Vypočteme integrál: 
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Ukážeme si 2 způsoby výpočtu, metodou per partes a metodou substituce.
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Dostali jsme rovnici, ze které integrál určíme: 
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2) Metoda substituce: 
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Příklad 7.x.

Odvodíme si rekurentní vzorce:
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Příklad 7.x.

Pomocí rekurentních vzorců opět vypočteme: 
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 (viz též př. 7.x.)
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 (viz též př. 7.x.)

Příklad 7.x.

Pomocí rekurentních vzorců vypočteme: 
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Příklad 7.x.

Pomocí rekurentních vzorců vypočteme: 
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Příklad 7.x.

Integrály 
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(substituce: 
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Příklad 7.x. (zobecnění)

Uvažujme integrál 
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Nechť je např. 
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Příklad 7.x.

Vypočteme integrál: 
[image: image374.wmf];
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Použijeme-li výsledek předchozího příkladu, dostaneme 2 zdánlivě různé výsledky.
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Jde jen o 2 různé reprezentanty téže třídy, což ověříme.
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Příklad 7.x.
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(srovnej s příkladem 7.x.)
Příklad:

[image: image434.wmf][

]

[

]

[

]

=

-

-

-

=

ò

x

C

x

x

C

x

x

C

dx

x

cos

)

5

(

sin

cos

)

5

(

sin

cos

)

5

(

sin

3

2

2

4

1

5



[image: image435.wmf][

]

[

]

[

]

=

×

×

×

-

×

-

-

=

x

x

x

x

x

cos

1

3

5

2

4

sin

cos

3

5

4

sin

cos

5

1

2

4



[image: image436.wmf][

]

[

]

[

]

=

-

-

-

-

-

=

x

x

x

x

x

cos

15

8

)

cos

1

(

cos

15

4

)

cos

1

(

cos

5

1

2

2

2



[image: image437.wmf][

]

[

]

[

]

;

cos

cos

3

2

cos

5

1

3

5

x

x

x

-

+

-

=



[image: image438.wmf][

]

[

]

[

]

=

+

+

=

ò

x

C

x

x

C

x

x

C

dx

x

sin

)

5

(

sin

cos

)

5

(

sin

cos

)

5

(

cos

3

2

2

4

1

5



[image: image439.wmf][

]

[

]

[

]

=

×

×

×

+

×

+

=

x

x

x

x

x

sin

1

3

5

2

4

sin

cos

3

5

4

sin

cos

5

1

2

4



[image: image440.wmf][

]

[

]

[

]

=

+

-

+

-

=

x

x

x

x

x

sin

15

8

sin

)

sin

1

(

15

4

sin

)

sin

1

(

5

1

2

2

2



[image: image441.wmf][

]

[

]

[

]

;

sin

sin

3

2

sin

5

1

3

5

x

x

x

+

-

=



[image: image442.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

=

+

+

+

=

ò

x

C

x

x

C

x

x

C

x

x

C

dx

x

sin

)

7

(

sin

cos

)

7

(

sin

cos

)

7

(

sin

cos

)

7

(

cos

4

2

3

4

2

6

1

7



[image: image443.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

=

×

×

×

×

×

+

×

×

×

+

×

+

=

x

x

x

x

x

x

x

sin

1

3

5

7

2

4

6

sin

cos

3

5

7

4

6

sin

cos

5

7

6

sin

cos

7

1

2

4

6



[image: image444.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

=

+

-

+

-

+

-

=

x

x

x

x

x

x

x

sin

35

16

sin

)

sin

1

(

35

8

sin

)

sin

1

(

35

6

sin

)

sin

1

(

7

1

2

2

2

3

2



[image: image445.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

;

sin

sin

sin

5

3

sin

7

1

3

5

7

x

x

x

x

+

-

+

-

=


Příklad 7.x.
Vypočteme integrály: 
[image: image446.wmf];
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Nejprve předpokládejme, že 
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použijeme vzorec: 
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použijeme vzorec: 
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Nyní předpokládejme, že např. 
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, provedeme limitní přechod 
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 (viz též Př. 7.x.)
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 (viz též Př. 7.x.)

Poznámka:
Pro 
[image: image457.wmf]b

a

¹

 je primitivní funkce omezená, pro 
[image: image458.wmf]b

a

=

 není primitivní funkce omezená.

Příklad 7.x.
Vypočteme integrály: 
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Nejprve předpokládejme, že 
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použijeme vzorec: 
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použijeme vzorec: 
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Příklad 7.x.
Vypočteme integrál: 
[image: image465.wmf];
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Zde je nutno kombinovat metodu substituční a metodu per partes.

Zvolme substituci: 
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(viz příklad 7.x.)
Dále se budeme zabývat integrací racionálních funkcí. Racionální funkce je podíl dvou mnohočlenů. Je-li stupeň mnohočlenu v čitateli větší nebo roven stupni mnohočlenu ve jmenovateli, provedeme dělení mnohočlenu se zbytkem. Nadále se budeme zabývat případy, kdy stupeň mnohočlenu v čitateli je menší než stupeň mnohočlenu ve jmenovateli.

Chceme-li integrovat racionální funkci, je nutno ji rozložit na parciální zlomky (viz Algebra) a pak integrovat každý zlomek zvlášť. K rozkladu na parciální zlomky je nutno mnohočlen ve jmenovateli rozložit na součin, tj. najít kořeny mnohočlenu ve jmenovateli, což se v obecném případě nepodaří. Rozklad na parciální zlomky si ukážeme na několika příkladech.

Příklad 7.x.
Vypočtěme integrál: 
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Napřed najdeme kořeny mnohočlenu ve jmenovateli, tj. použijeme vzorec pro kvadratické rovnice: 
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Nyní provedeme rozklad na parciální zlomky:
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Porovnáním koeficientů dostaneme soustavu rovnic:
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  Řešení soustavy je: 
[image: image475.wmf];
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Příklad 7.x.
Vypočtěme integrál: 
[image: image477.wmf];
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Napřed najdeme kořeny mnohočlenu ve jmenovateli, tj. použijeme vzorec pro kvadratické rovnice: 
[image: image478.wmf];
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Nyní provedeme rozklad na parciální zlomky:


[image: image482.wmf];

)

3

)(

2

(

)

2

3

(

)

(

)

3

)(

2

(

)

2

(

)

3

(

3

2

)

3

)(

2

(

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

x

x

B

A

x

B

A

x

x

x

B

x

A

x

B

x

A

x

x

x


Porovnáním koeficientů dostaneme soustavu rovnic:
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  Řešení soustavy je: 
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Ukážeme si jiný způsob řešení příkladu (již stručně).
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Příklad 7.x.
Vypočtěme integrál: 
[image: image490.wmf]);
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Protože stupeň v čitateli je větší než ve jmenovateli, upravíme zlomek takto: 
[image: image491.wmf];
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 (ověřte dělením). Pak integrujeme každý člen zvlášť.
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Příklad 7.x.
Vypočtěme integrál: 
[image: image493.wmf]);
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Příklad 7.x.
Vypočtěme integrál: 
[image: image495.wmf]);
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Provedeme rozklad na parciální zlomky.
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Porovnáním koeficientů dostaneme soustavu rovnic:
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 Řešení soustavy je: 
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Příklad 7.x.
Vypočtěme integrál: 
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Provedeme rozklad na parciální zlomky.
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Porovnáním koeficientů dostaneme soustavu rovnic:
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 Řešení soustavy je: 
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Je-li speciálně 
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Vyšel nám stejný výsledek.
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c) mnohočlen ve jmenovateli má jeden dvojnásobný reálný kořen, tj. 
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2) použijeme výsledek předchozího příkladu.
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c) mnohočlen ve jmenovateli má jeden dvojnásobný reálný kořen, tj. 
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Vypočtěme integrál: 
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Vypočtěme integrál: 
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Vypočtěme integrál: 
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(mohli jsme též použít výsledek příkladu 7.x.)
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Příklad 7.x.

Vypočteme další integrály, předpokládejme, že 
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metoda integrace per partes: 
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Použijeme známý výsledek: 
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(integrace per partes: 
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Dostali jsme vlastně 2 rovnice o 2 neznámých:
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Odtud dostaneme tyto výsledky:
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Nyní ověříme zpětným derivováním správnost výsledků.
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S využitím předchozích výsledků odvodíme další výsledek:
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Odtud dostáváme:
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Správnost ověříme zpětným derivováním.
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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;

)

(

3

2

2

>

-

ò

R

x

R

dx


ukážeme si 2 způsoby výpočtu
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použili jsme výsledek příkladu 7.x.
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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ukážeme si 2 způsoby výpočtu
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 (V 7.4. 2)
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použili jsme výsledek příkladu 7.x., 
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použili jsme výsledek příkladu 7.x.

Dostali jsme důležitý výsledek:
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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ukážeme si 2 způsoby výpočtu
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 (V 7.4. 2)
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použili jsme výsledek příkladu 7.x., 
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použili jsme výsledek příkladu 7.x.

Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Použijeme výsledek příkladu 7.x. a substituci: 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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použili jsme výsledek příkladu 7.x., 
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O správnosti výsledků se lze přesvědčit zpětným derivováním.
Příklad 7.x.

Odvodíme si rekurentní vzorec pro integrál:
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Metoda integrace per partes: 
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Dostáváme tedy rovnici: 
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Například:


[image: image650.wmf][

]

;

arctg

1

1

2

1

x

dx

x

I

=

+

=

ò



[image: image651.wmf][

]

;

arctg

2

1

1

2

1

)

1

(

1

2

2

2

2

x

x

x

dx

x

I

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

+

=

ò



[image: image652.wmf][

]

;

arctg

8

3

1

8

3

)

1

(

4

1

)

1

(

1

2

2

2

3

2

3

x

x

x

x

x

dx

x

I

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

+

=

ò



[image: image653.wmf][

]

;

arctg

16

5

1

16

5

)

1

(

24

5

)

1

(

6

1

)

1

(

1

2

2

2

3

2

4

2

4

x

x

x

x

x

x

x

dx

x

I

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

+

=

ò


Příklad 7.x.

Odvodíme si rekurentní vzorec pro integrál:
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Například:
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Příklad můžeme ještě zobecnit.

Příklad 7.x.

Odvodíme si rekurentní vzorec pro integrál:
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Použijeme substituci: 
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Položili jsme: 
[image: image669.wmf];
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Již víme, že platí: 
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 (viz př. 7.x.)
Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image671.wmf];

)

2

2

(

2

2

ò

+

+

x

x

dx


Použijeme substituci: 
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Použili jsme výsledek příkladu 7.x.
Příklad 7.x.

Vypočtěme integrály: 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Mnohočlen ve jmenovateli nemá reálné kořeny, má 4 imaginární kořeny (jednoduché) a to: 
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Nyní provedeme rozklad na parciální zlomky.


[image: image685.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

;

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

1

2

2

2

2

2

2

4

+

+

+

-

+

-

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

-

+

=

+

x

x

x

x

x

x

D

Cx

x

x

B

Ax

x

x

D

Cx

x

x

B

Ax

x


Dostaneme soustavu lineárních rovnic:
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Řešení soustavy: 
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 máme tedy rozklad:
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Nyní integrujeme každý zlomek zvlášť (použijeme výsledek Př. 7.x.), obdržíme výsledek:
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Výsledek:
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Výpočet provedeme již stručně. Nyní provedeme rozklad na parciální zlomky.
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Dostaneme soustavu lineárních rovnic:
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Řešení soustavy: 
[image: image697.wmf];
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Nyní integrujeme každý zlomek zvlášť (použijeme výsledek Př. 7.x.), obdržíme výsledek:
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Výsledek:
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image704.wmf]);
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Použijeme-li výsledky předchozích příkladů, dostaneme:
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Tento integrál můžeme též počítat takto: Použijeme substituci: 
[image: image706.wmf];
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(substituci nesmíme použít v intervalu obsahujícím nulu)
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Dostali jsme zdánlivě jiný výsledek. Ukážeme, že to jsou jenom různí reprezentanti téže třídy. Ale pozor, ne v celém oboru 
[image: image709.wmf]R

, ale pouze v intervalech: 
[image: image710.wmf])
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Použijeme následující vzorce:
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Vzorce lze též přepsat takto:
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Pozor: Rovnosti neplatí v celém 
[image: image718.wmf]R

, ale pouze v intervalech, kde výraz: 
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 má smysl a nemění znaménko, tj. v intervalech: 
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Výsledky předchozích příkladů se též uvádějí v této úpravě.
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Ale pozor:
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2

arctg

lim

1

2

arctg

lim

;

2

arctg

lim

1

2

arctg

lim

2

1

2

1

p

p

=

=

-

-

=

=

-

+¥

®

-

®

-¥

®

+

®

y

x

x

y

x

x

y

x

y

x



[image: image724.wmf];
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Tedy vyjádření v tomto tvaru není zcela správné, primitivní funkci je nutno ještě „poslepovat“, aby neměla body nespojitosti.
Položme:
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Vyjádření 
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 také není zcela správné, primitivní funkci je nutno „poslepovat“.
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Platí dokonce toto: 
[image: image733.wmf];
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image736.wmf]);
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Použijeme-li výsledky předchozích příkladů, dostaneme:
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Tento integrál můžeme též počítat takto: Použijeme substituci: 
[image: image738.wmf];
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Protože výraz v závorce je vždy kladný, není nutné psát absolutní hodnotu.
Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image742.wmf]);
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Použijeme substituci: 
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2

;

2

dx

x

dy

x

y

=

=



[image: image744.wmf][

]

[

]

;

)

(

arctg

2

1

arctg

2

1

1

2

1

1

2

2

1

1

2

2

4

4

x

y

y

dy

dx

x

x

dx

x

x

=

=

+

=

+

=

+

ò

ò

ò


Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image745.wmf];
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Nejprve předpokládejme, že: 
[image: image746.wmf]b
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, proveďme rozklad na parciální zlomky:


[image: image747.wmf];

)

)(

(

)

)(

(

)

)(

(

)

)(

(

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

x

b

x

a

x

a

D

Cx

x

b

B

Ax

x

b

D

Cx

x

a

B

Ax

x

b

x

a

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

=

+

+


Dostaneme soustavu lineárních rovnic:
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Řešení soustavy: 
[image: image749.wmf];
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 máme tedy rozklad:
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 (použili jsme výsledek příkladu 7.x.)

Nyní předpokládejme, že 
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 (výsledek příkladu 7.x.)

Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image755.wmf];

0

,

0

);

;

(

;

)

)(

(

2

2

2

2

2

¹

¹

+¥

-¥

Î

+

+

ò

b

a

x

dx

x

b

x

a

x


Nejprve předpokládejme, že: 
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, proveďme rozklad na parciální zlomky:
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Dostaneme soustavu lineárních rovnic:
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Řešení soustavy: 
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 máme tedy rozklad:
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 (použili jsme výsledek příkladu 7.x.)

Nyní předpokládejme, že 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image766.wmf]);

;

(

;

1

1

6

+¥

-¥

Î

+

ò

x

dx

x


Výpočet tohoto integrálu je poněkud obtížný a zdlouhavý, proto některé kroky přeskočíme.

Polynom ve jmenovateli nemá reálné kořeny, má 6 imaginárních kořenů a to: 
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 přičemž jde o 3 dvojice komplexně sdružených kořenů.
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Rozklad na parciální zlomky dá toto:

[image: image772.wmf];
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Výpočet neuvádíme, je zdlouhavý. Výrazy ještě upravíme následovně:
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Výsledek:
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrály: 
[image: image785.wmf];
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(integrace per partes: 
[image: image787.wmf];

sin

1

;

cos

;

;

bx

b

v

bx

v

ae

u

e

u

ax

ax

=

=

¢

=

¢

=

)


[image: image788.wmf][

]

;

0

;

cos

cos

1

sin

¹

+

-

=

ò

ò

b

dx

bx

e

b

a

bx

e

b

dx

bx

e

ax

ax

ax


(integrace per partes: 
[image: image789.wmf];
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Z této soustavy rovnic nyní integrály určíme, nejlépe dosazením.
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Výsledek:
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O správnosti výsledků se přesvědčíme zpětným derivováním (proveďte).

Také se tyto integrály uvádějí v tomto tvaru:
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Nyní si ukážeme, jak počítat integrály typu: 
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 je racionální funkce dvou proměnných. Tyto integrály se počítají pomocí tzv. Eulerovy substituce.
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Zde se omezíme na případ: 
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. Předchozí rovnost umocníme na druhou, dostaneme:
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2

2

2

2

2

t

a

b

bt

c

a

t

a

t

t

a

b

c

t

a

t

x

a

c

bx

ax

+

+

+

=

+

+

-

-

=

+

-

=

+

+


Lze též použít substituci:
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Tímto se převede daný integrál na integrál racionální funkce.

Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Použijeme Eulerovu substituci: 
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Použijeme Eulerovu substituci: 
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Poslední výraz ještě upravíme takto:
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Tím jsme dostali stejný výraz jako dříve. První substituce zde byla výhodnější. Platí: 
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 tj. výrazy jsou vždy kladné, tudíž není nutno psát absolutní hodnotu. Ještě ověříme správnost zpětným derivováním:
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Použijeme Eulerovu substituci: 
[image: image823.wmf]t

x

x

+

-

=

-

1

2

, tj. 
[image: image824.wmf]2

2

2

2

2

1

2

1

t

xt

t

xt

x

x

+

-

=

-

Þ

+

-

=

-

,

tj. 
[image: image825.wmf];

1

;

2

1

1

;

2

1

;

2

1

2

2

2

2

2

2

-

+

=

-

=

+

-

=

-

-

=

+

=

x

x

t

t

t

t

x

x

dt

t

t

dx

t

t

x


 
[image: image826.wmf][

]

;

1

ln

ln

1

2

1

2

1

1

1

1

2

2

2

2

2

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

=

=

=

-

×

-

=

-

ò

ò

ò

x

x

t

dt

t

dt

t

t

t

t

dx

x


Ještě ověříme správnost zpětným derivováním:
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Příklad 7.x.

Vypočteme další integrály, předpokládejme, že 
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metoda integrace per partes: 
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Použijeme známý výsledek: 
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 (Př. 7.x.)
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(integrace per partes: 
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Dostali jsme vlastně 2 rovnice o 2 neznámých:
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Odtud dostaneme tyto výsledky:
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Nyní ověříme zpětným derivováním správnost výsledků.
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S využitím předchozích výsledků odvodíme další výsledek:
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Odtud dostáváme:
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Správnost ověříme zpětným derivováním.
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Příklad 7.x.

Vypočteme např. integrál: 
[image: image851.wmf];
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Použijeme substituci: 
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 a výsledek dřívějšího příkladu.
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Příklad 7.x.

Vypočteme např. integrál: 
[image: image855.wmf];
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Použijeme substituci: 
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 a výsledek dřívějšího příkladu.
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Příklad 7.x.

a) vypočtěme integrál: 
[image: image858.wmf];
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ln

 je konstanta)

b) vypočtěme integrál: 
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V obou případech jsme použili substituci: 
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Příklad 7.x.

Vypočteme další integrály, předpokládejme, že 
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metoda integrace per partes: 
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Použijeme známý výsledek: 
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 (Př. 7.x.)
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(integrace per partes: 
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Dostali jsme 2 rovnice o 2 neznámých:
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Odtud dostaneme tyto výsledky:
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Nyní ověříme zpětným derivováním správnost výsledků.
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S využitím předchozích výsledků odvodíme další výsledek:
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Odtud dostáváme:
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Správnost ověříme zpětným derivováním.
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Nyní si ukážeme, jak počítat integrály typu: 
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Tímto se převede daný integrál na integrál racionální funkce.

Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Použijeme stejnou substituci jako v předchozím příkladě.
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Výraz pod odmocninou je kladný pro 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Výraz pod odmocninou je kladný pro 
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Vypočtěme tento příklad ještě jiným způsobem.
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Pak použijeme substituci: 
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Dostali jsme zdánlivě jiný výsledek, jsou to jen různí reprezentanti téže třídy, což ukážeme.
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image928.wmf];
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Výraz pod odmocninou je kladný pro 
[image: image929.wmf])
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, tj. tam hledáme primitivní funkci.
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Příklad 7.x.
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Příklad 7.x.

Vypočtěme ještě jiným způsobem integrál: 
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 (viz též Př. 7.x.)

Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Použijeme substituci: 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Použijeme substituci: 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Použijeme substituci: 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image960.wmf]);
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Použijeme substituci: 
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Vypočtěme integrál: 
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Použijeme substituci: 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
[image: image968.wmf];

1

,

0

);

;

(

;

1

¹

>

¥

+

-¥

Î

+

ò

a

a

x

a

dx

x


Použijeme substituci: 
[image: image969.wmf]dx

a

dy

a

x

y

ln

;

ln

=

=



[image: image970.wmf][

]

[

]

=

+

-

=

+

-

=

+

=

+

=

+

ò

ò

ò

x

y

y

a

x

x

a

a

x

a

e

y

a

e

dy

a

e

dx

a

dx

1

ln

ln

ln

1

1

ln

ln

1

1

ln

1

1

1

ln
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Použili jsme výsledek předchozího příkladu.
Příklad 7.x.

Vypočteme integrál: 
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Máme tyto vzorce: 
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Pozor: danou substituci nesmíme použít v intervalu, který obsahuje číslo tvaru: 
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Tato substituce se používá, pokud jsou funkce 
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Pozor: danou substituci nesmíme použít v intervalu, který obsahuje číslo tvaru: 
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Máme tyto vzorce: 
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Pozor: danou substituci nesmíme použít v intervalu, který obsahuje číslo tvaru: 
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Tato substituce se používá, pokud jsou funkce 
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Pozor: danou substituci nesmíme použít v intervalu, který obsahuje číslo tvaru: 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Ještě ověříme správnost výsledku zpětným derivováním.
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Použijeme substituci: 
[image: image1011.wmf]t

x

=

tg

.


[image: image1012.wmf]=

+

=

+

×

+

+

+

=

+

ò

ò

ò

dt

b

t

a

t

dt

t

b

t

t

a

dx

x

b

x

a

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1

cos

sin

1



[image: image1013.wmf];

tg

arctg

1

arctg

1

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

x

b

a

ab

t

b

a

ab


Správnost ověříme zpětným derivováním:
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Položme: 
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Zřejmě je: 
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[image: image1033.wmf])

(

x

F

 je zřejmě primitivní funkce k dané funkci v celé množině 
[image: image1034.wmf]R

 (je spojitá), tj. také funkce 
[image: image1035.wmf]R

Î

+

C

C

x

F

,

)

(

 je primitivní funkce k dané funkci v celé množině 
[image: image1036.wmf]R

.


[image: image1037.wmf][

]

;

)

(

cos

sin

1

2

2

2

2

x

F

dx

x

b

x

a

=

+

ò


Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Použijeme substituci: 
[image: image1039.wmf]t

x

=

tg

.


[image: image1040.wmf]=

+

+

=

+

×

+

+

=

+

ò

ò

ò

dt

t

a

b

a

dt

t

t

b

a

dx

x

b

a

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

)

(

1

1

1

1

1

cos

1



[image: image1041.wmf];
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Správnost ověříme zpětným derivováním:
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Primitivní funkci je však nutno ještě „poslepovat“, neboť substituci 
[image: image1045.wmf]t

x

=

tg

 nesmíme použít v žádném intervalu obsahujícím číslo tvaru: 
[image: image1046.wmf]Z

Î

+

k

k

;

2

)

1

2

(

p

. „Poslepování“ se provede podobně jako v předchozím příkladě. Položme: 
[image: image1047.wmf]2

2

b

a

a

+

=

D

p

.

[image: image1048.wmf];

2

1

tg

arctg

1

lim

2

2

2

2

)

1

2

(

2

D

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

-

+

®

x

b

a

a

b

a

a

k

x

p



[image: image1049.wmf];
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Použijeme substituci: 
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Správnost ověříme zpětným derivováním:
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Primitivní funkci je však nutno ještě „poslepovat“, neboť substituci 
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Příklad 7.x.
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Použili jsme výsledek příkladu 7.x. Některé kroky jsme přeskočili (udělejte sami).
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 (viz Př. 7.x.)

Příklad 7.x.
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Příklad 7.x.
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Použili jsme výsledek příkladu 7.x. Primitivní funkci je nutno ještě „poslepovat“.
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Primitivní funkci je nutno ještě „poslepovat“. Položme: 
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Úpravou jsme „přesunuli“ body nespojitosti.
Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Zřejmě je: 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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V tomto případě jmenovatel není nikde nulový, tudíž integrand je spojitá funkce. Má tedy primitivní funkci v celém 
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(použili jsme výsledek příkladu 7.x.)

Primitivní funkci je však nutno ještě „poslepovat“, neboť substituci 
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Položme: 
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funkce 
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Zřejmě je: 
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Funkce 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme integrál: 
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Použijeme substituci: 
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Poznámka: též lze použít substituci: 
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 Výpočet bude podobný, ale obdržíme: 
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Některé integrály neumíme spočítat, bylo dokázáno, že primitivní funkce nepatří mezi elementární. Jsou to např. následující integrály:
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V některých případech můžeme primitivní funkci vyjádřit pomocí Taylorovy řady (viz dále).
Příklad 7.x.

Integrál 
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Pokusme se vypočítat integrál: 
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per partes (
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Pokusme se vypočítat integrál: 
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per partes (
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