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VI. Věta o střední hodnotě

Věta 6.1. (Rolleova věta)
Buď dána funkce 
[image: image1.wmf]f
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Věta 6.2. (Věta o střední hodnotě, Lagrangeova)
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Věta má jednoduchý geometrický význam (viz náčrtek). Větu o střední hodnotě ještě poněkud zobecníme.

Věta 6.3. (Zobecněná věta o střední hodnotě, Cauchyova)
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Poznámka:

Položíme-li ve větě 6.3. 
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Poznámka:

Následující postup při důkazu předchozí věty je nesprávný.
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neboť číslo 
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Věta 6.4.
Buď dána funkce 
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Důkaz:
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tj. funkce splňuje Lipschicovu podmínku.
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Poznámka:

Pomocí věty o střední hodnotě lze též dokázat větu 5.x. Je-li derivace funkce na intervalu kladná (záporná), je funkce rostoucí (klesající).
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Věta 6.5. (1. L´Hospitalovo pravidlo)
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Zvolme 
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Tedy dostáváme tvrzení: 
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□

Věta 6.6. (2. L´Hospitalovo pravidlo)
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Důkaz:
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Podobně zvolme 
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Poznámka:

L´Hospitalovo pravidlo platí i v případě, že 
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L´Hospitalovo pravidlo se používá na výpočet limity v případě, že jde o typ 
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 (tzv. neurčité výrazy). Pravidlo lze užít i opakovaně. Jeho použití si ukážeme na následujících příkladech. Není dobré ho ale používat bezmyšlenkovitě.

Pokud nejde o uvedené typy, nelze pravidlo použít. Někdy se ale podaří příklad na některý z uvedených typů převést.

Při použití L´Hospitalova pravidla se derivuje čitatel i jmenovatel, nejedná se o derivaci podílu.
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Příklad 6.2.
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Poznámka:

Pokud je příslušné číslo 
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Poznámka:
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Příklad 6.4.
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Příklad 6.x.

a) Nechť funkce 
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d) Nechť funkce 
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Příklad 6.x.
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 (2( opakovaně použito L’Hospitalovo pravidlo)
(viz též příklad 3.x.)
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Příklad 6.x.

Vypočtěme limitu: 
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Bude nutno použít 2( L’Hospitalovo pravidlo.
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Příklad 6.x.

a) 
[image: image188.wmf]=

-

×

-

×

=

-

×

-

×

=

-

-

®

®

4

2

ln

4

4

2

ln

16

2

ln

4

2

ln

16

2

2

ln

2

2

2

ln

2

2

ln

2

2

ln

2

lim

2

2

2

lim

2

2

2

2

2

2

2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x



[image: image189.wmf];

2

ln

16

)

1

2

(ln

4

)

1

2

(ln

2

ln

64

4

2

ln

4

2

ln

64

)

2

(ln

64

2

=

-

-

=

-

-

=


b) 
[image: image190.wmf]=

-

-

=

-

×

-

×

=

-

-

-

-

®

-

-

®

®

1

1

2

1

1

ln

ln

)

(ln

lim

ln

ln

ln

ln

lim

lim

a

x

a

x

x

a

a

x

a

x

a

x

x

a

a

x

a

x

x

a

a

x

x

a

a

a

a

x

a

a

a

a

a

x

a

a

a

x

a

a

a

a

a

a

a

x

a

a

a

a

x

a

x

a

x



[image: image191.wmf];

0

;

ln

)

1

(ln

)

1

(ln

ln

ln

ln

)

(ln

2

>

=

-

-

=

-

-

=

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a


Příklad za b) je zobecnění příkladu za a) (
[image: image192.wmf]2

=

a

).
Příklad 6.x.
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 (viz též př. 3.x.)
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Přiklad za c) je zobecnění příkladu za b) (
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Příklad 6.x.

Vypočtěme limitu: 
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 (geometrický průměr čísel 
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Tento příklad můžeme zobecnit.
Příklad 6.x.

Vypočtěme limitu: 
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Příklad 6.x.

Vypočtěme limitu: 
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Napřed provedeme úpravy a pak použijeme L‘Hospitalovo pravidlo.
Substituce: 
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Následující příklad nám ukazuje, že není dobré používat L‘Hospitalovo pravidlo „bezmyšlenkovitě“.

Příklad 6.x.
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Zde bylo nutno L´Hospitalovo pravidlo použít 2(, derivováním se výraz stal složitějším. Výpočet byl poměrně komplikovaný. Jednodušší postup je tento:
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Výpočet byl podstatně jednodušší, použili jsme výsledek dřívějšího příkladu.

Ještě komplikovanější by bylo bezmyšlenkovité použití L´Hospitalova pravidla na příklad:
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Derivovat 2( součin 3 funkcí by bylo komplikované. Lze zde též použít podobný trik jako dříve.
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Někdy je dobré kombinovat L´Hospitalovo pravidlo s částečným limitováním a částečnými úpravami, viz následující příklady.
Příklad 6.x.
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(4( použito l´Hospitalovo pravidlo)
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Tento příklad ještě zobecníme.
Příklad 6.x.
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Zde jsme kombinovali l´Hospitalovo pravidlo s úpravami. Derivace vyšších řádů jsou složité.

Příklad 6.x. (důležitý)
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Zde jsme použili 
[image: image245.wmf]´

n

 2. l´Hospitalovo pravidlo.
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Důsledek:

Exponenciála roste (pro 
[image: image247.wmf]+¥

®

x

) rychleji než jakákoli mocnina.
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Důsledek:

Logaritmus roste (pro 
[image: image250.wmf]+¥

®

x

) pomaleji než jakákoli odmocnina.
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Příklad 6.x.
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Příklad 6.x.
Vypočtěme: 
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Lze též převést na předchozí případ:
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Příklad 6.x.
Vypočtěme: 
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Lze též převést na předchozí případ:
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Příklad 6.x.
Vypočtěme: 
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Vypočtěme: 
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Vypočtěme: 
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Příklad lze též počítat i elementárně.
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Příklad 6.x.
Vypočtěme: 
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Použili jsme výsledek dřívějšího příkladu.
Někdy použití L’Hospitalova pravidla nevede k cíli, což si ukážeme na následujících příkladech.
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 (jsme v začarovaném kruhu)
Limitu lze spočítat jednoduše bez použití L’Hospitalova pravidla.
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(jsme v začarovaném kruhu), (viz též př. 3.x.)
Příklad 6.x.
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(jsme v začarovaném kruhu), (viz též př. 3.x.)
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L’Hospitalovo pravidlo zde nevede k cíli, limita ovšem existuje.
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Zavedeme některé další pojmy, abychom se mohli účelně vyjadřovat.
Definice 6.x.

Buďte 
[image: image304.wmf]g

f

,

 funkce definované v jistém 
[image: image305.wmf])

(

0

x

P

, kde 
[image: image306.wmf]R

Î

0

x

.
Funkce 
[image: image307.wmf]f

 je v 
[image: image308.wmf])

(

0

x

P

 (pro 
[image: image309.wmf]0

x

x

®

) nekonečně malá řádu vyššího než funkce 
[image: image310.wmf]g

, jestliže platí: 
[image: image311.wmf]0

)

(

)

(

lim

0

=

®

x

g

x

f

x

x

. Značíme: 
[image: image312.wmf])

(

))

(

(

)

(

0

x

x

x

g

o

x

f

®

=

.

Funkce 
[image: image313.wmf]g

f

,

 jsou v 
[image: image314.wmf])

(

0

x

P

 (pro 
[image: image315.wmf]0

x

x

®

) ekvivalentní, jestliže platí: 
[image: image316.wmf]1

)

(

)

(

lim

0

=

®

x

g

x

f

x

x

. Značíme: 
[image: image317.wmf])

(

)

(

)

(

0

x

x

x

g

x

f

®

»

.

Funkce 
[image: image318.wmf]f

 je v 
[image: image319.wmf])

(

0

x

P

 (pro 
[image: image320.wmf]0

x

x

®

) nekonečně malá stejného řádu jako funkce 
[image: image321.wmf]g

, jestliže platí: 
[image: image322.wmf]{

}

0

)

(

)

(

lim

0

-

Î

=

®

R

c

x

g

x

f

x

x

. Limita je vlastní nenulová. Značíme: 
[image: image323.wmf])

(

)

(

)

(

0

x

x

x

g

c

x

f

®

»


Platí tedy: 
[image: image324.wmf]0

)

(

))

(

(

lim

0

=

®

x

g

x

g

o

x

x

.

Definice 6.x.

Buď 
[image: image325.wmf]f

 funkce definované v jistém 
[image: image326.wmf])

(

0

x

P

, kde 
[image: image327.wmf]R

Î

0

x

. Funkce 
[image: image328.wmf]f

 je v 
[image: image329.wmf])

(

0

x

P

 nekonečně malá řádu 
[image: image330.wmf]0

N

Î

n

, jestliže platí: 
[image: image331.wmf]{

}

0

)

(

)

(

lim

0

0

-

Î

=

-

®

R

c

x

x

x

f

n

x

x

 (limita je vlastní a nenulová). (
[image: image332.wmf])

(

)

(

)

(

0

0

x

x

x

x

c

x

f

n

®

-

»

)
Funkce 
[image: image333.wmf]f

 je v 
[image: image334.wmf])

(

0

x

P

 nekonečně malá řádu vyššího než 
[image: image335.wmf]0

N

Î

n

, jestliže platí: 
[image: image336.wmf]0

)

(

)

(

lim

0

0

=

-

®

n

x

x

x

x

x

f

 (limita je nulová). 
[image: image337.wmf](

)

)

(

)

(

)

(

0

0

x

x

x

x

o

x

f

n

®

-

=


Příklad:
a) 
[image: image338.wmf])

0

(

sin

®

»

x

x

x

 (nekonečně malá řádu 1)

b) 
[image: image339.wmf])

0

(

cos

1

2

2

1

®

»

-

x

x

x

 (nekonečně malá řádu 2)
c) 
[image: image340.wmf])

0

(

sin

3

6

1

®

-

»

-

x

x

x

x

 (nekonečně malá řádu 3)

Použité zdroje:

1) Berman G. H.: Sbornik zadač po kursu matematičeskovo analyza (ruský orig.)

2) Černý I.: Úvod do inteligentního kalkulu I

3) Děmidovič B. P.: Sbírka úloh a cvičení z matematické analýzy

4) Jarník V.: Diferenciální počet I

_1590918411.unknown

_1691905586.unknown

_1724587525.unknown

_1724612332.unknown

_1746213898.unknown

_1746215474.unknown

_1746215895.unknown

_1768726159.unknown

_1746215597.unknown

_1746215032.unknown

_1746215190.unknown

_1746212005.unknown

_1746212533.unknown

_1746213845.unknown

_1746212390.unknown

_1724612693.unknown

_1746211493.unknown

_1724612653.unknown

_1724593690.unknown

_1724594467.unknown

_1724594968.unknown

_1724595770.unknown

_1724594757.unknown

_1724594967.unknown

_1724593996.unknown

_1724594140.unknown

_1724593870.unknown

_1724590608.unknown

_1724591024.unknown

_1724591369.unknown

_1724591009.unknown

_1724590486.unknown

_1721150840.unknown

_1724586816.unknown

_1724587039.unknown

_1724587472.unknown

_1724587001.unknown

_1724569681.unknown

_1724569758.unknown

_1724571029.unknown

_1724571240.unknown

_1724570864.unknown

_1724569750.unknown

_1724569057.unknown

_1694972766.unknown

_1721145858.unknown

_1721145916.unknown

_1721145822.unknown

_1694934645.unknown

_1694935035.unknown

_1691905982.unknown

_1694931438.unknown

_1691906152.unknown

_1691905950.unknown

_1674310136.unknown

_1676056889.unknown

_1690745154.unknown

_1690827439.unknown

_1691905041.unknown

_1691905160.unknown

_1691830433.unknown

_1690827441.unknown

_1690746698.unknown

_1690747520.unknown

_1690746225.unknown

_1690746472.unknown

_1690746427.unknown

_1690745703.unknown

_1676112590.unknown

_1676120853.unknown

_1690744093.unknown

_1690744438.unknown

_1690744774.unknown

_1690744398.unknown

_1690744335.unknown

_1690743882.unknown

_1690744007.unknown

_1690743581.unknown

_1676113233.unknown

_1676120852.unknown

_1676113011.unknown

_1676113107.unknown

_1676112770.unknown

_1676059191.unknown

_1676111185.unknown

_1676112574.unknown

_1676111069.unknown

_1676103619.unknown

_1676058814.unknown

_1676058907.unknown

_1676058666.unknown

_1674310775.unknown

_1674375667.unknown

_1674591227.unknown

_1674591897.unknown

_1674994920.unknown

_1674591709.unknown

_1674591104.unknown

_1674311081.unknown

_1674310168.unknown

_1674310202.unknown

_1674310155.unknown

_1672083572.unknown

_1672083941.unknown

_1672084868.unknown

_1672084929.unknown

_1672126021.unknown

_1672131616.unknown

_1672084940.unknown

_1672084877.unknown

_1672084402.unknown

_1672084442.unknown

_1672084183.unknown

_1672084195.unknown

_1672084026.unknown

_1672083721.unknown

_1672083856.unknown

_1672083920.unknown

_1672083763.unknown

_1672083642.unknown

_1672083674.unknown

_1672083594.unknown

_1672083262.unknown

_1672083453.unknown

_1672083516.unknown

_1672083529.unknown

_1672083472.unknown

_1672083383.unknown

_1672083438.unknown

_1672083321.unknown

_1672083170.unknown

_1672083234.unknown

_1672083244.unknown

_1672083184.unknown

_1627152353.unknown

_1627152444.unknown

_1672083134.unknown

_1672083144.unknown

_1672083161.unknown

_1627152755.unknown

_1672083120.unknown

_1627152977.unknown

_1627152581.unknown

_1627152379.unknown

_1591019705.unknown

_1591036970.unknown

_1591035680.unknown

_1590921860.unknown

_1590922012.unknown

_1590922187.unknown

_1590954873.unknown

_1590955814.unknown

_1590922337.unknown

_1590922046.unknown

_1590921932.unknown

_1590919058.unknown

_1590919153.unknown

_1590918776.unknown

_1349187436.unknown

_1349548256.unknown

_1489648415.unknown

_1590505482.unknown

_1590523559.unknown

_1590524760.unknown

_1590870870.unknown

_1590908540.unknown

_1590912707.unknown

_1590908514.unknown

_1590524863.unknown

_1590525521.unknown

_1590525686.unknown

_1590525427.unknown

_1590524788.unknown

_1590524524.unknown

_1590524544.unknown

_1590524318.unknown

_1590523046.unknown

_1590523178.unknown

_1590523303.unknown

_1590523131.unknown

_1590522824.unknown

_1590505881.unknown

_1489650777.unknown

_1490473150.unknown

_1590503855.unknown

_1590503919.unknown

_1490473206.unknown

_1490473266.unknown

_1490080870.unknown

_1490081333.unknown

_1490473086.unknown

_1490081332.unknown

_1489650822.unknown

_1489648807.unknown

_1489649495.unknown

_1489648496.unknown

_1489524289.unknown

_1489613065.unknown

_1489648105.unknown

_1489648272.unknown

_1489647040.unknown

_1489612520.unknown

_1349983715.unknown

_1349984059.unknown

_1350055138.unknown

_1489524218.unknown

_1350055417.unknown

_1350054837.unknown

_1349984206.unknown

_1349983920.unknown

_1349984009.unknown

_1349983847.unknown

_1349983537.unknown

_1349983609.unknown

_1349983096.unknown

_1349983366.unknown

_1349983443.unknown

_1349983165.unknown

_1349548611.unknown

_1349548565.unknown

_1349287567.unknown

_1349466705.unknown

_1349547601.unknown

_1349547835.unknown

_1349547578.unknown

_1349374376.unknown

_1349448297.unknown

_1349448724.unknown

_1349451065.unknown

_1349465969.unknown

_1349448947.unknown

_1349448513.unknown

_1349374816.unknown

_1349374888.unknown

_1349287728.unknown

_1349288187.unknown

_1349288230.unknown

_1349287868.unknown

_1349287666.unknown

_1349286350.unknown

_1349287343.unknown

_1349287523.unknown

_1349287541.unknown

_1349287511.unknown

_1349286779.unknown

_1349287084.unknown

_1349286734.unknown

_1349285558.unknown

_1349286091.unknown

_1349286122.unknown

_1349285992.unknown

_1349284837.unknown

_1349284952.unknown

_1349187488.unknown

_1349185499.unknown

_1349186611.unknown

_1349186999.unknown

_1349187160.unknown

_1349187247.unknown

_1349187042.unknown

_1349186890.unknown

_1349186910.unknown

_1349186845.unknown

_1349186196.unknown

_1349186445.unknown

_1349186543.unknown

_1349186310.unknown

_1349185699.unknown

_1349185741.unknown

_1349186049.unknown

_1349185627.unknown

_1349183779.unknown

_1349185101.unknown

_1349185325.unknown

_1349185400.unknown

_1349185280.unknown

_1349184535.unknown

_1349184401.unknown

_1349184517.unknown

_1349183427.unknown

_1349183479.unknown

_1349183705.unknown

_1349183301.unknown

_1349183370.unknown

_1245695366.unknown

