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I. Supremum a infimum

Buď dáno těleso racionálních čísel 
[image: image1.wmf](
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. Číslo je racionální, lze-li ho vyjádřit zlomkem ve tvaru 
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 (Viz algebra, 
[image: image3.wmf])
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). Těleso racionálních čísel je podílové těleso oboru integrity celých čísel. Těleso racionálních čísel je uspořádané, přičemž každá dvě čísla jsou srovnatelná.

Předpokládá se znalost počítání s racionálními čísly, základní znalost logiky a množin.

Věta 1.1.

Pro racionální (též i reálná) čísla platí následující tvrzení:
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Důkaz:
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□

Poznámka:

Implikace v bodě 3) se nedá obrátit. Z nerovností nalevo plyne nerovnost napravo, ale z nerovnosti napravo neplynou nerovnosti nalevo.

Nyní rozšíříme množinu racionálních čísel 
[image: image17.wmf]Q

, která je spočetná, na množinu reálných čísel 
[image: image18.wmf]R

, která je nespočetná. 
[image: image19.wmf]Q
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 (viz Algebra). Provedeme to pomocí Dedekindovy teorie řezů. Teorii řezů nyní stručně popíšeme (podrobněji: Jarník V., Diferenciální počet I).

Definice 1.1.

Dvojice množin D, H (
[image: image20.wmf]Q
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 tj. každé číslo z množiny 
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 je větší než libovolné číslo z množiny 
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 a každé číslo z množiny 
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 je menší než libovolné číslo z množiny 
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Řez značíme 
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 je dolní část řezu, 
[image: image30.wmf]H

 je horní část řezu.

Poznámka:

Podmínku 1) z definice 1.1. lze též vyjádřit ekvivalentně takto: 
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Číslo je v jedné podmnožině právě tehdy, když není v druhé podmnožině.

Definice 1.2a.

Buď 
[image: image33.wmf]Q
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Definice 1.2b.

Buď 
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Definice 1.3.

Buď dán řez 
[image: image45.wmf](
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1. druhu, existuje-li 
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4. druhu, existuje-li 
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Věta 1.2.

Buď 
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3) Řez 
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 není 4. druhu (řezy 4. druhu neexistují).
Důkaz:
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□

Věta 1.2a.

Buďte 
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 je dolní skupina nějakého řezu.
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 je horní skupina nějakého řezu.

Důkaz:
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□

Ukázali jsme, že řezy 4. druhu neexistují.
Řezy 3. druhu existují, ty představují iracionální čísla.

Příklad 1.1.

Utvořme řez: 
[image: image86.wmf]{
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Ukážeme, že jde o řez 3. druhu.

Nejdříve ukážeme, že žádné racionální číslo nemá druhou mocninu rovnou číslu 2,
tj. 
[image: image87.wmf]2

 není racionální číslo.

Nechť existuje racionální číslo s vlastností: 
[image: image88.wmf];
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 předpokládejme dále, že čísla 
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 je liché (plyne z předpokladu nesoudělnosti). Existuje číslo 
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 což je spor s tím, že číslo 
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 je liché.

Ukážeme, že množina 
[image: image97.wmf]D

 nemá největší prvek. Zvolme 
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Množina 
[image: image105.wmf]D

 nemá tedy největší prvek.
Ukážeme, že množina 
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 nemá nejmenší prvek. Zvolme 
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Množina 
[image: image114.wmf]H

 nemá tedy největší prvek.
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 Řez 1. druhu představuje ideál ve svazu určený prvkem 
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 ideál neurčený prvkem.

Věta 1.x.

Buďte 
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4) 
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5) Platí: 
[image: image133.wmf];
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 (aspoň jedna z možností nastane)

Důkaz:

Provedeme jen pro body 4) a 5), neboť pro body 1-3) je zřejmý.

4) 
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5) Předpokládejme, že neplatí ani jedna z možností, tj. 
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□

Definice 1.4.

Číslo 
[image: image142.wmf]x

 je číslo určené řezem 
[image: image143.wmf](
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[image: image144.wmf];
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 přičemž nikdy nenastanou obě rovnosti současně. Značíme: 
[image: image145.wmf](
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Poznámka:

Je-li 
[image: image146.wmf](
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[image: image147.wmf]D
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Je-li 
[image: image148.wmf](
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[image: image149.wmf]H
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.

Definice 1.5.

Buďte 
[image: image150.wmf](
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[image: image153.wmf](

)

(

)

;

li

je

,

2

1

2

1

2

2

1

1

Æ

¹

Ç

Ù

Ì

-

<

D

H

D

D

H

D

H

D

 a obsahuje více než 1 prvek.
Poznámka:

Buď 
[image: image154.wmf]Q
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, utvořme řezy 
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[image: image157.wmf]D
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[image: image158.wmf]{
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[image: image159.wmf]H
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Oba řezy představují totéž racionální číslo 
[image: image160.wmf]a

. Platí: 
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Věta 1.x.

Buďte 
[image: image163.wmf](
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Důkaz:
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tedy dle definice 1.x je: 
[image: image174.wmf](
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Protože nastane aspoň jedna z možností: 
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[image: image180.wmf]2
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tedy dle definice 1.x je: 
[image: image182.wmf](
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Protože nastane aspoň jedna z možností: 
[image: image183.wmf]1
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□

Následující věta představuje zobecnění věty 1.x.

Věta 1.x.

Buďte 
[image: image184.wmf](
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Důkaz:

1) Zvolme 
[image: image189.wmf]Q
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Dále platí: 
[image: image193.wmf]{
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Definice 1.6.

Buď 
[image: image195.wmf](
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 je (konečné) reálné číslo. Jde-li o řez 1. nebo 2. druhu, je 
[image: image198.wmf]x

 racionální číslo, jde-li o řez 3. druhu, je 
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 iracionální číslo.
Řez 
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Množina 
[image: image205.wmf]R

 je množina konečných (vlastních) reálných čísel.
Množina 
[image: image206.wmf]*
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 je množina reálných čísel rozšířená o prvky 
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Platí toto: 
[image: image209.wmf];
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Poznámka: Jedná se o zúplnění ve smyslu věty z algebry.

Těleso reálných čísel 
[image: image210.wmf](
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Tj. pro každé reálné číslo existuje přirozené číslo, které je větší.
Definice 1.7.

Buď 
[image: image213.wmf]R
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 číselná množina.

Množina 
[image: image214.wmf]M

 je shora omezená, existuje-li číslo 
[image: image215.wmf]R
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 s vlastností: Každé číslo z množiny 
[image: image216.wmf]M

 je menší nebo rovno číslu 
[image: image217.wmf]K

. Symbolicky zapsáno:
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Číslo 
[image: image219.wmf]R
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 je horní odhad množiny 
[image: image220.wmf]M

.

Množina 
[image: image221.wmf]M

 je zdola omezená, existuje-li číslo 
[image: image222.wmf]R
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 s vlastností: Každé číslo z množiny 
[image: image223.wmf]M

 je větší nebo rovno číslu 
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. Symbolicky zapsáno:
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Číslo 
[image: image226.wmf]R
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 je dolní odhad množiny 
[image: image227.wmf]M

.

Je-li množina 
[image: image228.wmf]M

 shora i zdola omezená, říkáme že 
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 je (oboustranně) omezená.

Věta 1.3.

Buď 
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 číselná množina. Množina 
[image: image231.wmf]M

 je (oboustranně) omezená, právě když existuje číslo 
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Důkaz:

„(“ Množina 
[image: image234.wmf]M

 je omezená shora i zdola. Tedy platí: 
[image: image235.wmf];
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Zřejmě platí: 
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Předpokládejme, že 
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 Tedy množina 
[image: image249.wmf]M

 je (oboustranně) omezená.
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Definice 1.8a.

Buď 
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 je supremum množiny 
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 (
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 je horní odhad množiny 
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[image: image258.wmf]S

 je nejmenší horní odhad, menší číslo již horní odhad není.

Definice 1.8b.

Buď 
[image: image259.wmf]R
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 je infimum množiny 
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 je dolní odhad množiny 
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[image: image267.wmf]s

 je největší dolní odhad, větší číslo již dolní odhad není.

Definice suprema a infima je ekvivalentní s následující definicí.

Supremum: 
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Supremum je nejmenší horní odhad.

Infimum: 
[image: image269.wmf]);

:

(

)

:

(

s

s

s

x

M

x

s

x

M

x

s

s

¢

³

Þ

¢

³

Î

"

Û

¢

<

Î

$

Þ

>

¢


Infimum je největší dolní odhad.

Věta 1.4a. (Věta o supremu – základní věta matematické analýzy)

Buď 
[image: image270.wmf]R
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 má supremum v 
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Není-li množina 
[image: image273.wmf]M

 shora omezená, je 
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Věta 1.4b. (Věta o infimu – základní věta matematické analýzy)

Buď 
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Není-li množina 
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 zdola omezená, je 
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Důkaz:

Uvedeme jen náznak (podrobně Jarník V., Diferenciální počet I).

Pro každé 
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Zřejmě platí: 
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Dá se ukázat, že platí: 
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Dále platí: Množina 
[image: image286.wmf]M

 je shora omezená, právě když 
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Poznámka:
Věty 1.4a. a 1.4b. říkají, že 
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je úplný svaz (viz algebra).

Zřejmě platí: 
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Věta 1.5.

Věta o supremu (V 1.4a.) a věta o infimu (V 1.4b.) jsou ekvivalentní.

Důkaz:

Nechť platí věta o supremu. Buď 
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□

Ukázali jsme, že s věty o supremu plyne věta o infimu. Obrácená implikace by se dokazovala zcela analogicky.

Množinu 
[image: image321.wmf]Q

 racionálních čísel jsme rozšířili (pomocí Dedekindovy teorie řezů) na množinu 
[image: image322.wmf]R

 reálných čísel, aby platila věta o supremu a infimu. Později je budeme používat. V množině racionálních čísel věta o supremu neplatí. Např. množina 
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Věta 1.6.
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Důkaz:
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Pak také platí: 
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Příklad 1.2.
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Zřejmě platí: 
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Příklad 1.x.

Buď dána konečná podmnožina množiny reálných čísel, tj. 
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[image: image371.wmf](
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 je úplně uspořádané těleso, splňující Archimédův axiom.
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Definice 1.9.

Buď 
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Věta 1.7.
a) Buď 
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Důkaz:
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□

Definice 1.10.
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Poznámka:

Buď 
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. Jednobodová množina je také nazývána degenerovaný interval. Interval je jediná souvislá množina v 
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 (viz dále).

Příklad 1.3.

Položme: 
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Platí toto:
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Aritmetika v 
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Neurčité výrazy: 
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Věta 1.8.

Buďte 
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Důkaz:

Platí: 
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Poznámka:

Existuje vzájemně jednoznačný vztah mezi reálnými čísly a body na přímce, máme-li číselnou osu. Proto se někdy pro názornost říká reálnému číslu bod.

Definice 1.11.

Buď 
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[image: image444.wmf])

;
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, kde 
[image: image445.wmf]0
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.

Prstencové 
[image: image446.wmf]-
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okolí definujeme takto: 
[image: image447.wmf]{

}

)

;

(

)

;

(

)

(

)

(

d

d

d

d

+

È

-

=

-

=

x

x

x

x

x

x

x

U

P

.

Dále definujeme okolí 
[image: image448.wmf]¥
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 takto: 
[image: image449.wmf];
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Dále definujeme: 
[image: image450.wmf])
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, tj. pravé prstencové okolí; 
[image: image451.wmf])
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, tj. levé prstencové okolí.

Zřejmě platí: 
[image: image452.wmf])
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. Prstencové okolí bodu vznikne tak, že z okolí bodu „vyjmeme“ daný bod.

Poznámka:

Okolí bodu lze definovat obecněji a to jakýkoli otevřený interval obsahující daný bod.

Věta 1.9.

Buď 
[image: image453.wmf]R
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 Pak platí: 
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□

Připomeňme si princip matematické indukce pro přirozená čísla. Symbol 
[image: image459.wmf])
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n

 značí, že pro přirozené číslo 
[image: image460.wmf]N

Î

n

 platí jisté tvrzení.

Věta 1.10.

Nechť jsou splněny následující podmínky:

1) Platí 
[image: image461.wmf])

1
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 (tvrzení platí pro přirozené číslo 1);

2) 
[image: image462.wmf])
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 (pro každé přirozené číslo platí implikace: Jestliže platí tvrzení pro číslo 
[image: image463.wmf]n

, pak také platí pro číslo 
[image: image464.wmf]1
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n

, tj. pro následovníka);

Pak pro každé přirozené číslo 
[image: image465.wmf]N

Î

n

 platí tvrzení 
[image: image466.wmf])
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.

Důkaz:

Položme 
[image: image467.wmf]N

Ì

K

 množina čísel pro které neplatí tvrzení 
[image: image468.wmf])
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. Zřejmě 
[image: image469.wmf]K
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 (bod 1). Protože množina přirozených čísel je dobře uspořádaná, má množina 
[image: image470.wmf]N
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 nejmenší prvek. Položme 
[image: image471.wmf]K
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, zřejmě 
[image: image472.wmf]2
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. Pro 
[image: image473.wmf]1
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 již tvrzení platí. Dle bodu 2 ale tvrzení platí i pro 
[image: image474.wmf]0
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, což je spor. Tedy 
[image: image475.wmf]Æ
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, tudíž tvrzení platí pro všechna 
[image: image476.wmf]N
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(viz též algebra).
□
Příklad 1.4.

Dokažme matematickou indukcí tvrzení: 
[image: image477.wmf];
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Pro 
[image: image478.wmf]1
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 tvrzení zřejmě platí, nechť tvrzení platí pro číslo 
[image: image479.wmf]N
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. Počítejme: 
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 EMBED Equation.3  [image: image481.wmf];
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Tedy tvrzení platí pro libovolné 
[image: image482.wmf]N
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n

.

Příklad 1.5.

Dokažme matematickou indukcí tvrzení: 
[image: image483.wmf]N
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. (
[image: image484.wmf]1
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 je dělitelné 9).

Pro 
[image: image485.wmf]1
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 tvrzení zřejmě platí, neboť 
[image: image486.wmf]9
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. Nechť tvrzení platí pro číslo 
[image: image487.wmf]N
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. Platí: 
[image: image488.wmf]9
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. Nyní stačí použít indukční předpoklad a je vše jasné.

Příklad 1.6.

Dokažme matematickou indukcí Bernoulliho nerovnost:


[image: image489.wmf](
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Pro 
[image: image490.wmf]1
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 tvrzení zřejmě platí (pro 
[image: image491.wmf]0
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 také platí). Nechť tvrzení platí pro číslo 
[image: image492.wmf]N
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, tj. 
[image: image493.wmf](
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[image: image494.wmf])
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[image: image497.wmf]0
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Tedy tvrzení platí i pro 
[image: image498.wmf]1
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 a je to dokázané.

Bernoulliho nerovnost lze ještě zobecnit. Nechť jsou daná nezáporná čísla 
[image: image499.wmf]0
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[image: image500.wmf];
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[image: image501.wmf];
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Dokáže se též snadno indukcí.
Pro 
[image: image502.wmf]1
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 tvrzení zřejmě platí. Nechť tvrzení platí pro číslo 
[image: image503.wmf]N
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,tj. …. Vynásobme nerovnost výrazem 
[image: image504.wmf]0
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[image: image506.wmf];
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 neboť výrazy 
[image: image507.wmf]1
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 jsou nezáporné.
Budou-li všechna čísla stejná (
[image: image508.wmf]x
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), dostaneme předchozí případ.
Věta 1.11.

Pro reálná čísla platí následující nerovnosti:

1) 
[image: image509.wmf];
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Důkaz:

Zřejmě platí:
[image: image512.wmf];
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1) 
[image: image513.wmf];
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(viz V 1.1 bod 3)
Je-li: 
[image: image514.wmf]b
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2) Platí: 
[image: image516.wmf];
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;

a

b

b

a

b

a

b

a

a

b

a

b

-

=

-

£

-

-

=

-

£

-


tudíž 
[image: image518.wmf]b
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3) Dokážeme to indukcí dle 
[image: image519.wmf]n

. Pro 
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 tvrzení platí (bod 1). Nechť tvrzení platí pro 
[image: image521.wmf]N
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, dokážeme, že platí též pro 
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Tím jsou tvrzení dokázána.
□

Nerovnost ve větě 1.11. bod 3 je velmi důležitá a budeme ji často používat. Později si ukážeme její zobecnění.

Mají-li všechna čísla stejná znaménka, nastává ve větě 1.11. bod 3 rovnost.

Abychom se dále mohli účelně vyjadřovat, zavedeme v následující definici další pojem.

Definice 1.12.

Nechť 
[image: image524.wmf])

(

V

n

 značí, že pro přirozené číslo 
[image: image525.wmf]N

Î

n

 platí jisté tvrzení. Tvrzení 
[image: image526.wmf])

(
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n

 platí pro skoro všechna (zkr. s.v.) 
[image: image527.wmf]N
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, jestliže existuje konečná podmnožina 
[image: image528.wmf]N
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 s vlastností: 
[image: image529.wmf])
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Jinými slovy: Tvrzení 
[image: image530.wmf])
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 platí pro všechna přirozená čísla až na konečný počet.

Věta 1.12.

Tvrzení 
[image: image531.wmf])
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 platí pro skoro všechna 
[image: image532.wmf]N
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, právě když existuje 
[image: image533.wmf]N
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 takové, že platí: 
[image: image534.wmf])
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 (tj. tvrzení platí pro všechna přirozená čísla počínaje číslem 
[image: image535.wmf]0
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Důkaz:

„(“ Existuje konečná podmnožina 
[image: image536.wmf]N
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 s vlastností: 
[image: image537.wmf])
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[image: image538.wmf]N

 je dobře uspořádaná, existuje 
[image: image539.wmf]K
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[image: image540.wmf]1
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„(“ Nechť 
[image: image541.wmf]K

 je množina přirozených čísel, pro která neplatí 
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[image: image543.wmf]{
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Věta 1.13.

Nechť 
[image: image544.wmf])
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 platí pro skoro všechna 
[image: image545.wmf]N
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, 
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[image: image549.wmf]N
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Důkaz:

Tvrzení 
[image: image550.wmf])
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[image: image551.wmf]N
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 je též konečná, neboť sjednocení dvou konečných množin je konečná množina.
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Jiný důkaz:

Dle věty 1.12. existují čísla 
[image: image563.wmf]N

Î

2

1

,

n

n

 s vlastností: Tvrzení 
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 platí pro všechna 
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[image: image568.wmf])

,

max(

2

1

0

n

n

n

=

. Zřejmě konjunkce 
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 platí pro všechna 
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□

Poznámka:

Negace výroku „Tvrzení 
[image: image571.wmf])
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 platí pro skoro všechna 
[image: image572.wmf]N
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.“ je: „Tvrzení 
[image: image573.wmf])
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Použité zdroje:

1) Černý I.: Úvod do inteligentního kalkulu I
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