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X. Stochastické programování
Stochastické programování je poměrně složitá a náročná vědní disciplína. S úlohami, které vedou na stochastické programování, se v praxi setkáváme poměrně často. Mnohé veličiny mají náhodný charakter, my musíme učinit rozhodnutí dříve, než známe realizaci.
To ovšem není jednoduché. Je zde nutná nejen znalost optimalizačních metod, ale též pravděpodobnosti a matematické statistiky.
V lineárním programování jsme předpokládali, že koeficienty jsou daná čísla. V praxi však některé koeficienty mohou mít náhodný charakter, což úlohu značně komplikuje. Náhodné veličiny se mohou vyskytnout jak v účelové funkci, tak v omezujících podmínkách.
Uveďme si příklad, který demonstruje složitost situace.
Příklad 10.1.
Uvažujme následující úlohu:
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Předpokládejme, že 
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 jsou nezávislé náhodné veličiny s rovnoměrným rozdělením, přičemž 
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Jedna z možností, jak úlohu řešit, je tato: Nahradit náhodné koeficienty jejich středními hodnotami a pak to řešit klasicky jako úlohu lineárního programování. Úloha přejde na tvar:
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Vyřešme úlohu duálním simplexovým algoritmem.

	krok
	B.p.
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Po vyřešení úlohy duálním simplexovým algoritmem jsme dostali optimální řešení: 
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 hodnota účelové funkce je: 
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Položme si otázku: S jakou pravděpodobností bude získané řešení přípustné?
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Získané řešení bude tedy přípustné s pravděpodobností 
[image: image22.wmf];
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 tj. bude přípustné s 25% pravděpodobností, což je neuspokojivý výsledek.
Příklad 10.2.

Uvažujme následující úlohu:
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Předpokládejme, že 
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 jsou nezávislé náhodné veličiny s rovnoměrným rozdělením, přičemž 
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Řešení, které je přípustné s pravděpodobností 1, se nazývá permanentně přípustné. V našem případě permanentně přípustná řešení vyhovují nerovnostem:
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Hodnoty na pravé straně jsme nahradili dolními mezemi náhodných veličin.

Vyřešme úlohu simplexovým algoritmem.
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	B.p.
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Obdrželi jsme optimální řešení: 
[image: image39.wmf];
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 hodnota účelové funkce je: 
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(viz graf)
Toto řešení je zaručeně přípustné, ale představuje to značné omezení.
Kdybychom hodnoty na pravé straně nahradili středními hodnotami náhodných veličin, dostali bychom úlohu:
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Provedeme postoptimalizaci, dostaneme toto: 
[image: image43.wmf];
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Nově získané optimální řešení 
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 je přípustné, hodnota účelové funkce je 
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 což je více než v předchozí úloze. Poznamenejme, že je ale přípustné s pravděpodobností 25%, což je malá pravděpodobnost.
Také je možno volit tzv. individuální pravděpodobnostní omezení. Např. požadujeme:


[image: image46.wmf][

]

[

]

;

9

,

0

2

3

;

8

,

0

2

2

2

1

1

2

1

³

£

+

³

£

+

B

x

x

P

B

x

x

P


Distribuční funkce veličiny 
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Distribuční funkce veličiny 
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Úloha pak přejde na tvar:
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Provedeme postoptimalizaci, dostaneme toto: 
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Nově získané optimální řešení 
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 je přípustné, hodnota účelové funkce je 
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 Poznamenejme, že je přípustné s pravděpodobností 
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, což je již vysoká pravděpodobnost.
Příklad 10.3.

Řešme následující úlohu:
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Předpokládejme, že 
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, tj. náhodná veličina s Rovnoměrným rozdělením na intervalu 
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. Množina přípustných řešení závisí na realizaci náhodné veličiny 
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 (viz též parametrické lineární programování).
Zde máme náhodnou veličinu jen v omezujících podmínkách, není v účelové funkci.
Nerovnosti převedeme na rovnosti pomocí přídatných proměnných způsobem již známým. Nejprve budeme předpokládat, že 
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. Úlohu vyřešíme duálním simplexovým algoritmem.
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Nalezli jsme optimální řešení, které je přípustné, pokud 
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 hodnota účelové funkce je: 
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První nerovnost nebude splněna jako rovnost, druhá a třetí bude splněna jako rovnost.
Toto řešení je však přípustné s 20% pravděpodobností.
Je-li 
[image: image92.wmf]2

>

T

, jde o nepřípustné řešení. Musíme opět použít duální simplexový algoritmus.
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Nalezli jsme optimální řešení, které je přípustné, pokud 
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 hodnota účelové funkce je: 
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Druhá nerovnost nebude splněna jako rovnost, první a třetí bude splněna jako rovnost.
Toto řešení je však přípustné s 60% pravděpodobností.

Je-li 
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, jde o nepřípustné řešení. Musíme opět použít duální simplexový algoritmus.
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Nalezli jsme optimální řešení, které je přípustné, pokud 
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, což nastane s pravděpodobností 
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Je to: 
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 hodnota účelové funkce je: 
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První a druhá nerovnost nebude splněna jako rovnost, třetí bude splněna jako rovnost.

Toto řešení je však přípustné jen s 20% pravděpodobností.

Řešení úlohy můžeme vyjádřit takto:
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Buď dále 
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Hodnota účelové funkce se pohybuje v intervalu: 
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á

55

;

32

.

Distribuční funkce veličiny 
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Distribuční funkce veličiny 
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[image: image149.wmf])
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 je též spojitá náhodná veličina.

Nyní vypočteme střední hodnotu účelové funkce, tj. střední hodnotu veličiny 
[image: image150.wmf])
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Střední hodnota účelové funkce je: 
[image: image155.wmf]1
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Kdybychom vzali střední hodnotu (
[image: image156.wmf]5

=

T

E

) a řešili to jako klasickou úlohu lineárního programování, dostali bychom řešení: 
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 hodnota účelové funkce je: 
[image: image158.wmf]43

. Toto řešení je ale přípustné z 50%.

Pokud zvolíme konkrétní 
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, bude řešení přípustné s pravděpodobností 
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Řešení pro 
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 je přípustné jen na 20%. Je to: 
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 hodnota účelové funkce je: 
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. Všechny nerovnosti jsou splněny jako rovnosti.

Řešení pro 
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 je již přípustné na 80%. Je to: 
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 hodnota účelové funkce je: 
[image: image166.wmf]50
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Řešení pro 
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 je již permanentně přípustné (na 100%).
Je to: 
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 hodnota účelové funkce je: 
[image: image169.wmf]55
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Volit řešení permanentně přípustné je ale značně omezující.
Kdybychom např. požadovali, aby řešení bylo přípustné aspoň z 90%, zvolili bychom: 
[image: image170.wmf]9
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 Hodnota účelové funkce je: 
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Kdybychom např. požadovali, aby řešení bylo přípustné aspoň z 70%, zvolili bychom: 
[image: image173.wmf]7

=

T

. Dostali bychom řešení: 
[image: image174.wmf];

66

,

1

;

33

,

9

;

33

,

0

3

5

4

3

28

2

3

1

1

=

=

=

=

=

=

&

&

&

x

x

x

 Hodnota účelové funkce je: 
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Poznámka:

Pokud máme pravděpodobnostní omezení, např. 
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, nemusí být množina prvků, které mu vyhovují, obecně konvexní. Pro 
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Ve stochastickém programování hrají důležitou roli tzv. logaritmicko-konkávní pravděpodobnostní míry a logaritmicko-konkávní funkce.
Definice 10.x.
Buď dán pravděpodobnostní prostor: 
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Zřejmě též platí: 
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Definice 10.x.

Buď 
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Zřejmě též platí: 
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Protože množina 
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Definice 10.x.

Buď dán pravděpodobnostní prostor: 
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Příklad 10.x.
Uvažujme toto pravděpodobnostní omezení: 
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Platí: 
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[image: image201.wmf]);
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Dostali jsme podmínku, kterou musí řešení splňovat, má-li být přípustné s pravděpodobností aspoň 
[image: image202.wmf]a


Věta 10.x.
Buď dáno pravděpodobnostní omezení: 
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Důkaz:
Položme: 
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Tedy veličina 
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Podmínka 
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Matice 
[image: image227.wmf]V

 je positivně definitní, tudíž je funkce 
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Za dané situace též platí podobné tvrzení, že množina 
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Podmínka 
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Tedy funkce 
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Jisté výsledky v této oblasti získal Prékopa (r. 1971), který se problematikou stochastického programování zabýval.

Jisté úlohy stochastického programování jsme již vlastně řešili v kapitole 8, kde jsme řešili hry proti náhodě (také přírodě). Také bylo nutno rozhodnout dříve, než jsme znali realizaci náhodného jevu.

Příklad 10.x.

Typická úloha stochastického programování je úloha prodavače novin. Prodavač novin si objedná 
[image: image245.wmf]M

 výtisků na den po 
[image: image246.wmf]a

 Kč. Prodává je po 
[image: image247.wmf]b

 Kč, přičemž 
[image: image248.wmf]a

b

>

. Počet prodaných výtisků má náhodný charakter, je to náhodná veličina. Neprodané výtisky nelze vrátit.

Prodavač novin se musí rozhodnout dříve, než zná realizaci, a objednat výtisky. Snaží se maximalizovat střední zisk.
Předpokládejme, že prodavač již má zjištěno, kolik výtisků prodá nejvíce a kolik nejméně, dále že ví, s jakou pravděpodobností prodá jistý počet výtisků. Tedy bude 
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Buď 
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 diskrétní náhodná veličina, která představuje počet výtisků, po kterých je poptávka, 
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[image: image252.wmf][

]

;

,

,

1

,

0

;

m

n

j

p

j

m

X

P

j

-

=

=

+

=

K


Pro pravděpodobnosti 
[image: image253.wmf]j
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 musí platit: 
[image: image254.wmf];
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Střední počet výtisků, po kterých je poptávka, je: 
[image: image255.wmf];
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Pokud si prodavač objedná na den 
[image: image256.wmf]M

 výtisků, pak pravděpodobnost, že všechno prodá, je: 
[image: image257.wmf];
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Střední počet prodaných výtisků je: 
[image: image258.wmf];
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Pokud prodavač vše prodá, bude mít zisk: 
[image: image260.wmf]M
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Zisk z prodeje novin je: 
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Je-li 
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, představuje 
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 počet neuspokojených zájemců, výraz 
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 představuje pro prodavače ztrátu příležitosti. Prodavač v tomto případě vše prodá.
Je-li 
[image: image265.wmf]M
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, představuje 
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 počet neprodaných výtisků. Neprodané výtisky snižují prodavači zisk. Výraz lze upravit takto: 
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Střední hodnota zisku je:
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[image: image270.wmf];
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Výraz: 
[image: image271.wmf]+
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 představuje tzv. ztrátovou funkci.
Jde vlastně o hru prodavače proti náhodě. Prodavač má 
[image: image272.wmf]1
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 strategií, náhoda též. Výplatní matice má následující tvar:
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Prvky na hlavní diagonále představují situace, kdy prodavač vše prodá a žádný zákazník nezůstane neuspokojený. Prvky nad hlavní diagonálou představují situace, kdy prodavač vše prodá, ale zůstanou neuspokojení zákazníci (
[image: image275.wmf]i

j

-

 je počet neuspokojených zákazníků). Prvky pod hlavní diagonálou představují situace, kdy prodavač neprodá vše, něco mu zůstane (
[image: image276.wmf]j
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 je počet neprodaných výtisků).
Příklad 10.x.

Uvažujme úlohu prodavače novin s tím rozdílem, že neprodané výtisky lze vrátit za 
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 Kč, kde 
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. Případ 
[image: image279.wmf]0

=

c

 znamená, že je nelze vrátit.
Některé věci jsou stejné, rozdíl je tento:

Zisk z prodeje novin je: 
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Je-li 
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, představuje 
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 počet neprodaných výtisků. Neprodané výtisky snižují prodavači zisk (ne tak tolik). Výraz lze upravit takto: 
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Střední hodnota zisku je:
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-

-

-

+

+

-

=

å

-

-

=

M

c

a

p

M

c

b

p

j

m

c

b

V

m

M

j

j

)

(

)

(

)

)(

(

1

0



[image: image289.wmf]=
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Výraz: 
[image: image291.wmf]+
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 představuje tzv. ztrátovou funkci.

Následující úloha je obdobná těm předchozím.

Výplatní matice má následující tvar:
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výraz pro 
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Příklad 10.x.

Každý den nakupujeme zboží po 2 000 Kč za kus, prodáváme ho zákazníkům po 3 000 Kč za kus. Víme, že každý den prodáme aspoň 2 kusy, ale nejvýše 5 kusů. V následující tabulce je rozdělení pravděpodobnosti počtu prodaného zboží. Máme to vypozorované na základě zkušeností z minulosti.
	počet
	2
	3
	4
	5

	pravd.
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4


Tedy vektor pravděpodobností je: 
[image: image296.wmf](
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Máme rozhodnout, kolik kusů každý den ráno nakoupíme, abychom maximalizovali střední zisk. Uvažujme nejprve, že neprodané zboží nelze vrátit.
Můžeme to též chápat jako hru proti náhodě. Máme 4 strategie (nakoupit 2 až 5 kusů), náhoda má také 4 strategie (prodáme 2 až 5 kusů). Sestavíme výplatní matici, kde prvky budou v tisících Kč.
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Záporný zisk představuje ztrátu. Matice má sedlový bod na pozici 
[image: image298.wmf][

]
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1

. Protože „druhý hráč“ volí strategie náhodně, lze dosáhnout vyššího průměrného zisku.
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Vektor na pravé straně představuje střední hodnotu zisku při volbě jednotlivých strategií, 
[image: image300.wmf](
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Největší střední zisk máme při nákupu 4 kusů zboží, 2 800 Kč.
Utvořme matici ztrát příležitostí:
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Nejmenší ztráty příležitosti jsou ve 2. řádku, tj. z tohoto hlediska je nejvýhodnější koupit 3 kusy.
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Z hlediska střední hodnoty ztráty příležitosti je nejvýhodnější 3. varianta, koupit 4 kusy. Mohli bychom zaplatit až 1 200 Kč za dokonalou informaci.
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[image: image308.wmf];

0

,

4

0

,

2

2

,

1

6

,

0

2

,

0

ˆ

~

=

+

+

+

=

p

m

T


Kdybychom si objednali „jasnovidce“, dosáhl by průměrný zisk 4 000 Kč. Mohli bychom zaplatit až 1 200 Kč (
[image: image309.wmf]1200

2800
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) za dokonalou informaci. Kdyby požadoval více, nevyplatí se ho objednávat. Cena dokonalé informace je 1 200 Kč.
Uvažujme nyní, že neprodané zboží lze vrátit za cenu 1 000 Kč za kus.

Výplatní matice (prvky jsou v tisících Kč) je:
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Záporný zisk představuje ztrátu. Matice má opět sedlový bod na pozici 
[image: image311.wmf][
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1

. Protože „druhý hráč“ volí strategie náhodně, lze dosáhnout vyššího průměrného zisku.
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Vektor na pravé straně představuje střední hodnotu zisku při volbě jednotlivých strategií, 
[image: image313.wmf](
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Největší střední zisk máme opět při nákupu 4 kusů zboží.

Utvořme matici ztrát příležitostí:
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Nejmenší ztráty příležitosti jsou ve 2. a 3. řádku, tj. z tohoto hlediska jsou 2 varianty stejně výhodné, tj. koupit 3 kusy i 4 kusy.
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Z hlediska střední hodnoty ztráty příležitosti je nejvýhodnější 3. varianta, koupit 4 kusy.
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Kdybychom si objednali „jasnovidce“, dosáhl by průměrný zisk 4 000 Kč. Mohli bychom zaplatit až 800 Kč (
[image: image322.wmf]800

3200
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=
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) za dokonalou informaci. Kdyby požadoval více, nevyplatí se ho objednávat. Cena dokonalé informace je 800 Kč.
(viz též úlohy řešení v kap. 8)

V prvním případě (kdy neprodané zboží nelze vrátit) je cena dokonalé informace vyšší než v druhém případě (kdy neprodané zboží lze vrátit za nižší cenu).
Příklad 10.x.
Máme navrhnout objem vodní nádrže, která má sloužit k zavlažování, k rekreaci a také k ochraně před povodněmi.

Položme:
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C

 objem vodní nádrže
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 objem vody v nádrži na konci 
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tého období.


[image: image326.wmf]-

i

x

 množství vody, které se má během 
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tého období vypustit.

[image: image328.wmf]-

i

Q

 minimální požadavek na vypuštěné množství v 
[image: image329.wmf]-
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tém období.
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 minimální objem vody v nádrži v 
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tém období.

[image: image332.wmf]-
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V

 ochranný objem v 
[image: image333.wmf]-
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tém období (pro případ vydatných dešťů).
Chceme navrhnout vodní nádrž s minimálním nezbytným objemem.
Matematická formulace je následující:
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Hodnoty 
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 jsou zadané parametry, 
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 jsou rozhodovací proměnné. Veličiny 
[image: image337.wmf]i
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 však mají náhodný charakter.
Jde o úlohu stochastického programování. Protože nechceme stavět moc velkou vodní nádrž, spokojíme se s tím, že některé podmínky budou splněny jen s jistou pravděpodobností. Budeme tedy mít individuální pravděpodobnostní omezení.
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Toto jsou tzv. individuální pravděpodobnostní omezení.
Příklad 10.x. (Prékopa, Szántai)
Jde o regulaci stavu vody v nádrži. Odtok vody z nádrže se má realizovat kanálem o kapacitě 
[image: image339.wmf]K

 za období. Předpokládejme, že objem vody v nádrži v 
[image: image340.wmf]-
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tém období je omezen shora i zdola.
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Musí platit: 
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Položme 
[image: image343.wmf]-
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 množství vody, které do nádrže během 
[image: image344.wmf]-
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tého období přiteče. Je to též náhodná veličina. Pak platí:
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Výraz 
[image: image347.wmf]i
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 představuje změnu stavu vody v nádrži během 
[image: image348.wmf]-

i

tého období.
Chceme, aby s dostatečnou pravděpodobností byl ve všech sledovaných obdobích stav vody v předepsaných mezích.
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Toto je tzv. sdružené pravděpodobnostní omezení.

Náklady na vybudování kanálu jsou rostoucí funkcí jeho kapacity, chceme kapacitu kanálu minimalizovat za daných podmínek.
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Musí platit: 
[image: image351.wmf]i
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Dále: 
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Jde o úlohu stochastického programování, neboť přítoky v jednotlivých obdobích jsou náhodné veličiny. Vyřešit takovou úlohu není jednoduché.
Příklad 10.x.
Máme danou vodohospodářskou soustavu (viz náčrtek), chceme zajistit požadované objemy vody v nádržích a vodárenský odběr v daném místě. Máme 2 nádrže, ještě jeden přítok a pak vodárenský odběr. Položme:
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té nádrži na počátku období (
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 objem vody v 
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té nádrži na konci období (
[image: image361.wmf]2

,

1

=

k

)


[image: image362.wmf]-

k

Q

 minimální požadavek na vypuštěné množství vody z nádrže
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 náhodný přítok za dané období (
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 odtok vody z nádrže (
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 průtok potrubím před místem odběru
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 množství vody pro vodárenský odběr
Matematická formulace je následující:


[image: image369.wmf];
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Také platí: 
[image: image371.wmf];
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Jde o úlohu stochastického programování, neboť přítoky jsou náhodné veličiny. Vyřešit takovou úlohu není jednoduché. Jedna z možností je zavést tzv. penalizační funkce, nebude-li jistá podmínka splněna. Např. 
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