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IX. Matematické programování
Hledáme extrém funkce (maximum, minimum) na množině určené soustavou rovnic a nerovnic. Speciální případ je tzv. lineární programování, kde funkce jsou lineární. Zde obecně lineární být nemusí, proto se tomu též říká nelineární programování. Těmito problémy se též zabývá matematická analýza, viz vázané extrémy (MA, kap. 12).
Nyní zopakujeme a rozšíříme některé pojmy z matematické analýzy.
Definice 9.1.
Buď 
[image: image1.wmf]f

 reálná funkce reálné proměnné, 
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· Funkce 
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 je na intervalu 
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 konvexní, jestliže platí: 
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· Funkce 
[image: image7.wmf]f

 je na intervalu 
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 konkávní, jestliže platí: 
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(náčrtek)
Pro konvexní i konkávní funkci platí obecnější tvrzení:

· 
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[image: image11.wmf]f

 konvexní
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[image: image13.wmf]f

 konkávní

Ukážeme si ještě jiný náhled na věc.

Buď 
[image: image14.wmf]X

 diskrétní náhodná veličina, přičemž platí: 
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Odtud pak plynou tvrzení (známé jako Jensenova nerovnost)
· 
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Definici konvexní a konkávní funkce můžeme rozšířit na funkce více proměnných.
Definice 9.2.

Buď 
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R

Ì

W

 konvexní množina, buď 
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 reálná funkce více proměnných.

· Funkce 
[image: image25.wmf]F

 je na množině 
[image: image26.wmf]W

 konvexní, jestliže platí: 
[image: image27.wmf];
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· Funkce 
[image: image28.wmf]F

 je na množině 
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 konkávní, jestliže platí: 
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Poznámka:
Předpoklad 
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Věta 9.1.
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 proměnných definovaná na konvexní množině. Definujme funkci 
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Důkaz:
1. část
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tedy: 
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 je konvexní na množině 
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analogicky jako 1. část
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Věta 9.2.

Buďte dány reálné funkce 
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 reálných proměnných, 
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1) Jsou-li všechny funkce 
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2) Jsou-li všechny funkce 
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Důkaz:

1) Položme: 
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}

k

k

m

k

a

g

R

M

£

Î

=

)

(

x

x

, zřejmě je 
[image: image77.wmf]I

n

k

k

M

M

1

=

=

.
Zvolme 
[image: image78.wmf]{

}

n

k

,

,

1

K

Î

. Buďte nyní 
[image: image79.wmf]k

M

Î

2

1

,

x

x

, tj. 
[image: image80.wmf]k

k

k

k

a

g

a

g

£

£

)

(

,

)

(

2

1

x

x

, buď dále 
[image: image81.wmf]ñ

á

Î

-

+

=

1

;

0

;

)

1

(

2

1

l

l

l

x

x

x

. Protože funkce 
[image: image82.wmf]k

g

 je konvexní, platí: 
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tedy též 
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 je konvexní. Protože průnik konvexních množin je též konvexní množina, je množina 
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 též konvexní.
2) Položme: 
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tedy též 
[image: image95.wmf]k
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 je konvexní. Protože průnik konvexních množin je též konvexní množina, je množina 
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 též konvexní.
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Připomeňme si, že u funkce více proměnných symbol 
[image: image98.wmf]F
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 znamená gradient funkce (vektor parciálních derivací, pokud existují parciální derivace 1. řádu), symbol 
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 znamená matici 2. derivací (pokud existují parciální derivace 2. řádu)
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Matice 2. derivací se též nazývá Hessova matice. Jsou-li derivace 2. řádu spojité, je Hessova matice symetrická.
Věta 9.3.

Buď 
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konvexní množina, buď funkce 
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 proměnných definovaná na konvexní množině, nechť tam existují spojité parciální derivace 2. řádu.. Pak platí:
· Funkce 
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 je konvexní na množině 
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 je konkávní na množině 
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Platí:
Funkce 
[image: image113.wmf]F

 je konvexní, právě když funkce 
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Podmínka 
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Definice 9.x.
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konvexní množina, buď funkce 
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Volně řečeno: Epigraf je „prostor nad grafem“, hypograf je „prostor pod grafem“.
Věta 9.x.
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 je konvexní množina.
2) Je-li funkce 
[image: image135.wmf]F

 konkávní na 
[image: image136.wmf]W

, pak 
[image: image137.wmf]F
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 je konvexní množina.

Důkaz:
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 neboť funkce 
[image: image143.wmf]F

 je konvexní na 
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2) Nechť 
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Platí: 
[image: image150.wmf];
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 neboť funkce 
[image: image151.wmf]F

 je konkávní na 
[image: image152.wmf]W
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□
Věta 9.x.

Buď 
[image: image154.wmf]m
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konvexní množina, buď funkce 
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 proměnných definovaná na konvexní množině. Pak platí následující:
1) Je-li funkce 
[image: image157.wmf]F

 konvexní na 
[image: image158.wmf]W

, pak množina, na níž nabývá minima, je konvexní.

2) Je-li funkce 
[image: image159.wmf]F

 konkávní na 
[image: image160.wmf]W

, pak množina, na níž nabývá maxima, je konvexní.

Důkaz:
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2) Položme: 
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□
Poznámka:
U konvexní funkce je každé lokální minimum též globální minimum.

U konkávní funkce je každé lokální maximum též globální maximum.

Věta 9.x.

Buď 
[image: image173.wmf]m
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 proměnných definovaná na konvexní množině, nechť tam má spojité parciální derivace 1. řádu. Pak platí následující:

1) Funkce 
[image: image176.wmf]F

 je konvexní právě tehdy, když: 
[image: image177.wmf])
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2) Funkce 
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 je konkávní právě tehdy, když: 
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Důkaz:

1) Funkce 
[image: image180.wmf]F

 je konvexní na množině 
[image: image181.wmf]W

, právě když funkce 
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2) Funkce 
[image: image188.wmf]F

 je konkávní na množině 
[image: image189.wmf]W

, právě když funkce 
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□

Poznámka:

Konvexní funkce má graf „nad tečnou nadrovinou“ (v případě jedné proměnné nad tečnou). Nerovnost lze přepsat takto: 
[image: image196.wmf])
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Konkávní funkce má graf „pod tečnou nadrovinou“ (v případě jedné proměnné pod tečnou). Nerovnost lze přepsat takto: 
[image: image197.wmf])
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Věta 9.x.

Buď 
[image: image198.wmf]m
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konvexní množina, buď funkce 
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 proměnných definovaná na konvexní množině, nechť tam má parciální derivace 1. řádu. Pak:

1) Je-li funkce 
[image: image201.wmf]F

 konvexní, platí toto: Funkce 
[image: image202.wmf]F

 má v bodě 
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2) Je-li funkce 
[image: image205.wmf]F

 konkávní, platí toto: Funkce 
[image: image206.wmf]F

 má v bodě 
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Důkaz:

viz MA

Definice 9.x.
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konvexní množina, buď funkce 
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 proměnných definovaná na konvexní množině, buď 
[image: image212.wmf]W
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. Pak definujeme subdiferenciál funkce takto:
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[image: image216.wmf]F

 konkávní.

Subdiferenciál je tedy definován pouze pro konvexní či konkávní funkce. Pokud jsou v úloze funkce konvexní či konkávní, jedná se o konvexní programování.
Věta 9.x.

Pro subdiferenciál funkce 
[image: image217.wmf]F

 platí:
1) Subdiferenciál 
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(

0

x

F

¶

 je konvexní množina pro každé 
[image: image219.wmf]W

Î

0

x

.
2) Jestliže existuje 
[image: image220.wmf])

(

0

x

F

Ñ

, je 
[image: image221.wmf]{

}

)

(

)

(

0

0

x

x

F

F

Ñ

=

¶

, tj. subdiferenciál je jednoprvková množina.
Důkaz:

1) Buď funkce 
[image: image222.wmf]F

 konvexní, nechť 
[image: image223.wmf])

(

,

0

2

1

x

a

a

F

¶

Î

. Dle V 9.x. je: 
[image: image224.wmf]W

Î

"

-

+

³

Ù

-

+

³

x

x

x

a

x

x

x

x

a

x

x

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

0

2

0

0

1

0

T

T

F

F

F

F


Zvolme 
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)

(

)

£

-

+

-

+

-

+

=

)

(

)

(

)

1

(

)

(

)

(

0

2

0

0

1

0

x

x

a

x

x

x

a

x

T

T

F

F

l

l



[image: image228.wmf]);
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Buď funkce 
[image: image229.wmf]F

 konkávní, nechť 
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[image: image235.wmf]);
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V obou případech je též 
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2) Buď funkce 
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 konvexní, nechť existuje 
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Nechť existuje 
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[image: image248.wmf];
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tj. 
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Limitním přechodem dostaneme:
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Buď funkce 
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 konkávní, nechť existuje 
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Nechť existuje 
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analogicky dostaneme:
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Limitním přechodem dostaneme:
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Věta 9.x.
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Poznámka:
Uvažujme případ funkce 1 proměnné 
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Nechť je nyní funkce 
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Věta 9.x.
Buď 
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Pak jsou tyto podmínky nutné k tomu, aby bod 
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Tedy platí podmínky 1) a 2).
Nechť nyní je funkce 
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Tedy máme: 
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Nyní si zformulujeme úlohu matematického programování.
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Lagrangeova funkce má tvar: 
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Lagrangeovu funkci lze též vyjádřit ve tvaru: 
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Speciální případ úlohy je tento:
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Lagrangeova funkce má tvar: 
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Pokud mají funkce derivaci, dostaneme: 
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Tvrzení:

Je-li 
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[image: image340.wmf]);

(

0

);

(

)

(

0

0

0

0

0

x

g

y

x

g

y

x

g

y

T

T

T

£

£

£



[image: image341.wmf])
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[image: image342.wmf])

(

)

(

0

)

(

0

0

0

x

x

x

g

y

f

f

T

£

Þ

=



□
Vzniká otázka, zda ke každému optimálnímu řešení úlohy (U1) existuje sedlový bod Lagrangeovy funkce. Obecně ne, ale za jistého dodatečného předpokladu (S) ano.
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 je sedlový bod Lagrangeovy funkce.
GPO – globální podmínky optimality (sedlový bod Lagrangeovy funkce)
LPO – lokální podmínky optimality (podmínky 1) a 2) z V 9.x.

NLP – nelineární programování (optimální řešení)

A – funkce konkávní
B – funkce mají derivaci

S – viz dříve.

Pak vztahy mezi podmínkami optimality lze vyjádřit takto:
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Speciální případ je úloha lineárního programování.
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Lagrangeova funkce má tvar: 
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(viz kap. 4, dualita)
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 (viz podmínky duální úlohy)
Pro optimální řešení platí:
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 (viz věta o dualitě, V 4.3.)
Bod 
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 je sedlový bod Lagrangeovy funkce (V 4.4).
Následující věta ukazuje význam Lagrangeových multiplikátorů.

Věta 9.x.
Buďte dány 2 úlohy matematického programování:
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Důkaz:
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[image: image362.wmf][
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což lze přepsat takto:
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Dosaďme do 1. části 1. nerovnosti 
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Dostaneme:

[image: image369.wmf])
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dále dostaneme:
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Dáme-li tyto nerovnosti dohromady, máme tvrzení věty.
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Příklad 9.x.
Řešme úlohu: 
[image: image372.wmf]max
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Sestavme Lagrangeovu funkci: 
[image: image375.wmf]);
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[image: image376.wmf];
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Položíme-li všechny parciální derivace rovné nule, dostaneme soustavu 3 rovnic o 3 neznámých, řešením je:

[image: image377.wmf];

1

;

2

1

;

2

1

2

1

=

=

=

y

x

x

 optimální hodnota účelové funkce je: 
[image: image378.wmf];
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Platí lokální podmínky optimality (LPO).
Ukážeme si některé metody řešení úloh nelineárního programování.
Metoda opěrné nadroviny

Řešíme úlohu: 
[image: image379.wmf]max
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 je lineární funkce 
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 proměnných za podmínek: 
[image: image382.wmf];
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 jsou konkávní a spojité funkce, nechť mají derivace 1. řádu. Předpokládejme, že úloha má přípustné řešení.
Položme: 
[image: image384.wmf]{
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Dle v 9.2. je množina 
[image: image385.wmf]n
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 konvexní. Protože jsou funkce spojité, je množina 
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 též uzavřená (viz MA).
Utvořme konvexní polyedr 
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Zřejmě 
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Rovnice oddělující nadroviny je: 
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Pak řešíme úlohu LP 
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 optimální řešení úlohy LP.

Pokud 
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, jsme u cíle.

Pokud 
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, postup známým způsobem opakujeme.

Každým krokem zmenšíme konvexní polyedr, který stále obsahuje množinu 
[image: image412.wmf]K

, tím se postupně „blížíme“ řešení úlohy.

Tak utvoříme posloupnost úloh LP a konvexních polyedrů s vlastností:
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Oddělující nadrovina 
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 „se blíží“ k opěrné nadrovině konvexní množiny 
[image: image415.wmf]n
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(náčrtek)
Obdobně bychom řešili úlohu, kdyby byly funkce 
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Kdyby účelová funkce nebyla lineární, můžeme ji aproximovat funkcí po částech lineární.

Pokud je účelová funkce kvadratická a omezující podmínky dané lineárními funkcemi, jde o tzv. kvadratické programování.

Máme řešit např. úlohu:


[image: image418.wmf];
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kde 
[image: image419.wmf]C

 je čtvercová symetrická positivně semidefinitní matice typu 
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 je matice typu 
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Pokud není matice 
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 symetrická, snadno se z ní udělá symetrická matice 
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Lagrangeova funkce úlohy má tvar: 
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Na řešení úlohy kvadratického programování existuje Wolfeho algoritmus.
Napřed zavedeme přídatné proměnné, abychom nerovnosti upravili na rovnosti.

[image: image428.wmf];
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Wolfeho algoritmus je modifikovaný simplexový algoritmus.

Je-li v bázi proměnná 
[image: image429.wmf]k

y

, nesmí se do ní zařadit proměnná 
[image: image430.wmf]k

w

 a naopak.
Je-li v bázi proměnná 
[image: image431.wmf]j

x

, nesmí se do ní zařadit proměnná 
[image: image432.wmf]j
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 a naopak.
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