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VIII. Maticové hry
V této kapitole pojednáme o teorii maticových her.
Uvažujme hru 2 hráčů.
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Věta 8.1.
Buďte 
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Důkaz:
Platí toto: 
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Platí obecnější věta, kde místo max je sup, místo min je inf. Předpoklady kompaktnosti množin a spojitosti funkce zaručují existenci maxima a minima funkce 
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Definice 8.1.
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Definice 8.2.

Hra má cenu, jestliže platí: 
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Nyní si uvedeme postačující podmínky pro to, aby hra měla cenu.
Věta 8.2.
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Pak hra má cenu a platí: 
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Důkaz:

Důsledek:
Nutná a postačující podmínka pro to, aby hra měla cenu, je existence strategií 
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Uvažujme speciální případ:
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Definice 8.3.

Hra takto definovaná se nazývá maticová hra.
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Platí: 
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Prvek matice 
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Vektor 
[image: image47.wmf]n

R

y

Î

 představuje rozdělení pravděpodobnosti, s jakou volí 2. hráč strategie.

Výraz 
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Zřejmě platí: 
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Definice 8.4.


[image: image50.wmf]m

α

α

,

,

1

K

 - čisté strategie 1. hráče.


[image: image51.wmf]n

β

β

,

,

1

K

 - čisté strategie 2. hráče.


[image: image52.wmf]A

x

T

 je 
[image: image53.wmf]n

 složkový vektor, přičemž 
[image: image54.wmf]-

j

tá složka vektoru představuje kladnou střední hodnotu výhry 1. hráče proti 
[image: image55.wmf]-

j

té čisté strategii 2. hráče (
[image: image56.wmf]n

j

,

,

1

K

=

).


[image: image57.wmf]y

A

 je 
[image: image58.wmf]m

 složkový vektor, přičemž 
[image: image59.wmf]-

i

tá složka vektoru představuje zápornou střední hodnotu výhry 2. hráče proti 
[image: image60.wmf]-

i

té čisté strategii 1. hráče (
[image: image61.wmf]m

i

,

,

1

K

=

).


[image: image62.wmf](

)

;

)

;

(

1

å

=

=

=

=

m

i

ij

i

j

T

j

T

j

a

x

K

A

x

A

β

x

β

x



[image: image63.wmf](

)

;

)

;

(

1

å

=

=

=

=

n

j

j

ij

i

T

i

i

y

a

K

y

A

y

A

α

y

α



[image: image64.wmf];

)

;

(

ij

j

T

i

j

i

a

K

=

=

β

A

α

β

α


Věta 8.3.
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Důkaz:
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Dále platí: 
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Věta 8.4.

Pro maticovou hru, kde výplatní funkce je definovaná takto:
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Důkaz:
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Důsledek:
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Definice 8.5.

Pro maticovou hru definujeme následující:
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Pokud platí: 
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Může se stát, že platí: 
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Příklad 8.1.
Známá je hra: „papír, nůžky, kámen“, výplatní matice má tvar:
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V našem případě 
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Hra nemá cenu v čistých strategiích.
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Položíme-li 
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Cena hry je tedy: 
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Hra nemá cenu v čistých strategiích, ale ve smíšených ano.

Příklad 8.2.

Buď dána maticová hra s výplatní maticí: 
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Je to matice typu 
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[image: image104.wmf](
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Hra nemá cenu v čistých strategiích, ale má cenu ve smíšených strategiích.
Příklad 8.3.

Buď dána maticová hra s výplatní maticí: 
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Je to matice typu 
[image: image108.wmf]2
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, to znamená, že 1. hráč volí ze 2 strategií, 2. hráč volí ze 2 strategií. Maxima ve sloupcích jsou: 
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Hra nemá cenu v čistých strategiích, ale má cenu ve smíšených strategiích.

Příklad 8.4.

Buď dána maticová hra s výplatní maticí: 
[image: image112.wmf];
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Je to matice typu 
[image: image113.wmf]2
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, to znamená, že 1. hráč volí ze 3 strategií, 2. hráč volí ze 2 strategií. Maxima ve sloupcích jsou: 
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 Cena hry: 
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Hra má cenu v čistých strategiích, výplatní matice totiž obsahuje sedlový bod na pozici 
[image: image118.wmf][
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Příklad 8.5.

Buď dána maticová hra s výplatní maticí: 
[image: image119.wmf];

;

3

;

2

;

1

;

0

;

4

;

5

;

6

;

7

;

5

;

6

;

7

;

8

;

4

;

3

;

2

;

1

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

A


Je to matice typu 
[image: image120.wmf]4
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, to znamená, že 1. hráč volí ze 4 strategií, 2. hráč volí ze 4 strategií. Maxima ve sloupcích jsou: 
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 Cena hry: 
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Hra má cenu v čistých strategiích, výplatní matice totiž obsahuje sedlový bod na pozici 
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Buď dána výplatní matice 
[image: image126.wmf]A

 typu 
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První hráč se snaží výplatu maximalizovat, druhý hráč minimalizovat.
První hráč řeší úlohu: 
[image: image130.wmf](
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Tento problém lze převést na úlohu lineárního programování.
Úloha prvního hráče se dá upravit na tvar:
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Zavedeme nové proměnné: 
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 Protože se snažíme 
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 maximalizovat, snažíme se 
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 minimalizovat. Úloha pak přejde na tvar:
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Úloha druhého hráče se dá upravit na tvar:
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Zavedeme nové proměnné: 
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 Protože se snažíme 
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 minimalizovat, snažíme se 
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 maximalizovat. Úloha pak přejde na tvar:
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Porovnáme-li nyní obě úlohy, vidíme, že je to dvojice navzájem duálních úloh (viz kap. 4).
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Protože obě úlohy mají neprázdnou množinu přípustných řešení, existují optimální smíšené strategie hráčů. Hodnota účelové funkce je převrácená hodnota ceny hry. Vektory 
[image: image158.wmf]y
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 dopočítáme takto: 
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~

ˆ

;

~

ˆ

y

y

x

x

×

=

×

=

v

v

 Zřejmě platí: 
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Tedy jsme vlastně dokázali následující větu.
Věta 8.5.

Každá maticová hra má cenu ve smíšených strategiích, kde 
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kde vektor 
[image: image163.wmf]x
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 představuje optimální rozdělení pravděpodobnosti volby strategií 1. hráče, vektor 
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 představuje optimální rozdělení pravděpodobnosti volby strategií 2. hráče. Navíc pro libovolné rozložení strategií hráčů platí:
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Důkaz:

viz dříve

Věta 8.6.

Za dané situace platí pro cenu maticové hry:
· 
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Důkaz:

Platí: 
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1. hráč chce 
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Platí: 
[image: image170.wmf](

)

i

m

i

n

j

j

ij

m

i

n

j

j

ij

y

a

w

i

y

a

w

y

A

ˆ

max

max

,

,

1

1

,

,

1

1

K

K

=

=

=

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

³

Þ

"

³

å

å


2. hráč chce 
[image: image171.wmf](

)

i

m

i

w

v

w

y

A

ˆ

max

min

,

,

1

K

=

=

=

Þ

®



□
Pro cenu maticové hry tedy platí: 
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přičemž existují 
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Poznámka:

Z předchozí věty vyplývá toto: 
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Maticové hry, kde má každý hráč 2 strategie (výplatní matice je typu 
[image: image176.wmf]2
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), lze vyřešit snadno i v případě, že hra nemá cenu v čistých strategiích (výplatní matice nemá sedlový bod). Následující věta dává návod, jak takové hry vyřešit.

Věta 8.x.

Buď dána hra s výplatní maticí typu 
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, nechť hra nemá cenu v čistých strategiích, tj. výplatní matice nemá sedlový bod. Pak pro optimální rozložení strategií hráčů platí:
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kde 
[image: image181.wmf];
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Důkaz:

Protože hra nemá cenu v čistých strategiích, jsou obě strategie obou hráčů aktivní.
Platí tedy toto:
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Po rozepsání dostaneme: 
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Použijeme-li Cramerovo pravidlo (viz LA), dostaneme:

[image: image186.wmf];
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Protože musí platit: 
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Dále dostáváme:
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Předpokládáme, že 
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Z předpokladu, že matice nemá sedlový bod, plyne, že 
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Je-li 
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Je-li 
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□
Poznámka:

Výše uvedený postup je použitelný pouze v případě, že výplatní matice nemá sedlový bod (hra nemá cenu v čistých strategiích). Pokud bychom tento postup použili na matici typu 
[image: image199.wmf]2
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, která má sedlový bod, došli bychom k nesmyslným výsledkům. Proto je nutno napřed ověřit, zda má hra cenu v čistých strategiích.
Příklad 8.x:

Buď dána hra s výplatní maticí: 
[image: image200.wmf];
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Maxima ve sloupcích jsou: 
[image: image201.wmf](
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 Cena hry: 
[image: image204.wmf];
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Hra má cenu v čistých strategiích, sedlový bod matice je na pozici 
[image: image205.wmf][

]
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. Ostatně také 1. sloupec dominuje 2. sloupec (viz dále), takže 1. strategie 2. hráče je pasivní. Zkusme použít metodu uvedenou v předchozí větě.
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 EMBED Equation.3  [image: image208.wmf]
Vidíme, že jsme došli k nesmyslným výsledkům, neboť platí: 
[image: image209.wmf](
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Příklad 8.x:
Buď dána maticová hra s výplatní maticí: 
[image: image210.wmf];
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Je to matice typu 
[image: image211.wmf]2
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, to znamená, že 1. hráč volí ze 2 strategií, 2. hráč volí ze 2 strategií. Maxima ve sloupcích jsou: 
[image: image212.wmf](
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Hra nemá cenu v čistých strategiích, ale má cenu ve smíšených strategiích. Nyní najdeme cenu hry a optimální smíšené strategie hráčů. Řešíme navzájem duální úlohy:
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Úlohy upravíme na tvar:
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Zkusme vyřešit duální úlohu.
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Optimální řešení úlohy je: 
[image: image233.wmf];
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 hodnota účelové funkce je: 
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Optimální řešení primární úlohy je: 
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Cena hry je: 
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Optimální rozložení strategií 1. hráče je: 
[image: image237.wmf];
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tj. 
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Optimální rozložení strategií 2. hráče je: 
[image: image239.wmf];
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Poznamenejme, že primární úlohu je vhodnější řešit duálním simplexovým algoritmem.
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Optimální řešení primární úlohy je: 
[image: image249.wmf];
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 hodnota účelové funkce je: 
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cena hry je: 
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)

(

)

;

4

,

2

5

12

;

;

3

;

2

;

0

;

4

;

ˆ

ˆ

5

12

5

12

5

4

5

1

5

2

5

3

5

4

5

1

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

y

A

x

T



[image: image253.wmf](
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Tento příklad by bylo možné též vyřešit graficky.

Řešení z hlediska 1. hráče: hledáme 
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Protože platí: 
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Hledáme: 
[image: image259.wmf](
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Z grafu je patrné, že maximum nastává pro 
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Kdybychom vyřešili rovnici 
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, dostali bychom řešení: 
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Řešení z hlediska 2. hráče: hledáme 
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Protože platí: 
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Hledáme: 
[image: image270.wmf](
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[image: image741.wmf]0


Z grafu je patrné, že minimum nastává pro 
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Kdybychom vyřešili rovnici 
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Tento příklad by také šlo řešit pomocí věty 8.x.
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Uvedené výsledky souhlasí s výsledky zjištěnými dříve. Na tomto příkladě jsme si ukázali různé metody řešení maticových her.
Příklad 8.x:

Buď dána maticová hra s výplatní maticí: 
[image: image278.wmf];

;

1

;

0

;

3

;

3

;

4

;

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

A


Je to matice typu 
[image: image279.wmf]3
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, to znamená, že 1. hráč volí ze 2 strategií, 2. hráč volí ze 3 strategií. Maxima ve sloupcích jsou: 
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Hra nemá cenu v čistých strategiích, ale má cenu ve smíšených strategiích. Nyní najdeme cenu hry a optimální smíšené strategie hráčů. Řešíme navzájem duální úlohy:
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0

,

;

1

2

1

2

1

³

=

+

x

x

x

x



[image: image286.wmf];

0

,

,

;

1

3

2

1

3

2

1

³

=

+

+

y

y

y

y

y

y


Úlohy upravíme na tvar:
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[image: image290.wmf];
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Zkusme vyřešit duální úlohu.
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Daná úloha má alternativní optimální řešení (nula v řádku účelové funkce u nebazické proměnné).

Základní optimální řešení úlohy jsou: 
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 hodnota účelové funkce je: 
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Optimální řešení primární úlohy je: 
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Cena hry je: 
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Optimální rozložení strategií 1. hráče je: 
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tj. 
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Optimální rozložení strategií 2. hráče je: 
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tj. 
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 (úloha má více optimálních řešení)
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Definice 8.6.

Buď dána maticová hra s výplatní maticí 
[image: image317.wmf]A

 typu 
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[image: image322.wmf]i

α

 1. hráče aktivní. Je-li 
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Věta 8.7.

Pro maticovou hru (za dané situace, kde 
[image: image331.wmf]v

 je cena hry) platí:
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Důkaz:
Pro optimální strategie platí: 
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 Tedy máme 
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 je pasivní.


□
Věta 8.8.

Pro maticovou hru (za dané situace, kde 
[image: image355.wmf]v

 je cena hry) platí:

1) Je-li čistá strategie 1. hráče 
[image: image356.wmf]i
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 aktivní (
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>

i

x

), je: 
[image: image358.wmf](

)

v

i

T

i

=

=

y

A

y

A

α

ˆ

ˆ

.

2) Je-li čistá strategie 2. hráče 
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Důkaz:
Podobný jako u minulé věty.
□
Zde platí podobné vztahy jako u duálních úloh lineárního programování. Není-li nerovnost splněna jako rovnost, je příslušná pravděpodobnost 0 (čistá strategie je pasivní). Je-li pravděpodobnost výběru čisté strategie kladná (čistá strategie je aktivní), je nerovnost splněna jako rovnost. Je to obdoba věty o dualitě (viz V 4.x.).
Příklad 8.x:

Buď dána maticová hra s výplatní maticí: 
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Je to matice typu 
[image: image363.wmf]3
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, to znamená, že 1. hráč volí ze 2 strategií, 2. hráč volí ze 3 strategií. Maxima ve sloupcích jsou: 
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Hra nemá cenu v čistých strategiích, ale má cenu ve smíšených strategiích.

Dejme tomu, že známe optimální rozložení strategií 1. hráče, 
[image: image367.wmf](

)

;

;

ˆ

5

4

5

1

=

x

. Znamená to, že obě strategie 1. hráče jsou aktivní. Určíme cenu hry a optimální rozložení strategií 2. hráče.
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Cena hry: 
[image: image369.wmf](
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Nerovnosti budou splněny jako rovnosti, tj. 
[image: image372.wmf];
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[image: image374.wmf](

)

;

;

0

;

ˆ

10

7

10

3

=

y


2. čistá strategie 2. hráče je pasivní, 1. a 3. čisté strategie 2. hráče jsou aktivní.
Dejme tomu, že známe optimální rozložení strategií 2. hráče, 
[image: image375.wmf](
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. Zkusme zpětně určit optimální rozložení strategií 1. hráče.
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Cena hry: 
[image: image377.wmf](

)

;

5

12

;

;

max

5

12

5

12

=

=

v

 platí: 
[image: image378.wmf]3

5

12

1

<

<

.

První a třetí nerovnost bude splněna jako rovnost, tj. 
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Příklad 8.x.
Buď dána maticová hra s výplatní maticí: 
[image: image381.wmf];
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 (viz př. 8.2.)

Již víme, že hra nemá cenu v čistých strategiích, platí: 
[image: image382.wmf];
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 Máme rozhodnout, zda vektor 
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 představuje optimální rozložení strategií 1. hráče.
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Určeme vektor rozložení strategií 2. hráče. Musí být 
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, nerovnosti musí být splněny jako rovnosti. Dostáváme tak: 
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 což není možné. Vektor 
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 není optimální rozložení strategií 1. hráče.
Zkusme tedy najít optimální rozložení strategií 1. hráče, tj. vyřešme úlohu lineárního programování.
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Soustavu převedeme na kanonický tvar pomocí přídatných a umělých proměnných.
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Po vyloučení umělých proměnných z báze jsme našli optimální řešení úlohy, hodnota účelové funkce je 
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Cena hry je: 
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Optimální rozložení strategií 1. hráče je: 
[image: image413.wmf];
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tj. 
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  (obě strategie 1. hráče jsou aktivní)
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Určeme optimální rozložení strategií 2. hráče. Již víme, že 
[image: image416.wmf];
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 nerovnosti budou splněny jako rovnosti: 
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řešením soustavy rovnic je: 
[image: image418.wmf];
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  (1. a 2. strategie 2. hráče jsou aktivní, 3. strategie je pasivní)
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Příklad 8.x.

Buď dána maticová hra s výplatní maticí: 
[image: image421.wmf];
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Je to matice typu 
[image: image422.wmf]3
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, to znamená, že 1. hráč volí ze 3 strategií, 2. hráč volí ze 3 strategií. Maxima ve sloupcích jsou: 
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Hra nemá cenu v čistých strategiích, ale má cenu ve smíšených strategiích.

Dejme tomu, že známe optimální rozložení strategií 1. hráče, 
[image: image426.wmf](
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. Znamená to, že 1. a 2. strategie 1. hráče jsou aktivní, 3. strategie je pasivní. Určíme cenu hry a optimální rozložení strategií 2. hráče.
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Cena hry: 
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Určeme optimální rozložení strategií 2. hráče, již víme, že 
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  (1. a 3. strategie 2. hráče jsou aktivní, 2. strategie je pasivní)
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Definice 8.x.
Buď dána maticová hra s výplatní maticí 
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Věta 8.x.

Buď dána maticová hra s výplatní maticí 
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Důkaz:
1) Nechť je ve výplatní matici 
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2) Nechť ve výplatní matici 
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tedy platí: 
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Jestliže ve výplatní matici 
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Někdy je možné provést redukci v několika krocích.

Příklad 8.x.

Buď dána maticová hra s výplatní maticí: 
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Je to matice typu 
[image: image498.wmf]3

2

×

, to znamená, že 1. hráč volí ze 2 strategií, 2. hráč volí ze 3 strategií. Maxima ve sloupcích jsou: 
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Hra nemá cenu v čistých strategiích, ale má cenu ve smíšených strategiích.
Vidíme, že 3. sloupec výplatní matice dominuje 2. sloupec, to znamená, že 3. strategie 2. hráče je pasivní, můžeme 3. sloupec „vyškrtnout“ a výplatní matici zredukovat. Řešení úlohy se tím zjednoduší. 2. hráč nebude volit 3. strategii, neboť je to pro něho nevýhodné.
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 redukovaná výplatní matice.
Úlohu lze též řešit pomocí věty 8.x., 
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  Cena hry je: 
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Již víme, že 
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, neboť 3. sloupec dominuje 2. sloupec. Známým postupem bychom dospěli k tomu, že 
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Užitím věty 8.x., dostaneme: 
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Příklad 8.x.

Buď dána maticová hra s výplatní maticí: 
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Je to matice typu 
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, to znamená, že 1. hráč volí ze 3 strategií, 2. hráč volí ze 4 strategií. Maxima ve sloupcích jsou: 
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Hra nemá cenu v čistých strategiích, ale má cenu ve smíšených strategiích.

Vidíme, že 1. sloupec výplatní matice dominuje 4. sloupec, to znamená, že 1. strategie 2. hráče je pasivní, můžeme 1. sloupec „vyškrtnout“ a výplatní matici zredukovat. Řešení úlohy se tím zjednoduší. 2. hráč nebude volit 1. strategii, neboť je to pro něho nevýhodné.
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 redukovaná výplatní matice.

Po vyřešení úlohy (simplexovým algoritmem) bychom dospěli k tomu, že: 
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  Cena hry je: 
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Již víme, že 
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Někdy je možné provést redukci výplatní matice v několika krocích, což si ukážeme v následujícím příkladě.
Příklad 8.x.

Buď dána maticová hra s výplatní maticí: 
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Je to matice typu 
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, to znamená, že 1. hráč volí ze 3 strategií, 2. hráč volí ze 4 strategií. Maxima ve sloupcích jsou: 
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Hra nemá cenu v čistých strategiích, ale má cenu ve smíšených strategiích.

Vidíme, že 3. sloupec výplatní matice dominuje 2. sloupec, to znamená, že 3. strategie 2. hráče je pasivní, můžeme 3. sloupec „vyškrtnout“ a výplatní matici zredukovat. Řešení úlohy se tím zjednoduší. 2. hráč nebude volit 3. strategii, neboť je to pro něho nevýhodné.
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 redukovaná výplatní matice.

Vidíme, že 3. sloupec redukované výplatní matice (4. sloupec původní matice) dominuje 1. sloupec, to znamená, že 4. strategie 2. hráče je pasivní, můžeme 3. sloupec redukované matice „vyškrtnout“ a výplatní matici opět zredukovat. Řešení úlohy se tím zjednoduší. 2. hráč nebude volit 4. strategii, neboť je to pro něho nevýhodné.
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 redukovaná výplatní matice.

Vidíme, že 2. řádek redukované výplatní matice dominuje 1. řádek, to znamená, že 1. strategie 1. hráče je pasivní, můžeme 1. řádek redukované matice „vyškrtnout“ a výplatní matici opět zredukovat. Řešení úlohy se tím zjednoduší. 1. hráč nebude volit 1. strategii, neboť je to pro něho nevýhodné.
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 redukovaná výplatní matice.

Zde jsme ve 3 krocích zredukovali výplatní matici typu 
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 na matici typu 
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Již víme, že 
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Úlohu lze též řešit pomocí věty 8.x., 
[image: image535.wmf];
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 Dospěli jsme k tomu, že: 
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Cena hry je: 
[image: image539.wmf];
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Známým postupem bychom dospěli k tomu, že 
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Příklad 8.x.

Buď dána maticová hra s výplatní maticí: 
[image: image542.wmf];
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Je to matice typu 
[image: image543.wmf]4
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, to znamená, že 1. hráč volí ze 2 strategií, 2. hráč volí ze 4 strategií. Maxima ve sloupcích jsou: 
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Hra nemá cenu v čistých strategiích, ale má cenu ve smíšených strategiích.

Vyřešme tuto úlohu graficky.

Řešení z hlediska 1. hráče: hledáme 
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Protože platí: 
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Hledáme: 
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[image: image742.wmf]1


Z grafu je patrné, že maximum nastává pro 
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Kdybychom vyřešili rovnici 
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, dostali bychom řešení: 
[image: image557.wmf];

3

2

1

=

x

 tudíž 
[image: image558.wmf];

33

,

0

3

1

=

=

&

v

 dále 
[image: image559.wmf];

3

1

2

=

x

 tedy 
[image: image560.wmf](

)

;

;

ˆ

3

1

3

2

=

T

x

.
Protože přímky 
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 neprocházejí kýženým bodem, znamená to, že čisté strategie 2. hráče, a to 3. a 4. strategie budou pasivní, tj. 
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Řešením soustavy rovnic: 
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Definice 8.x.
Maticová hra je spravedlivá, když platí: 
[image: image567.wmf]0

=

v

, tj. hra má nulovou cenu.
Je-li 
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, je 1. hráč zvýhodněn, je-li 
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, je 2. hráč zvýhodněn.

Definice 8.x.

Maticová hra je symetrická, je-li výplatní matice čtvercová (oba hráči mají stejný počet strategií) a platí: 
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Například hra „papír, nůžky, kámen“ z příkladu 8.1. je symetrická.

Věta 8.x.
Symetrická hra je spravedlivá, tj. 
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Důkaz:
Dle věty 8.x. existují optimální smíšené strategie hráčů s vlastností: 
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 je též optimální rozložení strategií 2. hráče, vektor 
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□
Důsledek: Hra „papír, nůžky, kámen“ z příkladu 8.1. je spravedlivá, přičemž platí: 
[image: image586.wmf](
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Příklad 8.x.

Buď dána maticová hra, kde 
[image: image587.wmf]{
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 tj. čtvercová diagonální matice.
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Hra nemá cenu v čistých strategiích.
Položme: 
[image: image590.wmf];
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Je-li speciálně 
[image: image592.wmf]0

1

>

=

=

=

a

a

a

n

K

, je 
[image: image593.wmf];

1

;

n

a

S

a

n

S

=

=

 
[image: image594.wmf](

)

;

;

;

1

;

;

1

1

;

1

;

;

1

ˆ

ˆ

n

a

v

n

a

a

n

a

T

T

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

K

K

y

x


Je-li speciálně 
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Věta 8.x.

Buď dána maticová hra s výplatní maticí 
[image: image598.wmf]A

 typu 
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Důkaz:
Buď 
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 matice ze samých jedniček typu 
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Buďte 
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 vektory optimálního rozložení strategií hráčů, tj. platí: 
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[image: image610.wmf]K
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 neboť tato nerovnost vznikne z předchozí přičtením konstanty.
Tedy optimální rozložení strategií hráčů je stejné jako u původní maticové hry. Cena hra se liší o konstantu. Zřejmě se o tu konstantu též liší horní a dolní cena hry.
□
Důsledek:
Každou maticovou hru můžeme převést na spravedlivou hru, která má stejné optimální rozložení strategií hráčů. Stačí od všech prvků výplatní matice odečíst cenu hry, tj. stačí položit: 
[image: image612.wmf]v
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Hry proti náhodě

Zatím jsme se zabývali hrami, kdy oba hráči volí strategie cíleně, tj. předpokládali jsme hru 2 inteligentních hráčů. První se snaží výhru maximalizovat, druhý minimalizovat. Někdy se také stává, že jeden z hráčů volí strategie náhodně (indiferentní hráč). Takovým hrám se říká „hry proti náhodě“ či „hry proti přírodě“.
Předpokládejme, že první hráč je „racionální“, druhý je „indiferentní“ (např. příroda). V tom případě může být střední hodnota výhry (zisku) vyšší než je cena hry.
Předpokládejme, že ze zkušeností z minulých let známe přibližně rozdělení pravděpodobností, s jakou volí druhý (indiferentní) hráč strategie. Buď 
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 odhad rozdělení pravděpodobností. Vektor 
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Výraz 
[image: image617.wmf](
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 je střední hodnota výhry 1. hráče za podmínky, že zvolil 
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tou čistou strategii. Pokud chce hráč maximalizovat střední hodnotu výhry, bude volit takovou strategii, pro kterou je střední hodnota maximální.
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Hráč volí strategii 
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tou, která maximalizuje střední hodnotu výhry. Musí platit: 
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, kde 
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 je cena hry v případě, že oba hráči jsou „inteligentní“.
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což je vektor středních hodnot při volbě jednotlivých čistých strategií 
[image: image624.wmf](
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Při této volbě se ale nevyužívá část informace o rozdělení pravděpodobnosti. Někdy se též posuzuje rozptyl výhry, čím nižší, tím lepší.
Pokud neznáme rozdělení pravděpodobnosti, můžeme všechny strategie pokládat za stejně pravděpodobné, tj. 
[image: image625.wmf];
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což je průměr za 
[image: image627.wmf]-
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tý řádek výplatní matice.
Hráč volí strategii, která maximalizuje řádkový průměr výplatní matice. Toto kriterium se někdy též nazývá Laplaceovo.
Také se někdy používá tzv. Hurwitzovo kriterium. Zvolme 
[image: image628.wmf]ñ
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 tj. najdeme největší a nejmenší prvek na řádku. Dále položíme 
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 Volíme tu čistou strategii, pro kterou je hodnota 
[image: image631.wmf]i
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 maximální.
Při volbě 
[image: image632.wmf]0
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 jde o tzv. pesimistické kriterium, „hráč“ předpokládá tu nejhorší variantu. Očekávaná výhra pak odpovídá dolní ceně hry (maximin).
Při volbě 
[image: image633.wmf]1
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 jde o tzv. optimistické kriterium, „hráč“ předpokládá tu nejlepší variantu. Očekávaná výhra pak odpovídá největšímu prvku výplatní matice (maximax).
Protože není dobrý ani jeden extrém, volí se „něco mezi“, tj. volí se 
[image: image634.wmf])
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 (zlatá střední cesta).
Také je možno posuzovat varianty z hlediska ztráty příležitosti. Někdy se tomu též říká Savageovo kriterium. Pokud jsme již zvolili strategii a nastane jistá situace, posuzujeme, kolik jsme ztratili proti nejlepší volbě strategie. Ve výplatní matici najdeme v každém sloupci maximální prvek, položíme 
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 Pak definujeme tzv. ztrátovou matici 
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 takto: 
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V každém sloupci ztrátové matice je aspoň jedna nula.

Hráč pak volí tu strategii, při které je ušlá příležitost minimální, tj. volí řádek, kde nastane: 
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. V každém řádku najdeme maximální možnou ztrátu a pak z nich vezmeme minimum.
Položme 
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 představuje střední hodnotu výhry za předpokladu, že 1. hráč si objednal „jasnovidce“. Platí: 
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 je nejvyšší částka, kterou může „jasnovidec“ za informaci požadovat, aby se vyplatilo ho objednávat. To je tzv. cena dokonalé informace.
Jestliže ve výplatní matici je 
[image: image645.wmf]-
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tý řádek dominován jiným řádkem, můžeme ho z výplatní matice prostě „vyškrtnout“ a výplatní matici zredukovat. Znamená to, že 1. hráč nebude volit 
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tou strategii, neboť je to pro něho nevýhodné v každém případě.

Jestliže ve výplatní matici 
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tý sloupec dominuje jiný sloupec, nebudeme ho „vyškrtávat“, neboť 2. hráč je indiferentní, tj. volí strategie náhodně. Indiferentní hráč může zvolit i strategii, která je pro 1. hráče výhodná.

Poznamenejme, že různá kriteria mohou vést k rozdílným výsledkům. Použití kriterií si ukážeme na následujících příkladech.
Poznámka:

Úlohy tohoto typu jsou úlohy stochastického programování, neboť musíme rozhodnout dříve, než známe realizaci náhodného jevu (viz též kap. 10).
Příklad 8.x.

Majitel jisté malé firmy má možnost svoji firmu prodat za 800 000 Kč. Má však možnost uskutečnit příští měsíc obchod. Kdyby obchod „klapnul“, vydělal by 300 000 Kč. Za měsíc by potenciální zájemce o firmu už byl ochoten zaplatit jen 700 000 Kč. Majitel se má rozhodnout, zda prodá firmu hned, či uskuteční obchod a prodá firmu až za měsíc.
Jde o hru proti náhodě, majitel firmy má 2 strategie, prodat firmu hned nebo až za měsíc. Náhoda má také 2 strategie, obchod klapne či neklapne. Sestavme výplatní matici (prvky budou v tisících Kč).
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Maxima ve sloupcích jsou: 
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[image: image652.wmf]800
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. Hra má cenu v čistých strategiích, výplatní matice má sedlový bod na pozici 
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Vypadá to, že by bylo výhodné prodat firmu hned. Ale druhý hráč (náhoda) je indiferentní, volí strategie náhodně. Bylo by potřeba ještě znát rozdělení pravděpodobností.
Dejme tomu, že se majitel firmy poradil se zkušeným obchodníkem. Ten mu řekl, že asi na 60% obchod klapne, tj. 
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V tomto případě by bylo výhodnější prodat firmu až za měsíc.
Pokud by mu obchodník řekl, že obchod klapne na 30%, bylo by: 
[image: image656.wmf](
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V tomto případě by bylo výhodnější prodat firmu hned.

Určeme ještě matici ztrát příležitosti.
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Z hlediska ztráty příležitosti je výhodnější prodat firmu až za měsíc, neboť ve 2. řádku jsou ztráty příležitosti nižší. Spočtěme ještě střední hodnoty ztrát příležitostí.
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Z hlediska střední hodnoty ztráty příležitosti je při 60% naději lepší prodat firmu až za měsíc, při 30% naději je lepší prodat firmu hned.
Předpokládejme, že si majitel firmy objednal „jasnovidce“. 
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V prvním případě můžeme „jasnovidci“ za informaci zaplatit nejvýše 40 000 Kč (
[image: image662.wmf]40
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), v druhém nejvýše 60 000 Kč (
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).

Příklad 8.x.

Majitel penzionu se rozhoduje, jakou zásobu uhlí si má udělat na zimu. Na podzim lze koupit uhlí za cenu 
[image: image664.wmf]t
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6000

, uskladnit může maximálně 
[image: image665.wmf]t

6

. Spotřeba uhlí a cena uhlí závisí na tom, jaká bude zima. Údaje jsou v následující tabulce.

	Zima
	spotřeba uhlí
	Cena za 1 t

	mírná
	4 t
	6 000 Kč

	normální
	5 t
	7 000 Kč

	tuhá
	6 t
	8 000 Kč


Uhlí, které po zimě zbude, musí majitel odepsat.

Majitel penzionu má na podzim 3 strategie, koupit 4 t, 5 t, 6 t uhlí po 6000 Kč. Během zimy lze uhlí dokoupit, ale za vyšší cenu. Příroda má také 3 strategie, které volí „náhodně“. Majitel chce mít výdaje za uhlí co nejnižší. Můžeme tedy sestavit výplatní matici, kde čísla představují záporné příjmy (výdaje) v tisících Kč.
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Maxima ve sloupcích jsou: 
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[image: image670.wmf]36
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. Hra má cenu v čistých strategiích, výplatní matice má sedlový bod na pozici 
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Protože 2. hráč (příroda) volí strategie náhodně, mohou být výdaje za uhlí nižší než 36 000 Kč. Pravděpodobnostní rozdělení sice majitel penzionu nezná, ale lze ho na základě dlouholetého pozorování odhadnout. Poměrná četnost je odhad pravděpodobnosti. Dejme tomu, že pravděpodobnostní rozdělení je následující:
	Zima
	Pravd.

	mírná
	0,3

	normální
	0,5

	tuhá
	0,2


Vektor rozdělení pravděpodobností je: 
[image: image672.wmf](

)

;

2

,

0

;

5

,

0

;

3

,

0

ˆ

=

T

p



[image: image673.wmf]÷
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Vektor na pravé straně představuje střední výdaje (až na znaménko) majitele při volbě strategií. Z hlediska střední hodnoty je nejvýhodnější koupit na podzim 4 t uhlí, v tom případě budou střední výdaje 30 700 Kč.
Vypočtěme ještě matici 
[image: image674.wmf]Z

, tzv. matici ztrát příležitosti.
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Maxima v řádcích jsou: 
[image: image676.wmf](
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, tj. nejmenší ztráta příležitosti je při volbě 1. strategie, koupit na podzim 4 t uhlí.
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Vektor na pravé straně představuje střední ztrátu příležitosti při volbě strategií. Z hlediska střední hodnoty ztráty příležitostí je nejvýhodnější koupit na podzim 4 t uhlí, v tom případě bude střední ztráta 1 300 Kč.
Zkusme použít Hurwitzovo kriterium pro 
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Opět se ukazuje nejvýhodnější 1. strategie (koupit 4 t uhlí).

Předpokládejme, že majitel penzionu si objednal „jasnovidce“, který mu sdělí, jaká bude zima. Za informaci však požaduje 500 Kč. Určeme, jaké budou střední výdaje.
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 (v tisících)

Střední výdaje budou činit 29 900 Kč (
[image: image682.wmf]29900
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) což je méně než 30 700 Kč. Majitel tak na výdajích ještě ušetří 800 Kč. Pokud by „jasnovidec“ požadoval za informaci více než 1 300 Kč (
[image: image683.wmf]1300

29400

30700

=

-

), nevyplatí se ho objednávat.
Předpokládejme nyní, že majitel může uhlí, které po zimě zbude, odprodat za 4000 Kč za tunu. Výplatní matice se malinko změní.
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Maxima ve sloupcích jsou: 
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)

;

36

;

30

;

24

-

-

-

. Minima v řádcích jsou: 
[image: image686.wmf](

)

;

36

;

38

;

40

-

-

-

. Tedy platí: 
[image: image687.wmf](

)

(

)

;

36

;

36

;

38

;

40

max

;

36

;

36

;

30

;

24

min

-

=

-

-

-

=

-

=

-

-

-

=

D

H

v

v

 
[image: image688.wmf]36
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. Hra má cenu v čistých strategiích, výplatní matice má sedlový bod na pozici 
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Rozdělení pravděpodobností je stejné.
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Vektor na pravé straně představuje střední výdaje (až na znaménko) majitele při volbě strategií. Z hlediska střední hodnoty je nejvýhodnější koupit na podzim 5 t uhlí, v tom případě budou střední výdaje 30 400 Kč.
Vypočtěme ještě matici 
[image: image691.wmf]Z

, tzv. matici ztrát příležitosti.
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Maxima v řádcích jsou: 
[image: image693.wmf](
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, tj. nejmenší ztráta příležitosti je při volbě 2. strategie, koupit na podzim 5 t uhlí.
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Vektor na pravé straně představuje střední ztrátu příležitosti při volbě strategií. Z hlediska střední hodnoty ztráty příležitostí je nejvýhodnější koupit na podzim 5 t uhlí, v tom případě bude střední ztráta 1000 Kč.
Zkusme použít Hurwitzovo kriterium pro 
[image: image695.wmf]5
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, dostaneme: 
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Zde se ukazují všechny strategie rovnocenné (což je překvapující).

Předpokládejme, že majitel penzionu si objednal „jasnovidce“, který mu sdělí, jaká bude zima. Za informaci však požaduje 500 Kč. Určeme, jaké budou střední výdaje.
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 (v tisících)

Střední výdaje budou činit 29 900 Kč (
[image: image699.wmf]29900
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) což je méně než 30 400 Kč. Majitel tak na výdajích ještě ušetří 500 Kč. Pokud by „jasnovidec“ požadoval za informaci více než 1 000 Kč (
[image: image700.wmf]1000

29400
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), nevyplatí se ho objednávat.

Příklad 8.x.

Zemědělské družstvo se rozhoduje mezi 2 plodinami. Část polí chce osázet 1. plodinou, část polí chce osázet 2. plodinou. Kvalita úrody a též zisk z prodeje závisí do značné míry na počasí v létě. Příroda má 6 strategií (horké suché, horké vlhké, teplé suché, teplé vlhké, chladné suché, chladné vlhké léto). Družstvo má 2 čisté strategie (pěstovat jen 1. plodinu, pěstovat jen 2. plodinu), také smíšené strategie (na části pěstovat jednu a na části polí druhou plodinu).
Výplatní matice, která představuje zisk v tisících Kč je následující:
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Kdyby šlo o klasickou maticovou hru 2 inteligentních hráčů, mohli bychom 3. sloupec vyškrtnout, neboť dominuje 4. sloupec (
[image: image702.wmf]0
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). Je zřejmé, že hra nemá cenu v čistých strategiích, neboť platí: 
[image: image703.wmf];
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 Protože příroda volí strategie náhodně, nebudeme 3. sloupec „vyškrtávat“.

Úlohu by bylo možno řešit graficky či simplexovou metodou (proveďte).

Dostali bychom toto řešení: 
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[image: image708.wmf](
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Cena hry je: 
[image: image709.wmf];
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Obě strategie 1. hráče jsou aktivní, ze 6 strategií 2. hráče jsou 2 aktivní (4. a 6.), ostatní jsou pasivní.
Družstvo osází 3/4 polí 1. plodinou, 1/4 polí 2. plodinou, dosáhne průměrného zisku 3750 Kč.
Protože 2. hráč (příroda) volí strategie náhodně, lze dosáhnout vyššího průměrného zisku. Předpokládejme, že na základě zkušeností z minulých let má družstvo tyto odhady pravděpodobností: 
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Pokud družstvo osází všechna pole 1. plodinou, dosáhne průměrného zisku 5500 Kč.

Pokud družstvo osází všechna pole 2. plodinou, dosáhne průměrného zisku 4000 Kč.

V obou případech je to víc než cena hry 3750 Kč.

[image: image712.wmf](

)

125

,

5

0

,

4

5

,

5

;

;

ˆ

ˆ

4

1

4

3

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

p

A

x

T


Pokud družstvo osází 3/4 polí 1. plodinou, 1/4 polí 2. plodinou, dosáhne průměrného zisku 5125 Kč. Při tomto rozložení pravděpodobnosti je nejvýhodnější osázet všechna pole 1. plodinou, čímž družstvo dosáhne průměrného zisku 5500 Kč.

Vypočtěme ještě matici 
[image: image713.wmf]Z

, tzv. matici ztrát příležitosti.
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Maxima v řádcích jsou: 
[image: image715.wmf](
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, tj. nejmenší ztráta příležitosti je při volbě 2. strategie
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Vektor na pravé straně představuje střední ztrátu příležitosti při volbě strategií. Z hlediska střední hodnoty ztráty příležitostí je tentokrát výhodnější 1. varianta, tj. osít všechna pole 1. plodinou, v tom případě bude střední ztráta 1300 Kč.
Dále si ukážeme, jak se změní situace při jiném rozdělení pravděpodobností.

Předpokládejme nyní, že na základě zkušeností z minulých let má družstvo tyto odhady pravděpodobností: 
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Pokud družstvo osází všechna pole 1. plodinou, dosáhne průměrného zisku 4600 Kč.

Pokud družstvo osází všechna pole 2. plodinou, dosáhne průměrného zisku 5200 Kč.

V obou případech je to víc než cena hry 3750 Kč.
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Pokud družstvo osází 3/4 polí 1. plodinou, 1/4 polí 2. plodinou, dosáhne průměrného zisku 4750 Kč. Při tomto rozložení pravděpodobnosti je nejvýhodnější osázet všechna pole 2. plodinou, čímž družstvo dosáhne průměrného zisku 5200 Kč.

Matici ztrát příležitostí již známe.


[image: image720.wmf];
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Vektor na pravé straně představuje střední ztrátu příležitosti při volbě strategií. Z hlediska střední hodnoty ztráty příležitostí je tentokrát výhodnější 2. varianta, tj. osít všechna pole 2. plodinou, v tom případě bude střední ztráta 2000 Kč.
Příklad 8.x.

Firma se zabývá pronájmem aut. Rozhoduje se, kolik aut nakoupí na příští období. Má místo maximálně na 100 aut, kdyby počet aut byl nižší než 50, nebyla by již konkurence schopná. Výnosy z pronájmu aut závisí na tom, jaká bude úroveň cestování. Údaje (výnosy v tisících Kč) jsou v následující tabulce.
	Úroveň cestování
	Počet nakoupených aut

	
	50
	60
	70
	80
	90
	100

	velmi nízká
	30
	35
	20
	25
	-10
	-25

	nízká
	40
	50
	40
	30
	20
	10

	střední
	40
	55
	60
	55
	50
	45

	vysoká
	40
	55
	70
	80
	80
	80

	velmi vysoká
	40
	55
	70
	85
	110
	105


Záporné výnosy představují další výdaje.
Jde opět o hru firmy proti náhodě. Firma má 6 strategií (koupit 50, 60, 70, 80, 90, 100 aut). Náhoda má 5 strategií (úrovně cestování), které volí náhodně.
Tabulka je vlastně transponovaná výplatní matice.
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Vidíme, že 1. řádek je dominován 2. řádkem, dále 6. řádek je dominován 5. řádkem. Můžeme tedy 1. řádek a 6. řádek z matice vyškrtnout a výplatní matici tak zredukovat. Nakoupit 50 aut či 100 aut je vždy nevýhodné.
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Maxima ve sloupcích jsou: 
[image: image723.wmf](
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[image: image726.wmf]35
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. Hra má cenu v čistých strategiích, výplatní matice má sedlový bod na pozici 
[image: image727.wmf][

]

1

;

1

 ve zredukované matici.

Protože náhoda volí strategie náhodně, je možné dosáhnout vyšších výnosů, než je cena hry. Odhad pravděpodobností, s jakými nastane situace, je následující:
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 (od nejnižší po nejvyšší úroveň).
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Z hlediska středních výnosů je nejvýhodnější varianta nakoupit 80 aut. Firma tak dosáhne středního výnosu 60 250 Kč.
Utvořme matici ztrát příležitostí:
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Nejmenší ztráty příležitosti jsou při volbě 3. strategie v redukované matici, tj. při koupi 80 aut. Určeme střední hodnoty ztráty příležitosti.
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Nejmenší střední hodnota ztráty příležitosti je opět při volbě 3. strategie, tj. při koupi 80 aut.
Předpokládejme, že si firma objednala „jasnovidce“, který poskytne dokonalou informaci.
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V tomto případě jsou střední výnosy 68 250 Kč. Jasnovidec může požadovat za dokonalou informaci nejvýše 8000 Kč, aby se vyplatilo si ho objednávat (
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Zkusme ještě použít Hurwitzovo kriterium pro 
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Opět se ukazuje nejvýhodnější 3. strategie (nakoupit 80 aut).

Zkusme ještě použít Hurwitzovo kriterium pro 
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Zde se ukazuje nejvýhodnější 4. strategie (nakoupit 90 aut).

Zkusme ještě použít Hurwitzovo kriterium pro 
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Zde se opět ukazuje nejvýhodnější 3. strategie (nakoupit 80 aut).

Použité zdroje:

1) Dupačová J.: Lineární programování
2) Moučka J.: Úvod do teorie her

3) Desbazeille G.: Cvičenia a úlohy z operačnej analýzy
4) Hebák P.: Pravd. rozhodování v ekon. situacích (článek stažen z internetu)
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