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VI. Dopravní úlohy

Formulace dopravní úlohy již byla provedena v kapitole 1 (Př. 1.x.). Byla též již zformulována duální úloha k dopravní úloze v kapitole 4 (Př. 4.x.). Připomeňme si tedy formulaci dopravní úlohy a duální úlohy.
Je 
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 dodavatelů, 
[image: image2.wmf]n

 odběratelů (spotřebitelů). Známe kapacity dodavatelů, požadavky odběratelů. Máme udělat rozvoz zboží tak, abychom dopravili potřebné množství zboží od dodavatelů k odběratelům, přitom náklady na dopravu byly minimální.
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 - požadavek 
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[image: image9.wmf]ij
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 - přepravní náklady na jednotku přepravovaného zboží (od 
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 je tzv. matice sazeb. Předpokládá se, že její prvky jsou nezáporná čísla.
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 - množství přepravovaného zboží (od 
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Jestliže platí: 
[image: image16.wmf]å
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, jde o vyváženou dopravní úlohu. Znamená to, že úhrn kapacit dodavatelů se rovná úhrnu požadavků odběratelů. Předpokládejme tedy, že jde o vyváženou dopravní úlohu.
Pokud by úloha nebyla vyvážená, „vyvážíme“ ji zavedením tzv. fiktivního dodavatele či odběratele (viz dále).
Matematická formulace úlohy vypadá takto:
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(minimalizujeme celkové přepravní náklady)
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Duální úloha pak má tvar:
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[image: image21.wmf]j
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 jsou tzv. stínové sazby dodavatelů či odběratelů, neklademe na ně podmínky nezápornosti, protože jsou v omezeních rovnosti. Stínové sazby mohou tedy být i záporné.
Zde si ukážeme tabulkové řešení dopravní úlohy, což je výhodnější než simplexová metoda.

Poznamenejme, že nedegenerované základní řešení má 
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 obsazených cest (políček).

Vzhledem k nezápornosti řešení také musí platit: 
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Příklad d1.1.
Máme 2 dodavatele (
[image: image25.wmf]2
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) a 3 odběratele (spotřebitele 
[image: image26.wmf]3
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). Dodavatelé mohou dodat po řadě 800, 1200 jednotek zboží, odběratelé požadují po řadě 600, 900, 500 jednotek zboží. Protože zde se rovná úhrn kapacit dodavatelů úhrnu (součtu) požadavků odběratelů, jde o vyváženou dopravní úlohu (
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Matice sazeb je následující:
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Prvek 
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 představuje přepravní sazbu, tj. kolik stojí přeprava jednotky zboží od 
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Matematická formulace úlohy je následující:
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 představuje, kolik zboží se dopraví od 
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Účelová funkce má tvar: 
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Rovnice jsou lineárně závislé, hodnost matice soustavy se rovná hodnosti rozšířené matice soustavy se rovná: 
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. Tedy v základním řešení jsou 4 neznámé ze 6 nenulové, ostatní 2 nulové.

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	

	D1
	30

	10

	5

	800

	D2
	15

	20

	12

	1200

	Požadavky
	600
	900
	500
	2000


Začneme tím, že na nejlevnější cestu dáme nejvíce zboží. Samozřejmě dbáme na to, aby souhlasily řádkové a sloupcové součty v tabulce. V následující tabulce je jisté základní řešení úlohy.

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	

	D1
	30
0

5
	10
300


	5
500


	800

	D2
	15
600


	20
600


	12
0

15
	1200

	Požadavky
	600
	900
	500
	2000


Přepravní náklady činí: 
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Vzniká však otázka, zda je toto řešení optimální, nebo zda je možno přepravní náklady ještě snížit. To zjistíme pomocí tzv. stínových sazeb (viz duální úloha).

Stínové ceny u dodavatele označme 
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 stínové ceny u odběratele označme 
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 Musí platit: 
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 přičemž na obsazených cestách platí rovnost (věta o dualitě). Vzhledem k tomu, že hodnost matice je o 1 nižší než počet rovnic, můžeme si jednu stínovou cenu zvolit. Zvolme tedy 
[image: image42.wmf]0

1

=

u

. Pak dostaneme: 
[image: image43.wmf],

5

,

10

3

2

=

=

v

v

 dále dostaneme: 
[image: image44.wmf],

5

,

10

1

2

=

=

v

u

 Nyní dopočteme stínové ceny na neobsazených cestách: 
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 Protože 
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, tj. stínová sazba je vyšší než normální, řešení není optimální. Přepravní náklady lze tedy snížit.

Přejdeme k novému řešení, na cestu 
[image: image47.wmf]3
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 dáme nejvíc zboží. Jinde ho musíme odebrat, jinde zase přidat, aby souhlasily řádkové a sloupcové součty. Také dbáme na to, aby počet obsazených políček byl stále stejný (v našem případě 4). V následující tabulce je nové řešení:

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	

	D1
	30
0

5
	10
800


	5
0

2
	800

	D2
	15
600


	20
100


	12
500


	1200

	Požadavky
	600
	900
	500
	2000


Přepravní náklady činí: 
[image: image48.wmf]25000
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Přepravní náklady jsou nyní nižší, ještě ověříme pomocí stínových sazeb, zda je řešení optimální. Zvolme tedy 
[image: image49.wmf]0
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 Nyní dopočteme stínové ceny na neobsazených cestách: 
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 Protože stínová sazba je všude nižší než normální, řešení je již optimální.

Cesta 
[image: image53.wmf]3
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 v minulém řešení nebyla využita. Protože stínová sazba byla vyšší než normální o 3, znamená to, že využitím této cesty se přepravní náklady sníží o 
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Vskutku dostaneme: 
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Příklad d1.2.
Máme 3 dodavatele (
[image: image56.wmf]3
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) a 4 odběratele (
[image: image57.wmf]4
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). Dodavatelé mohou dodat po řadě 2000, 1000, 2000 jednotek zboží, odběratelé požadují po řadě 1100, 1600, 800, 1500 jednotek zboží. Protože zde se rovná úhrn kapacit dodavatelů úhrnu (součtu) požadavků odběratelů, jde o vyváženou dopravní úlohu (
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Matice sazeb je následující:
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Prvek 
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 představuje přepravní sazbu, tj. kolik stojí přeprava jednotky zboží od 
[image: image61.wmf]-
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tého dodavatele k 
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Ukážeme si tabulkovou formu řešení dopravní úlohy. V našem případě bude počet obsazených políček: 
[image: image63.wmf]6
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	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	S4
	

	D1
	8
1100


	10
100


	4
800


	11
0


	2000

	D2
	6
0


	3
1000


	5
0


	8
0


	1000

	D3
	10
0

18
	20
500


	15
0


	4
1500


	2000

	Požadavky
	1100
	1600
	800
	1500
	5000


Přepravní náklady činí: 
[image: image64.wmf];
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Vzniká však otázka, zda je toto řešení optimální, nebo zda je možno přepravní náklady ještě snížit. To zjistíme pomocí tzv. stínových sazeb (viz duální úloha).

Stínové ceny u dodavatele označme 
[image: image65.wmf];
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 stínové ceny u odběratele označme 
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 Musí platit: 
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 přičemž na obsazených cestách platí rovnost. Vzhledem k tomu, že hodnost matice je o 1 nižší než počet rovnic, můžeme si jednu stínovou cenu zvolit. Zvolme tedy opět 
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 Nyní dopočteme stínové ceny na neobsazených cestách: 
[image: image71.wmf];
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 (ostatní dopočtěte). Protože 
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, tj. stínová sazba je vyšší než normální, řešení není optimální. Přepravní náklady lze tedy snížit.

Přejdeme k novému řešení, na cestu 
[image: image73.wmf]1
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 dáme nejvíc zboží. Jinde ho musíme odebrat, jinde zase přidat, aby souhlasily řádkové a sloupcové součty. Také dbáme na to, aby počet obsazených políček byl stále stejný (v našem případě 6). V následující tabulce je nové řešení:

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	S4
	

	D1
	8
600


	10
600


	4
800


	11
0


	2000

	D2
	6
0


	3
1000


	5
0


	8
0


	1000

	D3
	10
500


	20
0


	15
0


	4
1500


	2000

	Požadavky
	1100
	1600
	800
	1500
	5000


Přepravní náklady činí: 
[image: image74.wmf];
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Přepravní náklady jsou nyní nižší, ještě ověřte pomocí stínových sazeb, že řešení je optimální. Stínové sazby dopočtěte sami.

Cesta 
[image: image75.wmf]1
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 v minulém řešení nebyla využita. Protože stínová sazba byla vyšší než normální o 8, znamená to, že využitím této cesty se přepravní náklady sníží o 
[image: image76.wmf]4000
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Vskutku dostaneme: 
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Příklad d1.3.
Máme 2 dodavatele (
[image: image78.wmf]2
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) a 3 odběratele (
[image: image79.wmf]3
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). Dodavatelé mohou dodat po řadě 300, 800 jednotek zboží, odběratelé požadují po řadě 200, 400, 500 jednotek zboží. Protože zde se rovná úhrn kapacit dodavatelů úhrnu (součtu) požadavků odběratelů, jde o vyváženou dopravní úlohu (
[image: image80.wmf];
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Matice sazeb je následující:
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Ukážeme si tabulkovou formu řešení dopravní úlohy. V našem případě bude počet obsazených políček: 
[image: image82.wmf]4
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	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	

	D1
	6
200


	5
0

0
	7
100


	300

	D2
	8
0

8
	2
400


	9
400


	800

	Požadavky
	200
	400
	500
	1100


Přepravní náklady činí: 
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Nyní dopočteme stínové sazby, zvolme tedy opět 
[image: image84.wmf]0
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 Nyní dopočteme stínové ceny na neobsazených cestách: 
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 Vzhledem k tomu, že platí: 
[image: image88.wmf]21

21

8

c

c

=

=

¢

, je dané řešení optimální, ale není jediné. Tato úloha má více optimálních řešení. Další optimální řešení najdeme tak, že obsadíme cestu 
[image: image89.wmf]1
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, viz následující tabulka.

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	

	D1
	6
0

6
	5
0

0
	7
300


	300

	D2
	8
200


	2
400


	9
200


	800

	Požadavky
	200
	400
	500
	1100


Přepravní náklady činí: 
[image: image90.wmf];
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což je stejné jako u minulého řešení.

Zde jsme získali 2 různá základní (bazická) optimální řešení. Také existuje nekonečně mnoho nebazických optimálních řešení. V následující tabulce je jedno z nich.

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	

	D1
	6
100


	5
0


	7
200


	300

	D2
	8
100


	2
400


	9
300


	800

	Požadavky
	200
	400
	500
	1100


Přepravní náklady činí: 
[image: image91.wmf];
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 což je stejné jako u minulého řešení. Řešení je nebazické, protože je 5 obsazených políček.

Příklad d1.4.
Máme 2 dodavatele (
[image: image92.wmf]2

1

,

D

D

) a 2 odběratele (
[image: image93.wmf]2

1

,

S

S

). Dodavatelé mohou dodat po řadě 800, 600 jednotek zboží, odběratelé požadují po řadě 500, 900 jednotek zboží. Protože zde se rovná úhrn kapacit dodavatelů úhrnu (součtu) požadavků odběratelů, jde o vyváženou dopravní úlohu (
[image: image94.wmf];
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)
Matice sazeb je následující:
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Ukážeme si tabulkovou formu řešení dopravní úlohy. V našem případě bude počet obsazených políček: 
[image: image96.wmf]3
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.

	Dodavatelé
	Odběratelé
	Kapacity

	
	S1
	S2
	

	D1
	12
500


	5
300


	800

	D2
	6
0

9
	2
600


	600

	Požadavky
	500
	900
	1400


Přepravní náklady činí: 
[image: image97.wmf];
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Opět dopočteme stínové sazby a ověříme, zda řešení je optimální.

Zvolme tedy opět 
[image: image98.wmf]0
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. Pak dostaneme: 
[image: image99.wmf],
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 dále dostaneme: 
[image: image100.wmf],
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 Nyní dopočteme stínové ceny na neobsazených cestách: 
[image: image101.wmf];
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 Vzhledem k tomu, že platí: 
[image: image102.wmf]21
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, řešení není optimální. Nyní tedy obsadíme cestu 
[image: image103.wmf]1
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, tím přejdeme k jinému řešení.

	Dodavatelé
	Odběratelé
	Kapacity

	
	S1
	S2
	

	D1
	12
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	5
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	D2
	6
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	2
100


	600

	Požadavky
	500
	900
	1400


Přepravní náklady nyní činí: 
[image: image104.wmf];
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 jsou nižší než v minulém řešení.

Opět dopočteme stínové sazby a ověříme, zda řešení je optimální.

Zvolme tedy opět 
[image: image105.wmf]0
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. Pak dostaneme: 
[image: image106.wmf],
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 dále dostaneme: 
[image: image107.wmf],
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 Nyní dopočteme stínové ceny na neobsazených cestách: 
[image: image108.wmf];
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 Vzhledem k tomu, že platí: 
[image: image109.wmf]11
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, řešení již je optimální.

Přepravní náklady klesly o 
[image: image110.wmf]1500
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 Kč. V minulém řešení je stínová sazba o 3 vyšší než skutečná (
[image: image111.wmf]3
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).

Ještě si ukážeme, jak by se tato dopravní úloha řešila simplexovou metodou. Matematická formulace úlohy vypadá takto:


[image: image112.wmf];
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Účelová funkce má tvar: 
[image: image113.wmf]min
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Rovnice jsou lineárně závislé, hodnost matice soustavy se rovná hodnosti rozšířené matice soustavy se rovná: 
[image: image114.wmf]3
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. Tedy v základním řešení jsou 3 neznámé ze 4 nenulové, ostatní 1 nulová. Abychom nalezli výchozí bazické řešení, zavedeme fiktivní proměnné. Simplexová tabulka má tvar:

	krok
	B.p.
	
[image: image115.wmf]11
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[image: image116.wmf]12
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[image: image117.wmf]21
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[image: image118.wmf]22
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[image: image119.wmf]1
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[image: image120.wmf]2
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[image: image121.wmf]3
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[image: image122.wmf]4
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	P. S.
	podíly

	0.
	
[image: image123.wmf]1
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	1
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	1
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	800

	
	
[image: image124.wmf]2
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	0
	0
	600
	

	
	
[image: image125.wmf]3
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	1
	0
	1
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	0
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	0
	500
	500

	
	
[image: image126.wmf]4
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	1
	0
	1
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[image: image127.wmf]1
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	300

	
	
[image: image128.wmf]2
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	1
	x
	0
	600
	

	
	
[image: image129.wmf]11
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	1
	0
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	x
	0
	500
	

	
	
[image: image130.wmf]4
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	0
	1
	0
	1
	0
	0
	x
	1
	900
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	0
	5
	-6
	2
	0
	0
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	0
	6000
	

	2.
	
[image: image131.wmf]12

x


	0
	1
	-1
	0
	x
	0
	
	0
	300
	

	
	
[image: image132.wmf]2
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[image: image133.wmf]11
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[image: image134.wmf]4
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	3.
	
[image: image135.wmf]12
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[image: image136.wmf]2
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[image: image137.wmf]11
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[image: image138.wmf]22
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Podařilo se tedy všechny fiktivní proměnné z báze vyloučit až na jednu, která vyšla nulová (rovnice jsou lineárně závislé). Máme tedy výchozí přípustné řešení, které není optimální (záporné číslo v řádku účelové funkce), které odpovídá první tabulce.

	krok
	B.p.
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	P. S.
	podíly

	4.
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	5.
	
[image: image146.wmf]12
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[image: image147.wmf]21
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[image: image148.wmf]22
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Nyní jsme našli optimální řešení úlohy, které je shodné s tím, co jsme dostali v tabulce. Řešení dopravní úlohy simplexovou tabulkou je ovšem dosti nepohodlné.
Někdy vyjde počet obsazených políček (cest) menší, než by měl být. V tom případě jde o degenerovanou dopravní úlohu. Ukážeme si ji v následujícím příkladě.

Příklad d1.5.
Máme 3 dodavatele (
[image: image149.wmf]3
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D

D

D

) a 4 odběratele (
[image: image150.wmf]4
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). Dodavatelé mohou dodat po řadě 600, 500, 800 jednotek zboží, odběratelé požadují po řadě 500, 400, 300, 700 jednotek zboží. Protože zde se rovná úhrn kapacit dodavatelů úhrnu (součtu) požadavků odběratelů, jde o vyváženou dopravní úlohu (
[image: image151.wmf];
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Matice sazeb je následující:
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Ukážeme si tabulkovou formu řešení dopravní úlohy. V našem případě by měl být počet obsazených políček: 
[image: image153.wmf]6
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	Dodavatelé
	Odběratelé
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	S4
	

	D1
	6
0

0
	7
400


	6
0

1
	8
200


	600

	D2
	4
0

8
	8
0

15
	8
0

9
	16
500


	500

	D3
	2
500


	9
00


	3
300


	12
0

10
	800

	Požadavky
	500
	400
	300
	700
	1900


Protože nám vyšlo jen 5 obsazených políček (místo 6), je řešení degenerované. Přepravní náklady činí: 
[image: image154.wmf]14300
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Pomocí stínových sazeb určíme, zda je řešení optimální. Protože je méně obsazených políček, budeme jedno neobsazené políčko brát jako obsazené (např. 
[image: image155.wmf]2
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). Opět zvolíme 
[image: image156.wmf]0
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, pak dostaneme: 
[image: image157.wmf];
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 dále dostaneme: 
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 nyní dopočteme stínové sazby. Vzhledem k tomu, že např. platí: 
[image: image159.wmf]22
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, řešení není optimální. Přejdeme tedy k jinému řešení.

	Dodavatelé
	Odběratelé
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	S4
	

	D1
	6
0


	7
0


	6
0


	8
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	D2
	4
0


	8
400


	8
0


	16
100


	500

	D3
	2
500


	9
00


	3
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	12
0

17
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	Požadavky
	500
	400
	300
	700
	1900


Protože nám vyšlo jen 5 obsazených políček (místo 6), je řešení degenerované. Přepravní náklady činí: 
[image: image160.wmf]11500
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 Kč. Přepravní náklady jsou nižší o 
[image: image161.wmf]2800
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Protože je méně obsazených políček, budeme jedno neobsazené políčko brát jako obsazené (např. 
[image: image162.wmf]2
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). Opět zvolíme 
[image: image163.wmf]0
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, pak dostaneme: 
[image: image164.wmf];
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 dále dostaneme: 
[image: image165.wmf];
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 nyní dopočteme stínové sazby. Vzhledem k tomu, že např. platí: 
[image: image166.wmf]34
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, řešení není optimální. Přejdeme tedy k jinému řešení.

	Dodavatelé
	Odběratelé
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	S4
	

	D1
	6
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Nově získané řešení je nedegenerované (6 obsazených políček). Přepravní náklady činí: 
[image: image167.wmf]11300
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Opět zvolíme 
[image: image168.wmf]0
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, pak dostaneme: 
[image: image169.wmf];
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 dále dostaneme: 
[image: image170.wmf];
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 nyní dopočteme stínové sazby. Řešení je již optimální.

Příklad d1.6.
Máme 2 dodavatele (
[image: image171.wmf]2
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,

D

D

) a 3 odběratele (
[image: image172.wmf]3

2
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,

,

S

S
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). Dodavatelé mohou dodat po řadě 400, 200 jednotek zboží, odběratelé požadují po řadě 100, 200, 300 jednotek zboží. Protože zde se rovná úhrn kapacit dodavatelů úhrnu (součtu) požadavků odběratelů, jde o vyváženou dopravní úlohu (
[image: image173.wmf];
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Matice sazeb je následující:
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Ukážeme si tabulkovou formu řešení dopravní úlohy. V našem případě by měl být počet obsazených políček: 
[image: image175.wmf]4
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. Opět začneme tím, že na nejlevnější cestu dáme nejvíce zboží. Dostaneme degenerované výchozí řešené (3 obsazená políčka).

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
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Přepravní náklady činí: 
[image: image176.wmf]3800

400

3000

400

=

+

+

 Kč.

Dopočteme stínové sazby, ověříme, zda je řešení optimální. Opět zvolíme: 
[image: image177.wmf]0
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, pak dostaneme: 
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 Stínové sazby jsou: 
[image: image179.wmf];
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[image: image180.wmf];

6

8

2

10

23

23

c

c

=

>

=

-

=

¢

 Protože stínová sazba je vyšší, řešení není optimální. Přejdeme tedy k jinému řešení.

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
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Nově získané řešení je nedegenerované (4 obsazená políčka).

Přepravní náklady činí: 
[image: image181.wmf]3400
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 Kč, jsou o 400 Kč nižší. Nalezené řešení je již optimální, což se ověří pomocí stínových sazeb.

Příklad d1.7.
Máme 2 dodavatele (
[image: image182.wmf]2
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) a 3 odběratele (
[image: image183.wmf]3
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). Dodavatelé mohou dodat po řadě 400, 600 jednotek zboží, odběratelé požadují po řadě 300, 300, 400 jednotek zboží. Protože zde se rovná úhrn kapacit dodavatelů úhrnu (součtu) požadavků odběratelů, jde o vyváženou dopravní úlohu (
[image: image184.wmf];
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Matice sazeb je následující:
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Opět si ukážeme tabulkovou formu řešení dopravní úlohy. Výchozí řešení opět najdeme tak, že na nejlevnější cestu dáme nejvíc zboží.
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Přepravní náklady činí: 
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Dopočteme stínové sazby, ověříme, zda je řešení optimální. Opět zvolíme: 
[image: image187.wmf]0
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 Stínové sazby jsou: 
[image: image189.wmf];
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 Protože stínová sazba je vyšší, řešení není optimální. Přejdeme tedy k jinému řešení.
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	15

0

4
	600

	Požadavky
	300
	300
	400
	1000


Nově získané řešení je ale degenerované (3 obsazená políčka místo 4). Přepravní náklady nyní činí: 
[image: image191.wmf]6400
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 Kč, což je o 1200 Kč méně než v minulém řešení.

Abychom mohli vypočítat stínové sazby, budeme brát jedno neobsazené políčko jako obsazené, např. 
[image: image192.wmf]2
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. Opět zvolíme: 
[image: image193.wmf]0
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, pak dostaneme: 
[image: image194.wmf];

9

;

3

;

9

;

7

1

2

2

3

=

-

=

=

=

v

u

v

v

 Stínové sazby jsou: 
[image: image195.wmf];
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 Stínová sazba je vyšší než normální, ale přechodem k jinému řešení přesouváme jen „nulu“, takže se řešení vlastně nezmění. Zkusme nyní brát políčko 
[image: image197.wmf]1
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 jako obsazené.

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	

	D1
	2

00


	9

0

2
	7

400


	400

	D2
	6

300


	6

300


	15

0

11
	600

	Požadavky
	300
	300
	400
	1000


Dopočteme stínové sazby, opět volíme 
[image: image198.wmf]0
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, pak dostaneme: 
[image: image199.wmf];
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 Stínové sazby jsou: 
[image: image200.wmf];
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 Řešení je již optimální.

Nadále si ukážeme nevyrovnané dopravní úlohy. Vyrovnáme ji zavedením fiktivního dodavatele či odběratele. Je-li úhrn kapacit dodavatelů větší než úhrn požadavků odběratelů, zavedeme fiktivního odběratele, který dostane právě ten rozdíl. Ve skutečnosti to znamená, že zboží některému dodavateli zbude. Je-li úhrn požadavků odběratelů větší než úhrn kapacit dodavatelů, zavedeme fiktivního dodavatele, který dodá právě ten rozdíl. Ve skutečnosti to znamená, že některý odběratel nedostane všechno požadované zboží.
Dále si k matici sazeb „přimyslíme“ řádek či sloupec ze samých nul, neboť náklady na přepravu od fiktivního dodavatele či k fiktivnímu odběrateli jsou nulové.
Příklad d1.8.
Máme 3 dodavatele (
[image: image202.wmf]3
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,

,

D

D

D

) a 2 odběratele (
[image: image203.wmf]2
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,

S

S

). Dodavatelé mohou dodat po řadě 600, 600, 500 jednotek zboží, odběratelé požadují po řadě 800, 700 jednotek zboží. Protože zde je úhrn kapacit dodavatelů větší než úhrn požadavků odběratelů, jde o nevyváženou dopravní úlohu (
[image: image204.wmf];
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Matice sazeb je následující:
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Opět si ukážeme tabulkovou formu řešení dopravní úlohy. Abychom úlohu „vyvážili“, doplníme fiktivního odběratele, který „požaduje“ právě ten rozdíl. Znamená to, že některému dodavateli nějaké zboží zbude. Sazby budou nulové, tj. k matici sazeb si „přimyslíme“ sloupec ze samých 0. Zase začneme tím, že na nejlevnější cestu dáme nejvíce zboží.

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	F
	

	D1
	3

600


	4

0

9
	0

-3
	600

	D2
	6

200


	12

200


	0

200


	600

	D3
	8

0

-3
	3

500


	0

0

-9
	500

	Požadavky
	800
	700
	200
	1700


Získali jsme nedegenerované řešení (5 obsazených políček). Přepravní náklady činí: 
[image: image206.wmf]6900
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 Kč. Nyní pomocí stínových sazeb rozhodneme, zda řešení je optimální. Opět volíme: 
[image: image207.wmf]0
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[image: image208.wmf];
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 dále dostaneme: 
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 dopočteme stínové sazby. Platí: 
[image: image210.wmf]12
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, tj. stínová sazba je vyšší než normální, tudíž řešení není optimální. Přejdeme tedy k jinému řešení.

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	F
	

	D1
	3

400


	4

200


	0

-3
	600

	D2
	6

400


	12

0

7
	0

200


	600

	D3
	8

0

2
	3

500


	0

0

-4
	500

	Požadavky
	800
	700
	200
	1700


Přepravní náklady činí: 
[image: image211.wmf]5900
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 Kč, což je o 1000 Kč méně než minule. Opět dopočteme stínové sazby, volíme: 
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, pak dostaneme: 
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 dále dostaneme: 
[image: image214.wmf];
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 dopočteme stínové sazby. Protože stínová sazba je všude menší než normální, řešení je již optimální. Znamená to, že dodavateli D2 zbude 200 jednotek zboží.

Příklad d1.9.
Máme 2 dodavatele (
[image: image215.wmf]2
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D

D

) a 3 odběratele (
[image: image216.wmf]3
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). Dodavatelé mohou dodat po řadě 700, 700 jednotek zboží, odběratelé požadují po řadě 400, 500, 600 jednotek zboží. Protože zde je úhrn kapacit dodavatelů menší než úhrn požadavků odběratelů, jde o nevyváženou dopravní úlohu (
[image: image217.wmf];
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Matice sazeb je následující:
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Opět si ukážeme tabulkovou formu řešení dopravní úlohy. Abychom úlohu „vyvážili“, doplníme fiktivního dodavatele, který „dodá“ právě ten rozdíl. Znamená to, že nějakému odběrateli nebude dodáno vše, co požaduje. Sazby budou nulové, tj. k matici sazeb si „přimyslíme“ řádek ze samých 0. Zase začneme tím, že na nejlevnější cestu dáme nejvíce zboží.

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	

	D1
	2

400


	5

300


	10

0

8
	700

	D2
	6

0

1
	4

200


	7

500


	700

	F
	0

0

-6
	0

0

-3
	0

100


	100

	Požadavky
	400
	500
	600
	1500


Získali jsme nedegenerované řešení (5 obsazených políček). Přepravní náklady činí: 
[image: image219.wmf]6600
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 Kč. Nyní pomocí stínových sazeb rozhodneme, zda řešení je optimální. Opět volíme: 
[image: image220.wmf]0
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, pak dostaneme: 
[image: image221.wmf];
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 dále dostaneme: 
[image: image222.wmf];
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 dopočteme stínové sazby. Protože všude je stínová sazba nižší než normální, je řešení již optimální. To znamená, že odběratel S3 dostane jen 500 jednotek zboží, místo požadovaných 600 jednotek.

Příklad d1.10.
Máme 4 dodavatele (
[image: image223.wmf]4
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) a 4 odběratele (
[image: image224.wmf]4
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). Dodavatelé mohou dodat po řadě 800, 400, 200, 600 jednotek zboží, odběratelé požadují po řadě 300, 500, 700, 500 jednotek zboží. Protože zde se úhrn kapacit dodavatelů rovná úhrnu požadavků odběratelů, jde o vyváženou dopravní úlohu (
[image: image225.wmf];
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Matice sazeb je následující:
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Úlohu opět vyřešíme tabulkovou formou.

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	S4
	

	D1
	10

0

3
	4

100


	7

700


	20

0

11
	800

	D2
	5

0

1
	2

400


	8

0

5
	9

0

9
	400

	D3
	11

0

2
	15

0

3
	6

00


	10

200


	200

	D4
	12

300


	6

0

13
	15

0

16
	20

300


	600

	Požadavky
	300
	500
	700
	500
	2000


Výchozí řešení je degenerované (6 obsazených políček místo 7). Přepravní náklady činí: 
[image: image227.wmf];
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 Na neobsazené políčko 
[image: image228.wmf]3
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 budeme pohlížet jako na obsazené. Postupně dostaneme: 
[image: image229.wmf];
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 dále: 
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 Protože je někde stínová sazba vyšší než normální, není řešení optimální. 
[image: image231.wmf]42
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. Přejdeme tedy k jinému řešení.

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	S4
	

	D1
	10

0

7
	4

100


	7

700


	20

0

18
	800

	D2
	5

300


	2

100


	8

0

5
	9

0

16
	400

	D3
	11

0

-1
	15

0

-4
	6

0

-1
	10

200


	200

	D4
	12

0

9
	6

300


	15

0

9
	20

300


	600

	Požadavky
	300
	500
	700
	500
	2000


Další řešení je již nedegenerované. Přepravní náklady činí: 
[image: image232.wmf];
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Postupně dostaneme: 
[image: image233.wmf];
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 dále: 
[image: image234.wmf];
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 Protože je někde stínová sazba vyšší než normální, není řešení optimální. 
[image: image235.wmf]24
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. Přejdeme tedy k jinému řešení.

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	S4
	

	D1
	10

0

14
	4

100


	7

700


	20

0

18
	800

	D2
	5

300


	2

0

-5
	8

0

-2
	9

100


	400

	D3
	11

0

6
	15

0

-4
	6

0

-1
	10

200


	200

	D4
	12

0

16
	6

400


	15

0

9
	20

200


	600

	Požadavky
	300
	500
	700
	500
	2000


Přepravní náklady činí: 
[image: image236.wmf];
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Postupně dostaneme: 
[image: image237.wmf];
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 dále: 
[image: image238.wmf];
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 Protože je někde stínová sazba vyšší než normální, není řešení optimální. 
[image: image239.wmf]41
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. Přejdeme tedy k jinému řešení.

	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	S4
	

	D1
	10

0

10
	4

100


	7

700


	20

0

14
	800

	D2
	5

100


	2

0

-1
	8

0

2
	9

300


	400

	D3
	11

0

6
	15

0

0
	6

0

3
	10

200


	200

	D4
	12

200


	6

400


	15

0

9
	20

0

16
	600

	Požadavky
	300
	500
	700
	500
	2000


Přepravní náklady činí: 
[image: image240.wmf];
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Postupně dostaneme: 
[image: image241.wmf];
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 dále: 
[image: image242.wmf];
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 Protože je někde stínová sazba stejná jako normální, řešení je sice optimální, ale existuje alternativní optimální řešení. 
[image: image243.wmf]11
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. Zkusíme ho tedy najít.
	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	S4
	

	D1
	10

100


	4

0

4
	7

700


	20

0

14
	800

	D2
	5

100


	2

0
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	8

0

2
	9
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	D3
	11

0

6
	15
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0
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0

3
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	D4
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	700
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	2000


Přepravní náklady činí: 
[image: image244.wmf];
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 což je stejné jako v předchozím řešení, tj. máme alternativní optimální řešení.
Postupně dostaneme: 
[image: image245.wmf];
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Opět je někde stínová sazba stejná jako normální, 
[image: image247.wmf]12
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Ještě se zmíníme o jedné metodě, které se říká Vogelova aproximační metoda (VAM). Je založena na myšlence obsazovat přednostně ta políčka, která přinášejí největší úsporu proti políčkům s nejblíže vyšší sazbou. Řešení nalezené touto metodou nemusí být vždy optimální, ale má k němu blízko.
Vogelova aproximační metoda
1) Stanovíme pro každý řádek i sloupec rozdíl (diferenci) mezi nejnižší sazbou a nejblíže vyšší sazbou (druhou nejnižší sazbou) v daném řádku či sloupci.
2) Najdeme řadu (řádek, sloupec) s nejvyšší diferencí, v ní určíme políčko s nejnižší sazbou. To pak obsadíme maximálním možným množstvím.

3) Pak postup opakujeme, ale nepočítáme s řadou již obsazenou.

V případě, že řada s nejvyšší diferencí není jediná, volíme tu řadu, kde je nižší nejnižší sazba.

Použití metody VAM si ukážeme na příkladě.
Příklad d1.xx.

Zkusme vyřešit Vogelovou aproximační metodou příklad d1.5. Zde musíme ještě k tabulce přidat další řádky a sloupce na tzv. diference. Sloupec je na řádkové diference, řádek je na sloupcové diference.
	Dodavatelé
	Odběratelé
	Kapacity
	dif.
	dif.

	
	S1
	S2
	S3
	S4
	
	
	

	D1
	6
0


	7
0

	6
0


	8
600

	600
	1
	1

	D2
	4
500


	8
0


	8
0


	16
0


	500
	4
	x

	D3
	2
0


	9
400


	3
300


	12
100

	800
	1
	6

	Požadavky
	500
	400
	300
	700
	1900
	
	

	dif.
	2
	1
	3
	4
	
	
	

	dif.
	x
	2
	3
	4
	
	
	


Nalezené řešení ale není ještě optimální.
Přepravní náklady činí: 
[image: image248.wmf]12500
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Protože máme jen 5 obsazených políček místo 6, budeme např. políčko D2S2 brát jako obsazené. Po vypočtení stínových sazeb nám vyjde: 
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. Přejdeme tedy k jinému řešení.
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Nalezené řešení je již optimální, viz př. d1.5.
Příklad d1.xx.

Zkusme vyřešit Vogelovou aproximační metodou příklad d1.5.
	Dodavatelé
	Odběratelé (spotřebitelé)
	Kapacity
	dif.
	dif.

	
	S1
	S2
	S3
	
	
	

	D1
	30
0


	10
800


	5
0


	800
	5
	5

	D2
	15
600


	20
100


	12
500


	1200
	3
	8

	Požadavky
	600
	900
	500
	2000
	
	

	dif.
	15
	10
	7
	
	
	

	dif.
	x
	10
	7
	
	
	


Nalezené řešení je již optimální, viz př. d1.1.
Přiřazovací úlohy

Speciálním případem dopravní úlohy jsou tzv. přiřazovací úlohy. Máme např. 
[image: image250.wmf]n

 strojů rozmístit na 
[image: image251.wmf]n

 míst tak, aby na každém místě byl právě jeden stroj. Jsou dány sazby, které představují náklady na přemístění 
[image: image252.wmf]-

i

tého stroje na 
[image: image253.wmf]-

j

té místo. Jde tedy o vzájemně jednoznačné zobrazení množiny strojů na množinu míst, tj. máme najít jistou permutaci čísel 
[image: image254.wmf]{
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K

. Snažíme se najít takovou permutaci, aby náklady na přemístění byly minimální.
Mohli bychom to řešit jako dopravní úlohu, ale silná degenerace úlohy komplikuje výpočet. Zde máme totiž jen 
[image: image255.wmf]n

 obsazených polí, přičemž v každém řádku a sloupci je právě jedno obsazené pole. Zde je stejný počet dodavatelů jako odběratelů, kapacity dodavatelů i požadavky odběratelů jsou rovny 1. Obsazených polí by mělo být 
[image: image256.wmf]1
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, tj. 
[image: image257.wmf]1
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 polí musíme obsadit „nulou“. Degenerace úlohy je dosti silná. Navíc požadujeme celočíselné řešení.
Pokud jisté přiřazení nepřichází v úvahu, dáme na příslušný prvek v matici sazeb (. Tím vyjádříme, že náklady jsou nekonečně velké.

Příklad d1.11

Máme přemístit 4 stavební stroje na 4 staveniště tak, aby náklady na přemístění byly minimální. Matice sazeb je následující:
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Úlohu zkusíme vyřešit tabulkovou formou.
	Stav. stroje
	Stavby (místa)
	Kapacity

	
	S1
	S2
	S3
	S4
	

	D1
	1
1

	3
0

	5
0

	6
0

	1

	D2
	2
00

	6
1

	2
0

	2
0

	1

	D3
	8
0

	4
00
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1

	3
0

	1

	D4
	7
0
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0

	4
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	1
1

	1

	Požadavky
	1
	1
	1
	1
	4


Náklady na rozmístění činí: 
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Postupně dostaneme: 
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 Protože je někde stínová sazba vyšší než normální, není řešení optimální. 
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. Přejdeme tedy k jinému řešení.
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Náklady na rozmístění činí: 
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Postupně dostaneme: 
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Protože je někde stínová sazba stejná jako normální, řešení je sice optimální, ale existuje alternativní optimální řešení. 
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Náklady na rozmístění činí: 
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Postupně dostaneme: 
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Opět je někde stínová sazba stejná jako normální, 
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Řešení přiřazovací úlohy jako speciální případ dopravní úlohy je sice možné, ale silná degenerace úlohy komplikuje výpočet. Pro řešení přiřazovací úlohy existuje tzv. Maďarská metoda, kterou si ukážeme.
Maďarská metoda:
1) V každém řádku matice sazeb najdeme nejmenší prvek, ten pak odečteme od každého prvku v daném řádku. Tím dosáhneme toho, že v každém řádku bude aspoň jedna nula.

2) V každém sloupci nově vzniklé matice najdeme nejmenší prvek, ten pak odečteme od každého prvku v daném sloupci. Tím dosáhneme toho, že v každém řádku i v každém sloupci bude aspoň jedna nula.

3) Pokusíme se najít maximální počet tzv. nezávislých nul. To znamená, že v každém řádku i v každém sloupci bude právě jedna. Nuly na stejném řádku (sloupci) nejsou nezávislé.

4) Pokud se nám podaří najít 
[image: image271.wmf]n

 nezávislých nul, jsme hotovi. Řešením jsou ty pozice, kde jsou nezávislé nuly. Náklady na rozmístění jsou rovny součtu prvků matice sazeb, jejichž pozice odpovídají pozicím nezávislých nul.

5) Pokud se nám nepodaří najít 
[image: image272.wmf]n

 nezávislých nul, ale nižší počet, musíme pokračovat následovně: Použijeme tvrzení: „Maximální počet nezávislých nul je roven minimálnímu počtu krycích čar, které překryjí všechny nuly.“
6) Uděláme tzv. krycí čáry tak, abychom překryli všechny nuly v matici a aby byl minimální počet krycích čar. Pak určíme nejmenší prvek z nepřekrytých prvků.

7) Od nepřekrytých prvků odečteme ten nejmenší prvek, k prvkům, kde se krycí čáry kříží, ten nejmenší prvek přičteme. Prvky, které jsou překryty jenom jednou, necháme beze změny. Pak jdeme znova na krok 4).
Poznámka:
Někdy se musí postup s krycími čarami několikrát zopakovat, ale po konečném počtu kroků dospějeme k cíli.

Příklad: d1.11a

Zkusme předchozí přiřazovací úlohu vyřešit Maďarskou metodou. Vyjdeme z matice sazeb.
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Nyní jsme již hotovi, neboť se nám podařilo najít dokonce 2 čtveřice nezávislých nul.
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1. čtveřice nezávislých nul je na pozicích 
[image: image275.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

4

;

4

,

3

;

3

,

2

;

1

,

1

;

2

.
Náklady na rozmístění: 
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2. čtveřice nezávislých nul je na pozicích 
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Náklady na rozmístění: 
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Náklady na rozmístění činí tedy v obou případech 7.

Řešení, které jsme nalezli Maďarskou metodou, odpovídá řešení, které jsme nalezli dříve.
V následujících příkladech si ukážeme použití tzv. krycích čar.
Příklad: d1.12a
Řešme minimalizační přiřazovací úlohu s maticí sazeb:
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V matici v posledním kroku se nám podařilo najít jenom 3 nezávislé nuly místo 4. Musíme použít metodu krycích čar. Nuly lze pokrýt 3 čarami.
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Nyní jsme již hotovi, neboť se nám podařilo najít dokonce 2 čtveřice nezávislých nul.
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1. čtveřice nezávislých nul je na pozicích 
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Náklady na rozmístění: 
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2. čtveřice nezávislých nul je na pozicích 
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Náklady na rozmístění: 
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Náklady na rozmístění činí tedy v obou případech 19.

Zatím jsme řešili minimalizační přiřazovací úlohy, ale pomocí Maďarské metody lze též řešit maximalizační přiřazovací úlohy. Stačí u všech sazeb změnit znaménko (tj. vynásobit je (-1)) a pak postupovat jako u minimalizační úlohy. To vyjde nastejno, když v každém řádku původní matice sazeb najdeme největší prvek a všechny prvky na daném řádku nahradíme rozdílem největšího prvku a daného prvku. Další postup je stejný jako dříve. V následujícím příkladě zkusíme vyřešit maximalizační přiřazovací úlohu se stejnou maticí sazeb jako v předchozím příkladě.
Příklad: d1.12b
Řešme maximalizační přiřazovací úlohu s maticí sazeb:
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Nyní jsme již hotovi, neboť se nám podařilo najít čtveřici nezávislých nul.
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Čtveřice nezávislých nul je na pozicích 
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Náklady na rozmístění: 
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V příkladu d1.12a jsme našli „nejlepší“ řešení, v příkladu d1.12b jsme našli „nejhorší“ řešení.
Příklad: d1.13
Řešme minimalizační přiřazovací úlohu s maticí sazeb:
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V matici v posledním kroku se nám podařilo najít jenom 2 nezávislé nuly místo 3. Musíme použít metodu krycích čar. Nuly lze pokrýt 2 čarami.
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Nyní jsme již hotovi, neboť se nám podařilo najít dokonce 3 trojice nezávislých nul.
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1. trojice nezávislých nul je na pozicích 
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Náklady na rozmístění: 
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2. trojice nezávislých nul je na pozicích 
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Náklady na rozmístění: 
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3. trojice nezávislých nul je na pozicích 
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Náklady na rozmístění: 
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Náklady na rozmístění tedy ve všech případech činí 7.

Příklad: d1.14
Řešme minimalizační přiřazovací úlohu s maticí sazeb:
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Symbol ( znamená, že přiřazení není možné.

V matici v posledním kroku se nám podařilo najít jenom 4 nezávislé nuly místo 5. Musíme použít metodu krycích čar. Nuly lze pokrýt 4 čarami.
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Nyní jsme již hotovi, neboť se nám podařilo najít pětici nezávislých nul.
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Pětice nezávislých nul je na pozicích 
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Náklady na rozmístění jsou: 
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