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V. Simplexová metoda

V této kapitole se omezíme na úlohy typu:

[image: image792.bmp] (T)
Pokud úloha lineárního programování (LP) není v tomto tvaru, lze na něj převést. Předpokládejme dále, že matice 
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 je typu 
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. Připomeňme, že řešení úlohy je bazické, jsou-li sloupce matice odpovídající nenulovým prvkům lineárně nezávislé. Při hledání optimálního řešení se stačí omezit na bazická řešení. Poznamenejme, že submatice je matice, která vznikne z původní matice 
[image: image5.wmf]A

 vynecháním jistých řádků či sloupců.
Omezující podmínky lze též vyjádřit takto:
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Definice 5.1.
Regulární submatice 
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Matice 
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 je dle předpokladu regulární, existuje k ní inverzní matice 
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Předpokládejme, že známe nějakou přípustnou regulární submatici 
[image: image20.wmf]B
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 množinu bazických proměnných, tj. 
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. Po vhodném přečíslování proměnných a přerovnání sloupců matice lze docílit toho, že submatici 
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 můžeme vyjádřit jako blokovou matici. Pak můžeme též vektory vyjádřit blokově.
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Pak lze úlohu (T) zapsat ve tvaru:
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Symbol 
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. Tomuto tvaru soustavy lineárních rovnic se říká kanonický tvar. Znamená to, že matice soustavy obsahuje všechny základní jednotkové vektory jako sloupce. Bazické proměnné se v soustavě vyskytují právě jednou. Nebazické proměnné klademe rovné 0, tj. klademe: 
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Pak máme výchozí bazické řešení 
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Hodnota účelové funkce je:
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Protože klademe: 
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, je hodnota účelové funkce pro výchozí přípustné bazické řešení rovna: 
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Vzniká otázka, zda toto bazické řešení je či není optimální. Dle věty 3.x. stačí optimální řešení hledat mezi bazickými řešeními, tj. mezi krajními body množiny přípustných řešení (V 3.x.). Množina přípustných řešení úlohy (T) je konvexní a uzavřená. Následující věta nám odpoví na otázku, zda řešení je či není optimální. Množinu přípustných řešení označme 
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Věta 5.1. (Simplexové kritérium)
Buď 
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Důkaz:
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 je optimální řešení úlohy, tj. 
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tj. 
[image: image56.wmf]x
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 je optimální řešení úlohy.

□

Není-li bazické řešení optimální, přejdeme k jinému bazickému řešení. Do báze zařadíme sloupec s indexem 
[image: image57.wmf]J
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 a některý jiný sloupec z báze vyřadíme, ale tak, abychom nepokazili nezápornost, tj. aby platilo: 
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 je regulární submatice, která odpovídá novému bazickému řešení.)
Podmínka není nezbytně nutná, stačí zařadit sloupec, kde je v řádku účelové funkce záporné číslo.
Věta 5.2.
Buďte 
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 nedegenerovaná bazická řešení. Pak při přechodu (výše popsaném) hodnota účelové funkce klesne, tj. 
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Důkaz:
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Protože bazické řešení není optimální, je některá složka vektoru 
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Protože nově vzniklé řešení je nedegenerované, je 
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□
Sestavme duální úlohu k úloze (T). Má tvar:
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Po rozepsání máme: 
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Úlohu lze též zapsat ve tvaru:
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Pro libovolná přípustná řešení úloh (T) a (S) platí: 
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Řešení duální úlohy též splňuje podmínku: 
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Nyní popíšeme simplexový algoritmus. Předpokladem je, že známe výchozí přípustné bazické řešení.

1) výchozí přípustné bazické řešení: 
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[image: image82.wmf];
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 vybereme sloupec s indexem 
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3) hledáme: 
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Tedy volíme: 
[image: image96.wmf](
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 tj. nejmenší kladný podíl.
Klíčový prvek (pivot) volíme prvek na pozici: 
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 zařadíme do báze, sloupec s indexem 
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Položíme: 
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jdi opět na krok 2)
4) 
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5) Optimální řešení neexistuje, neboť účelová funkce není na množině přípustných řešení zdola omezená.

Věta 5.3.
Pokud končí simplexový algoritmus krokem 5 (úloha nemá optimální řešení), pak existuje 
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Důkaz:
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Definujme vektor 
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Hodnoty účelové funkce pro základní (bazické) řešení postupně klesají (V 5.2.), po konečném počtu kroků nalezneme optimální řešení, pokud existuje.
Schematicky můžeme simplexový algoritmus znázornit takto:
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V 0. kroku nemusí být soustava v kanonickém tvaru, v 1. kroku je již soustava v kanonickém tvaru.

Předpokládejme, že 
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, tj. máme výchozí přípustné bazické řešení. Bazickým (základním) proměnným odpovídají v tabulce základní jednotkové sloupcové vektory. Nebazické proměnné klademe rovné nule. V políčku vpravo dole je opačná hodnota k hodnotě účelové funkce. Je-li 
[image: image126.wmf]0

D

B

c

d

³

-

-

1

~

T

T

, je řešení již optimální (V 5.1.). Pokud nějaká složka vektoru 
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 je záporná, není řešení ještě optimální.

Pak postupujeme následovně:
· Jako klíčový sloupec zvolíme ten, kde je v řádku účelové funkce záporné číslo s největší absolutní hodnotou (není nezbytně nutné).

· Jako klíčový řádek zvolíme ten, kde je nejmenší kladný podíl, tj. podíl prvku na pravé straně a prvku v klíčovém sloupci (abychom nepokazili nezápornost na pravé straně).

· Průsečík klíčového řádku a klíčového sloupce je klíčový prvek (tzv. pivot).

· V dalším kroku zařadíme do báze proměnnou odpovídající klíčovému sloupci, přičemž současně z báze vyřadíme tu proměnnou, která má v klíčovém řádku jedničku. Pomocí Gaussovy eliminace dosáhneme toho, že v klíčovém sloupci bude základní jednotkový vektor, přičemž jednička bude na místě, kde byl pivot.
· Pokud je v řádku účelové funkce záporné číslo a všechna čísla v příslušném sloupci jsou též záporná, znamená to, že optimální řešení neexistuje, tj. účelová funkce není na množině přípustných řešení zdola omezená.

Schematické znázornění postupu je v další tabulce.
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Předpokládejme, že 
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 Předpokládejme, že řešení není optimální, nechť např. 
[image: image159.wmf]0

,

0

<

n

s

. Nechť platí: 
[image: image160.wmf]0

,

>

n

N

s

 a dále 
[image: image161.wmf];

min

,

0

,

0

,

,

1

,

0

,

,

n

n

n

l

l

s

m

l

N

N

s

s

s

s

l

>

=

=

K

 tj. v 
[image: image162.wmf]-

N
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Prvek 
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 je pivot (klíčový prvek), to znamená, že proměnnou 
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V dalším kroku se simplexová tabulka změní takto:
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Dle předpokladu je: 
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 Tedy platí: následující: 
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Přechodem k jinému bazickému řešení nepokazíme nezápornost a tím přípustnost řešení.
Poznamenejme ještě, že hodnota 
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 je hodnota účelové funkce, tj. 
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V dalším kroku simplexového algoritmu bude soustava rovnic opět v kanonickém tvaru. Přechodem k jinému bazickému řešení hodnota účelové funkce klesne. Po konečném počtu kroků dojdeme k optimálnímu řešení, pokud existuje.
Také existuje duální simplexový algoritmus, který někdy vede k cíli rychleji. Řešení je duálně přípustné, platí-li: 
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 tj. řešení není (primárně) přípustné, zvolíme index 
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Podíly děláme z řádku účelové funkce, bereme jen záporné podíly. Za klíčový sloupec zvolíme ten, kde je podíl s nejmenší absolutní hodnotou. Jinak postupujeme podobně jako u simplexového algoritmu.
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Je-li 
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[image: image199.wmf];
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Tímto postupem neporušíme duální přípustnost řešení. Až dosáhneme toho, že 
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 jsme u cíle.
Pokud se stane, že 
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 úloha nemá optimální řešení.
Primární a duální simplexový algoritmus jsou podobné, rozdíl je jenom ve volbě klíčového prvku (pivota).
U primárního simplexového algoritmu napřed vybereme klíčový sloupec (záporné číslo v řádku účelové funkce). Pak provedeme kladné podíly pravé strany a klíčového sloupce, vybereme ten nejmenší. Tam, kde je nejmenší kladný podíl, zvolíme klíčový řádek. Průsečík klíčového řádku a klíčového sloupce je klíčový prvek (pivot). Až v řádku účelové funkce není záporné číslo, jsme u cíle.
U duálního simplexového algoritmu napřed vybereme klíčový řádek (záporné číslo na pravé straně). Pak provedeme záporné podíly řádku účelové funkce a klíčového řádku, vybereme ten, který má nejmenší absolutní hodnotu (ten největší). Průsečík klíčového řádku a klíčového sloupce je klíčový prvek (pivot). Až na pravé straně není záporné číslo, jsme u cíle.

Použití simplexového algoritmu si ukážeme na několika příkladech.
Příklad 5.1.

Podnik vyrábí 2 druhy výrobků. Máme navrhnout takový výrobní program, kdy bude maximální zisk, přičemž musí stačit suroviny. V následující tabulce jsou potřebné údaje.

	Výrobní činitel
	m. j.
	Potřeba činitele na jednotku výrobku
	Zásoba

	
	
	výrobek A
	výrobek B
	

	Surovina S1
	kg
	2
	4
	12000

	Surovina S2
	kg
	6
	3
	18000

	Zisk
	Kč
	5
	4
	max.


Provedeme matematickou formulaci úlohy:
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 ‑ omezující podmínky
Tím jsme matematicky vyjádřili, že počet výrobků musí být nezáporné číslo a musí stačit suroviny.
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 ‑ účelová funkce

Tím jsme matematicky vyjádřili, že chceme dosáhnout maximálního zisku.

Jde o úlohu lineárního programování, převedeme ji na tvar (T). Pomocí přídatných proměnných převedeme nerovnice na rovnice. Přídatné proměnné (
[image: image207.wmf]4

3

,

x

x

) představují, kolik suroviny zbude.
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Nyní to přepíšeme do simplexové tabulky a vypočteme optimální řešení. Výchozí přípustné bazické řešení máme: 
[image: image210.wmf](
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, které není optimální. Interpretace je tato: Podnik nebude vyrábět, všechny suroviny zbudou, zisk bude nulový.

V následující simplexové tabulce je vypočteno optimální řešení úlohy.

	krok
	B.p.
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Nalezli jsme po 2 krocích optimální řešení úlohy: 
[image: image221.wmf](
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. Nebazické proměnné položíme rovny 0. To, že je řešení optimální, se pozná podle toho, že v řádku účelové funkce není záporné číslo.

Podnik vyrobí 2 000 výrobků A, 2 000 výrobků B. Využije všechny suroviny, dosáhne zisku 18 000 Kč. (
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Řešení 
[image: image223.wmf](
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, které jsme nalezli po 1. kroku, by se dalo interpretovat takto: Podnik vyrobí 3000 výrobků A, žádný výrobek B. Surovinu S2 využije všechnu, suroviny S1 zbude 6 000 kg, dosáhne zisku 15 000 Kč. Toto řešení není optimální (záporné číslo v řádku účelové funkce).

Při řešení úlohy jsme nejprve zařadili do báze proměnnou 
[image: image224.wmf]1

x

 (počet výrobků A) a pak jsme zařadili do báze proměnnou 
[image: image225.wmf]2

x

 (počet výrobků B). Přídatné proměnné 
[image: image226.wmf]4
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,
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x

, které představují, kolik suroviny zbude, jsme z báze vyřadili. Také by bylo možno postupovat tak, že nejdříve zařadíme do báze proměnnou 
[image: image227.wmf]2

x

 a pak proměnnou 
[image: image228.wmf]1

x

.

	krok
	B.p.
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Dospěli jsme jinou cestou k témuž optimálnímu řešení.

Řešení 
[image: image239.wmf](
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, které jsme nalezli po 1. kroku, by se dalo interpretovat takto: Podnik vyrobí 3 000 výrobků B, žádný výrobek A. Surovinu S1 využije všechnu, suroviny S2 zbude 9 000 kg, dosáhne zisku 12 000 Kč. Toto řešení není optimální (záporné číslo v řádku účelové funkce).
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Poznamenejme, že úlohu by bylo možno též vyřešit graficky.

Vyšrafovaná oblast představuje množinu přípustných řešení. Vrcholy konvexního čtyřúhelníka představují přípustná bazická řešení úlohy (krajní body množiny).

Sestavme duální úlohu k původní úloze.


[image: image240.wmf]min

18000

12000

2

1

®

+

y

y



[image: image241.wmf]0

,

4

3

4

5

6

2

2

1

2

1

2

1

³

³

+

³

+

y

y

y

y

y

y


Řešení duální úlohy je: 
[image: image242.wmf];
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 neboť dle věty o dualitě musí být nerovnosti splněny jako rovnosti (jinak by proměnné 
[image: image243.wmf]2
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 byly nulové). Dále se musí rovnat optimální hodnoty účelových funkcí. Viz též řádek účelové funkce v simplexové tabulce.

Duální úloha by se dala interpretovat takto: Někdo se nabídne, že odkoupí suroviny, stanoví si za ně ceny. Bude chtít co nejméně zaplatit, ale získáme aspoň tolik, jako bychom vyráběli výrobky.

Proto se proměnné 
[image: image244.wmf]2
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 nazývají stínové ceny. Udávají nejmenší cenu, za kterou bychom mohli suroviny odprodat, abychom netratili. Udávají též nejvyšší cenu, za kterou by se vyplatilo suroviny dokoupit, abychom mohli vyrobit více výrobků (viz post optimalizace).

Nyní ještě objasníme význam stínových cen.

Vezměme výchozí bazické řešení: 
[image: image245.wmf](
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Kdyby podnik nevyráběl a odprodal suroviny, získal by:
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 (stejně jako by vyráběl)

Vezměme další bazické řešení: 
[image: image247.wmf](
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Podnik vyrobí a prodá 3 000 výrobků A, získá tím 15 000 Kč, zbude mu 6 000 kg suroviny S1. Kdyby zbylou surovinu odprodal, získal by: 
[image: image248.wmf]K

č

3000

2

1

6000

=

×

. Celkový zisk bude opět činit 18 000 Kč.

Vezměme další bazické řešení: 
[image: image249.wmf](
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Podnik vyrobí a prodá 3 000 výrobků B, získá tím 12 000 Kč, zbude mu 9 000 kg suroviny S2.

Kdyby zbylou surovinu odprodal, získal by: 
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Vezměme další (optimální) bazické řešení: 
[image: image251.wmf](
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Podnik vyrobí a prodá 2 000 výrobků A, 2 000 výrobků B. Nezbude žádná surovina, dosáhne zisku 18 000 Kč.

Příklad 5.2.

Podnik vyrábí 2 druhy výrobků. Máme navrhnout takový výrobní program, kdy bude maximální zisk, přičemž musí stačit suroviny. V následující tabulce jsou potřebné údaje.

	Výrobní činitel
	m. j.
	Potřeba činitele na jednotku výrobku
	Zásoba

	
	
	Výrobek A
	Výrobek B
	

	Surovina S1
	kg
	4
	4
	1200

	Surovina S2
	kg
	6
	3
	1200

	Zisk
	Kč
	8
	4
	max.


Provedeme matematickou formulaci úlohy:


[image: image252.wmf]max

4

8

2

1

®

+

x

x



[image: image253.wmf]0
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Jde o úlohu lineárního programování, převeďme ji na tvar (T). Přídatné proměnné (
[image: image254.wmf]4
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) představují, kolik suroviny zbude.
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Nyní to přepíšeme do simplexové tabulky a vypočteme optimální řešení. Výchozí přípustné bazické řešení máme: 
[image: image257.wmf](
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, které není optimální. Interpretace je tato: Podnik nebude vyrábět, všechny suroviny zbudou, zisk bude nulový.

	krok
	B.p.
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Tato úloha má více optimálních řešení, tj. existuje alternativní optimální řešení. Řešení, které jsme dostali v 1. kroku, je optimální. Protože v řádku účelové funkce je 0 u nebazické proměnné, můžeme přejít k jinému bazickému řešení, přičemž se hodnota účelové funkce nezmění. To znamená, že úloha má alternativní optimální řešení.
Bazická optimální řešení:
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Podnik vyrobí 200 výrobků A, žádný výrobek B. Suroviny S1 zbude 400 kg, surovinu S2 využije všechnu, dosáhne zisku 1 600 Kč.
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Podnik vyrobí 100 výrobků A, 200 výrobků B. Využije všechny suroviny, dosáhne zisku 1 600 Kč.

Množina optimálních řešení je konvexní (V 3.x.), zde je to úsečka. Příklad nebazického optimálního řešení je tento: 
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Podnik vyrobí 150 výrobků A, 100 výrobků B. Suroviny S1 zbude 200 kg, surovinu S2 využije všechnu, dosáhne zisku 1 600 Kč.

Sestavme duální úlohu k původní úloze.
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Řešení duální úlohy je: 
[image: image273.wmf];
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 neboť 1. nerovnice může být splněna jako ostrá nerovnost. Dále se musí rovnat optimální hodnoty účelových funkcí. Úloha je degenerovaná, neboť bazická proměnná je nulová.

Příklad 5.3.

Podnik vyrábí 2 druhy výrobků. Máme navrhnout takový výrobní program, kdy bude maximální zisk, přičemž musí stačit suroviny. V následující tabulce jsou potřebné údaje.

	Výrobní činitel
	m. j.
	Potřeba činitele na jednotku výrobku
	Zásoba

	
	
	Výrobek A
	Výrobek B
	

	Surovina S1
	kg
	6
	4
	24000

	Surovina S2
	kg
	4
	8
	32000

	Surovina S3
	kg
	2
	2
	12000

	Zisk
	Kč
	8
	10
	max.


Provedeme matematickou formulaci úlohy:
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Jde o úlohu lineárního programování, převeďme ji na tvar (T). Přídatné proměnné (
[image: image276.wmf]5
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) představují, kolik suroviny zbude.
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[image: image278.wmf]0

,

,

,

,

12000

2

2

32000

8

4

24000

4

6

5

4

3

2

1

5

2

1

4

2

1

3

2

1

³

=

+

+

=

+

+

=

+

+

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Nyní to přepíšeme do simplexové tabulky a vypočteme optimální řešení. Výchozí přípustné bazické řešení máme: 
[image: image279.wmf](
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, které není optimální. Interpretace je tato: Podnik nebude vyrábět, všechny suroviny zbudou, zisk bude nulový.

	krok
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Nalezli jsme (po 2 krocích) optimální řešení úlohy:

[image: image294.wmf](
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Podnik vyrobí 2 000 výrobků A, 3 000 výrobků B. Suroviny S1, S2 využije všechny, suroviny S3 zbude 2 000 kg, dosáhne zisku 46 000 Kč.

Sestavme duální úlohu k původní úloze.
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Protože 3. nerovnost je splněna jako ostrá nerovnost, je příslušná duální proměnná rovna 0. Řešení duální úlohy je: 
[image: image297.wmf];
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 neboť dle věty o dualitě musí být nerovnosti splněny jako rovnosti (jinak by proměnné 
[image: image298.wmf]2

1

,

x

x

 byly nulové). Dále se musí rovnat optimální hodnoty účelových funkcí. Viz též řádek účelové funkce v simplexové tabulce.

Optimální hodnota účelové funkce je:
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Simplexová metoda předpokládá, že známe nějaké přípustné bazické řešení. Pokud neznáme výchozí bazické řešení, přidají se k soustavě rovnice fiktivní (umělé) proměnné, které se snažíme z báze vyloučit. Pokud se nám to povede, našli jsme výchozí přípustné bazické řešení. Pokud se to nepovede, úloha má zřejmě prázdnou množinu přípustných řešení.
Této metodě se též říká dvojfázová, neboť v 1. fázi hledáme výchozí přípustné bazické řešení. Teprve když se povede umělé proměnné z báze vyloučit, řeší se v 2. fázi úloha klasickou simplexovou metodou. Metodu umělých proměnných si ukážeme na následujících příkladech.

Příklad 5.4.

Zemědělské družstvo rozhoduje o pěstování plodin druhů A, B, C, D. Má k dispozici 2 druhy hnojiv a 800 ha polí. V následující tabulce jsou potřebné údaje.

	Činitel
	Potřeba hnojiv na 1 ha
	Zásoba

	
	A
	B
	C
	D
	

	Hnojivo H1
	2
	6
	2
	4
	2 400

	Hnojivo H2
	4
	4
	6
	8
	4 000

	Výnos (Kč/ha)
	200
	400
	300
	500
	max.


Družstvo chce dosáhnout maximálního výnosu, přitom chce využít všechna pole (všechnu plochu) a musí vystačit s hnojivy. Máme stanovit optimální osevní plán.

Provedeme matematickou formulaci úlohy:
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 ‑ počet hektarů, které družstvo oseje po řadě plodinou druhu A, B, C, D.
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Úlohu převedeme na požadovaný tvar pomocí přídatných a fiktivních (umělých) proměnných.
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Fiktivní (umělou) proměnnou 
[image: image304.wmf]1

u

 jsme přidali proto, abychom měli soustavu v kanonickém tvaru. Podaří-li se fiktivní proměnnou 
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u

 z báze vyloučit, dostaneme výchozí přípustné bazické řešení.
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Úlohu jsme mohli též vyřešit tak, že hned vyloučíme z báze fiktivní proměnnou 
[image: image328.wmf]1

u

 (viz další tabulka). Tímto jsme vlastně vyřešili dvě úlohy. Ve 2. kroku (před vyloučením fiktivní proměnné) máme řešení úlohy, kdyby nebyla podmínka, že se musí všechna plocha využít.

Družstvo by použilo pouze plodiny B, D. Plodinu B by zaselo na 100 ha polí, plodinu D by zaselo na 450 ha polí. Spotřebovalo by všechna hnojiva, dosáhlo by výnosu 265 000 Kč, ale zůstalo by nevyužito 250 ha polí (hodnota fiktivní proměnné 
[image: image329.wmf]1

u

).

V dalším kroku již máme řešení úlohy (s podmínkou využití všechny plochy). Tato úloha má více optimálních řešení. Řešení, které jsme dostali v 3. kroku, je optimální. Protože je v řádku účelové funkce 0 u nebazické proměnné, můžeme přejít k jinému bazickému řešení, přičemž se hodnota účelové funkce nezmění.

Bazická optimální řešení:
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Družstvo oseje plodinou A 500 ha, plodinou B 100 ha, plodinou D 200 ha, plodinu C nepoužije. Výnos: 
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Družstvo oseje plodinou A 200 ha, plodinou B 200 ha, plodinou C 400 ha, plodinu D nepoužije. Výnos: 
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V obou případech družstvo využije všechna pole, využije všechna hnojiva a dosáhne výnosu 240 000 Kč. Je to výnos o něco nižší, než bez podmínky využití všechny plochy.

	krok
	B.p.
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Po vyloučení fiktivní proměnné 
[image: image353.wmf]1

u

 z báze jsme získali přípustné bazické řešení, které není optimální (záporné číslo v řádku účelové funkce). Čísla v sloupci fiktivní proměnné již není nutno počítat.

Řešení získané v 1. kroku: 
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Družstvo oseje plodinou A 800 ha, ostatní plodiny nevyužije. Zůstane mu 800 jednotek hnojiva H1, 800 jednotek hnojiva H2 (viz přídatné proměnné 
[image: image355.wmf]6

5

,

x

x

). Dosáhne tak výnosu 160 000 Kč. (není to optimální řešení)

Řešení získané v 2. kroku: 
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Družstvo oseje plodinou A 600 ha, plodinou D 200 ha, ostatní plodiny nevyužije. Zůstane mu 400 jednotek hnojiva H1, hnojivo H2 využije všechno (viz přídatné proměnné 
[image: image357.wmf]6
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,

x

x

). Dosáhne tak výnosu 220 000 Kč. (není to optimální řešení)

Řešení získané v 3. kroku: 
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 je již optimální, ale není jediné. Všimněme si, že 3. krok v tabulce je shodný s 3. krokem v předchozí tabulce.

Příklad 5.5.

Zadání je stejné jako v příkladu 5.1., pouze s tímto rozdílem: Podnik je smluvně zavázán dodat 
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 výrobků A (
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). K soustavě tedy přibude další omezení, tj. další nerovnost 
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, kterou upravíme na rovnost pomocí přídatné proměnné: 
[image: image362.wmf]a

x

x

=

-

5

1

. Aby nově vzniklá soustava byla v kanonickém tvaru, přidáme ještě fiktivní (umělou) proměnou 
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, tj. rovnice bude mít tvar: 
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. Příklad vyřešíme v závislosti na parametru 
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Simplexová tabulka bude mít tvar:

	krok
	B.p.
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Zde je nutno učinit předpoklad 
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, jinak bychom fiktivní (umělou) proměnnou 
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 z báze nevyloučili. To znamená, že úloha pro 
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 nemá přípustné řešení.

Nyní vyřešíme rovnici:
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Nyní se nám ta úloha větví na dvě úlohy. Bude-li 
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Nyní tedy předpokládejme, že 
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Řešení: 
[image: image423.wmf](
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Podnik vyrobí 2 000 výrobků A, 2 000 výrobků B. Využije všechny suroviny, dosáhne zisku 18 000 Kč. Hodnota proměnné 
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 představuje, o kolik vyrobil výrobků A více, než měl dodat. Řešení je téměř stejné jako v příkladu 5.1.

Nyní tedy předpokládejme, že 
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Řešení: 
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Příklad 5.6.

Řešme úlohu:
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Úlohu převedeme na požadovaný tvar pomocí přídatných a fiktivních proměnných.
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Napřed se pokusíme vyloučit z báze fiktivní (umělé) proměnné, abychom našli výchozí přípustnou bázi.
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Ve 2. kroku jsme obě fiktivní proměnné z báze vyloučili, získali jsme výchozí přípustné bazické řešení, které ale ještě není optimální (záporné číslo v řádku účelové funkce). Optimální řešení jsme nalezli až ve 4. kroku.
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Primární úlohu vyjádříme ve tvaru:
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Nyní sestavíme duální úlohu:
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Protože v původní úloze je v 1. podmínce rovnost, na duální proměnnou 
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 není kladena podmínka nezápornosti (viz též Př. 4.x.). Protože proměnné 
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 jsou kladné, jsou příslušné nerovnosti splněny jako rovnosti, tj. platí:
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Tedy máme soustavu 3 rovnic o 3 neznámých, její řešením je: 
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 (viz též řádek účelové funkce), hodnota účelové funkce je 
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Příklad 5.7.

Řešme úlohu:
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Úlohu převedeme na požadovaný tvar pomocí přídatných a fiktivních proměnných.
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Napřed se pokusíme vyloučit z báze fiktivní (umělé) proměnné, abychom našli výchozí přípustnou bázi.
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Ve 4. kroku po vyloučení fiktivních proměnných jsme nalezli optimální řešení úlohy, tj. 
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, hodnota účelové funkce je 
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Sestavme ještě duální úlohu.
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Řešení duální úlohy je: 
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. Z věty o dualitě plyne 
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, neboť 2. nerovnost je splněna jako ostrá nerovnost. Dále plyne, že 3. a 4. nerovnost musí být splněna jako rovnost. Navíc se musí rovnat hodnoty účelových funkcí.

Příklad 5.8.

Řešme úlohu:
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Úlohu převedeme na požadovaný tvar pomocí přídatných a fiktivních proměnných.
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Po vyloučení fiktivní proměnné 
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 z báze jsme našli výchozí přípustnou bázi. Úloha má tedy neprázdnou množinu přípustných řešení. Ve sloupci proměnné 
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 je v řádku účelové funkce záporné číslo a nad ním samá záporná čísla. To znamená, že účelová funkce původní úlohy není na množině přípustných řešení shora omezená, tj. úloha nemá optimální řešení.

Příklad 5.9.

Máme k dispozici lana dlouhá 32 m. V dalším potřebujeme:
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Úkolem je nařezat potřebné množství lan, přitom minimalizovat odpad.
Lano dlouhé 32 m se rozřeže na:
1) 1 lano dlouhé 20 m, 1 lano dlouhé 11 m (1 m odpad)

2) 1 lano dlouhé 20 m, 2 lana dlouhá 6 m (0 m odpad)
3) 2 lana dlouhá 11 m, 1 lano dlouhé 6 m (4 m odpad)

4) 1 lano dlouhé 11 m, 3 lana dlouhá 6 m (3 m odpad)

5) 5 lan dlouhých 6 m (2 m odpad)

Máme tedy 5 možností, jak lana rozřezat. Označme 
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tým způsobem. Pak matematická formulace úlohy vypadá takto:
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Soustavu nerovnic převedeme na soustavu rovnic pomocí přídatných proměnných.
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Protože soustava není v kanonickém tvaru, upravíme ji na kanonický tvar zavedením umělých proměnných, které se pak pokusíme z báze vyloučit. Úlohu zkusíme vyřešit simplexovou metodou.
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Ve 3. kroku se nám podařilo umělé proměnné z báze vyloučit, našli jsme tedy výchozí přípustné řešení, které ale ještě není optimální. V 5. kroku jsme konečně našli optimální řešení: 
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 hodnota účelové funkce je 20.
20 lan se rozřeže 1. způsobem (20+11+1), 13 lan se rozřeže 2. způsobem (20+6+6+0), celkem rozřežeme 33 lan. Budeme mít nařezáno: 33 lan o délce 20 m (o 21 více než potřebujeme), 20 lan o délce 11 m, 26 lan o délce 6 m. Odpad bude celkem 20 m (hodnota účelové funkce).
Tuto úlohu by však také šlo řešit jednodušším postupem, duálním simplexovým algoritmem. Napřed ji upravíme na tvar:
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Každou rovnici jsme vynásobili -1, čímž jsme soustavu převedli na kanonický tvar. Řešení je nepřípustné, protože na pravé straně jsou záporná čísla. Protože v řádku účelové funkce nejsou záporná čísla, je řešení duálně přípustné. Lze tedy použít duální simplexový algoritmus.
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Zde jsme dospěli k cíli podstatně rychleji, již po 2 krocích, nemuseli jsme zavádět umělé proměnné.
Příklad 5.9a.

Zadání je stejné jako v předchozím příkladu, pouze s tím rozdílem, že nyní minimalizujeme počet rozřezaných lan.

Hodnota účelové funkce tentokrát bude: 
[image: image592.wmf]min

5

4

3

2

1

®

+

+

+

+

x

x

x

x

x


Zde bude opět jednodušší duální simplexový algoritmus, úlohu upravíme na tvar:
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Optimální řešení je: 
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 Je jiné než v předchozí úloze.

Protože počet lan musí být celé číslo, musíme vzít nejblíže vyšší celé číslo. Rozřežeme 12 lan 1. způsobem (20+11+1), 4 lana rozřežeme 3. způsobem (11+11+6+4), 5 lan rozřežeme 5. způsobem (5(6+2). Budeme tak mít nařezáno 12 lan o délce 20 m, 20 lan o délce 11 m, 29 lan o délce 6 m. Odpad bude celkem: 38 m (
[image: image616.wmf])
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. Celkem rozřežeme 21 lan.
Příklad 5.10.

Máme 3 druhy rud obsahující kovy zinek, cín, olovo. V následující tabulce je uvedeno, kolik kg těchto kovů je obsaženo v 1 t jednotlivých rud, dále kolik kg kovů potřebujeme, také ceny 1 t rudy. Kolik máme každé rudy nakoupit, máme-li získat požadované množství kovů a přitom co nejméně platit za nákup rud.
	Kov
	Ruda
	Potřeba kovu

	
	I
	II
	III
	

	Zinek
	10
	0
	10
	3500 kg

	Cín
	0
	10
	0
	3000 kg

	Olovo
	10
	10
	20
	8000 kg

	Cena 1 t
	200 Kč
	150 Kč
	250 Kč
	min


Množství rudy, které nakoupíme, označíme 
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, provedeme matematickou formulaci úlohy.
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Soustavu nerovnic převedeme na soustavu rovnic pomocí přídatných proměnných.
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Úlohu budeme řešit duálním simplexovým algoritmem, což je zde snadnější. Napřed ji upravíme na tvar:
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Po 3 krocích jsme dospěli k výsledku, řešení je: 
[image: image642.wmf];

150

;

300

;

200

3

2

1

=

=

=

x

x

x

 hodnota účelové funkce je 122 500.
Celkem tedy nakoupíme 200 t rudy I, 300 t rudy II, 150 t rudy III, získáme potřebné množství kovů akorát, zaplatíme 122 500 Kč.
Poznamenejme, že tato úloha se řeší podobně jako nutriční problém s potravinami a živinami.

Sestavme ještě k této úloze duální úlohu:
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Interpretovat lze duální úlohu takto: Někdo se nabídne, že nám kovy připraví přímo. Stanoví si za ně ceny, bude chtít co nejvíce vydělat, ale nezaplatíme víc, než kdybychom nakupovali rudy. Proměnné 
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 jsou tzv. stínové ceny kovů.

Protože proměnné 
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 vyšly v optimálním řešení nenulové, jsou nerovnosti splněny jako rovnosti. Řešením soustavy je: 
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 (viz řádek účelové funkce v tabulce). Hodnota účelové funkce je: 
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což souhlasí s primární úlohou.
Příklad 5.11.

Řešme úlohu:
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Úlohu převedeme na požadovaný tvar pomocí přídatných proměnných.
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Úlohu budeme řešit duálním simplexovým algoritmem, což je zde snadnější. Napřed ji upravíme na tvar:
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Optimální řešení je tedy: 
[image: image668.wmf];
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 hodnota účelové funkce je 1920.
Sestavíme k dané úloze duální úlohu:
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Z věty o dualitě vyplývá, že první 2 nerovnosti jsou splněny jako rovnosti. Řešením soustavy je: 
[image: image671.wmf];

20

;

20

2

1

=

=

y

y

 (viz řádek účelové funkce). To je současně optimální řešení duální úlohy. Optimální hodnota účelové funkce je: 
[image: image672.wmf];
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 což souhlasí s původní (primární) úlohou.
Příklad 5.12.

Řešme úlohu:
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Neznáme výchozí přípustné bazické řešení. Úlohu převedeme na požadovaný tvar pomocí fiktivních (umělých) proměnných.
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Úlohu se pokusíme vyřešit simplexovým algoritmem, napřed se pokusíme umělé proměnné z báze vyloučit.
	krok
	B.p.
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V 2. kroku je zřejmé, že umělou proměnnou 
[image: image688.wmf]1

u

 z báze nevyloučíme, úloha má prázdnou množinu přípustných řešení.
Sestavíme k dané úloze duální úlohu:
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Protože v primární úloze byly rovnosti, neklademe na duální proměnné podmínky nezápornosti.
Množina přípustných řešení duální úlohy je neprázdná, ale úloha nemá optimální řešení, neboť účelová funkce není na množině přípustných řešení shora omezená.
Zjistit, že úloha má prázdnou množinu přípustných řešení, lze též takto:

[image: image691.wmf];
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[image: image692.wmf];
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Našli jsme celkem 3 bazická řešení:

[image: image693.wmf]),
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Protože ani jedno z nich nesplňuje podmínku nezápornosti, není přípustné. Tudíž úloha má prázdnou množinu přípustných řešení.
Příklad 5.13.

Nyní si ukážeme příklad podobný příkladu 5.1. Na tomto příkladě si ukážeme tzv. degenerované řešení.
Podnik vyrábí 4 druhy výrobků. Máme navrhnout takový výrobní program, kdy bude maximální zisk, přičemž musí stačit suroviny. V následující tabulce jsou potřebné údaje.

	Výrobní činitel
	Potřeba činitele na jednotku výrobku
	Zásoba

	
	výr. A
	výr. B
	výr. C
	výr. D
	

	Surovina S1
	5
	4
	2
	1
	800

	Surovina S2
	2
	2
	4
	4
	1600

	Surovina S3
	1
	2
	2
	4
	1000

	Zisk
	180
	180
	200
	150
	max.


Provedeme matematickou formulaci úlohy:
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Jde o úlohu lineárního programování, převeďme ji na tvar (T). Přídatné proměnné (
[image: image696.wmf]7
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) představují, kolik suroviny zbude.
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Nyní to přepíšeme do simplexové tabulky a vypočteme optimální řešení. Výchozí přípustné bazické řešení máme: 
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, (není optimální)
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Našli jsme tedy optimální řešení úlohy: 
[image: image716.wmf];
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 které je degenerované, protože bazická proměnná má nulovou hodnotu. Zařazením proměnné 
[image: image717.wmf]4

x

 do báze se nezměnila hodnota účelové funkce, která činí 80 000.
V počátečním (nultém) kroku byly 2 stejné podíly, ve 3. sloupci byly 2 možnosti volby pivota. Pak nám vyšla na pravé straně 0. Zkusme ještě druhou možnost volby pivota.
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Našli jsme tedy optimální řešení úlohy: 
[image: image734.wmf];
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 které je degenerované, protože bazická proměnná má nulovou hodnotu. Zařazením proměnné 
[image: image735.wmf]2

x

 do báze se nezměnila hodnota účelové funkce, která činí 80 000.

Je pozoruhodné, že jednou je to proměnná 
[image: image736.wmf]4

x

, podruhé proměnná 
[image: image737.wmf]2

x

. V obou případech jsme dospěli ke „stejnému“ optimálnímu řešení.
Sestavme k dané úloze duální úlohu. Duální úloha bude mít více optimálních řešení.
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[image: image739.wmf]0
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Protože v původní úloze není 3. nerovnost splněna jako rovnost, je 
[image: image740.wmf]0

3

=

y

. Protože v původní úloze proměnná 
[image: image741.wmf]3

x

 je nenulová, bude v duální úloze 3. nerovnost splněna jako rovnost. Také se musí rovnat hodnoty účelových funkcí. Tedy pro optimální řešení musí platit:
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Tyto rovnice jsou však lineárně závislé (2. rovnice je 400 násobek 1. rovnice). Také již víme, že úloha má více optimálních řešení, přičemž bazická jsou jen dvě.
V prvním případě bude 4. nerovnost splněna jako rovnost (
[image: image743.wmf]0
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4

x

 bazická proměnná).

V druhém případě bude 2. nerovnost splněna jako rovnost (
[image: image744.wmf]0
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2

x

 bazická proměnná).
První bazické optimální řešení je: 
[image: image745.wmf];
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Druhé bazické optimální řešení je: 
[image: image746.wmf];

0

;

3

110

;

3

80

3

2

1

=

=

=

y

y

y


(viz též řádek účelové funkce v simplexové tabulce)

Hodnota účelové funkce je v obou případech 80 000.
Ještě si ukážeme tzv. cílové programování. Máme úlohu LP s více účelovými funkcemi, přičemž jsou dány jejich hodnoty. Snažíme se najít takové přípustné řešení, pro které funkce nabývají zadaných hodnot. Pokud to není možné, snažíme se jim aspoň co nejvíce přiblížit. Metody cílového programování si ukážeme na příkladě.
Příklad 5.x.

Řešme úlohu s 2 účelovými funkcemi a cílovými hodnotami.
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za podmínek: 
[image: image748.wmf];
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Zavedeme ještě proměnné 
[image: image749.wmf]2

1

,

d

d

, které představují rozdíl dosažené a cílové hodnoty účelových funkcí. Úloha pak lze převést na tvar:
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[image: image751.wmf];
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[image: image752.wmf];
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Na proměnné 
[image: image753.wmf]2

1

,

d

d

 nejsou kladeny podmínky nezápornosti, proto ještě provedeme následující rozklad na kladnou a zápornou část.
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Úloha pak přejde na tvar:
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[image: image756.wmf];
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[image: image757.wmf];
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Poznamenejme, že: 
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Účelová funkce znamená, že se snažíme minimalizovat rozdíl dosažených a cílových hodnot. Nyní úlohu vyřešíme pomocí simplexové metody. Napřed od řádku účelové funkce odečteme 1. a 2. řádek.
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Optimální řešení úlohy je tedy: 
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Hodnoty účelových funkcí jsou: 
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