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IV. Dualita v lineárním programování

Předpokládejme toto: 
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Buďte dány tyto úlohy lineárního programování:
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nebo:
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Úloha 
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 je duální úloha k úloze 
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Úlohy LP z příkladů 1.1. a 1.1a jsou navzájem duální, též úlohy LP z příkladů 1.2 a 1.2a jsou navzájem duální.

Množina přípustných řešení úlohy 
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Množina přípustných řešení úlohy 
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Zřejmě platí: 
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 jsou to konvexní uzavřené množiny.

Množina přípustných řešení úlohy 
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Množina přípustných řešení úlohy 
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Zřejmě platí: 
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Věta 4.1.

1) Nechť úlohy 
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 mají neprázdnou množinu přípustných řešení. Pak pro dvojici duálních úloh 
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2) Nechť úlohy 
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Důkaz:

Dokážeme jen 1. část, neboť 2. část se dokáže analogicky.
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tedy máme: 
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Věta 4.2.

Nechť úlohy 
[image: image41.wmf](

)

P

,
[image: image42.wmf](

)

D

 mají optimální řešení, označme je 
[image: image43.wmf]y

x

ˆ

,

ˆ

. Pak platí: 
[image: image44.wmf]b

y

x

c

T

T

ˆ

ˆ

=

.

Důkaz:

Platí 
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Ukážeme, že úloha tvaru: 
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Předpokládejme, že platí: 
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Po rozepsání dostaneme: 
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Předpokládejme nyní, že 
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Předpokládejme nyní, že 
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. To je však spor s předpokladem, že existuje optimální řešení úlohy.
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Poznámka:

Větu by bylo možno také dokázat takto: Položme 
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 Ukážeme, že úloha tvaru: 
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Věta 4.3. (věta o dualitě)

Buď 
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Důkaz:
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Nyní využijeme toho, že řešení jsou optimální, tj. 
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 (Věta 4.2.)
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Tedy nakonec dostáváme:
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Povšimněme si věty o dualitě ještě blíže. Nyní ty rovnosti rozepíšeme:
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neboť platí: 
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 tj. jde o nekladné členy. Součet nekladných členů může být nulový pouze v případě, že jsou všechny členy rovny nule.
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neboť platí: 
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 tj. jde o nezáporné členy. Součet nezáporných členů může být nulový pouze v případě, že jsou všechny členy rovny nule.

Důsledek věty o dualitě.

Je-li nerovnost v omezení splněna jako ostrá nerovnost, je příslušná duální proměnná nulová. Je-li proměnná nenulová, je příslušná duální nerovnost v omezení splněna jako rovnost.

To se týká optimálních řešení úloh 
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Tomuto tvrzení se též říká věta o komplementaritě.
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Duální proměnné zde vlastně hrají roli Lagrangeových multiplikátorů. Lagrangeova funkce je funkcí 
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Věta 4.4.
Pro Lagrangeovu funkci 
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Dále platí: 
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Tedy máme: 
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Předpokládejme, že platí: 
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Věta 4.5.
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Příklad 4.1.

Buď dána úloha lineárního programování (LP)
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Máme sestavit k této úloze duální úlohu.
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Úloha pak přejde na tvar:
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K této úloze pak sestavíme duální úlohu.
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Kde jsou rovnosti v (P), nejsou podmínky nezápornosti v (D). Kde nejsou podmínky nezápornosti v (P), jsou rovnosti v (D).

V tomto případě též platí věta o dualitě, tj. 
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Příklad 4.2.

Máme úlohu LP tvaru 
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tj. 
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Duální úloha pak bude mít tvar: 
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Máme úlohu LP tvaru 
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Duální úloha pak bude mít tvar: 
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Podmínky nezápornosti přece jen nakonec vyplynou.

Příklad 4.3.

Sestavme duální úlohu k dopravní úloze (Př. 1.3.). Předpokládejme, že jde o vyváženou dopravní úlohu, tj. úhrn kapacit dodavatelů se rovná úhrnu požadavků odběratelů.

Dopravní úloha má tedy tvar:
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Dále ještě předpokládejme, že platí: 
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Matice 
[image: image229.wmf]A

 má pak tento tvar:
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 Matice je typu 
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 (řádky jsou lineárně závislé)

Jedná se blokovou matici, kde 
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 jsou řádkové vektory typu 
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 ze samých jedniček, resp. nul. 
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 je jednotková matice typu 
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n

´

. V každém řádku je 
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 bloků.
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 řádkový vektor typu 
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Maticový zápis úlohy je tento:
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Duální úloha pak má tvar:
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Protože jsou v omezeních rovnosti, nejsou v duální úloze podmínky nezápornosti.

Položme: 
[image: image242.wmf](
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, duální úloha pak bude mít tvar:


[image: image243.wmf]max

1

1

®

+

å

å

=

=

n

j

j

j

m

i

i

i

b

v

a

u



[image: image244.wmf];
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[image: image245.wmf]j
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 jsou tzv. stínové sazby, neklademe na ně podmínky nezápornosti.

Je-li dopravní úloha nevyvážená, rozlišíme 2 případy:

1) Úhrn kapacit dodavatelů je větší, než úhrn požadavků odběratelů, tj. 
[image: image246.wmf]å
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. V tomto případě zavedeme fiktivního odběratele, jehož požadavek bude roven rozdílu. 
[image: image247.wmf]å

å

=

=

+

-

=

=

n

j

j

m

i

i

n

b

a

R

b

1

1

1

. K matici sazeb přidáme sloupec ze samých 0, tj. 
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Musí platit: 
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 Je zřejmé, že v tomto případě některé zboží zůstane dodavatelům (to, co „dodali“ fiktivnímu odběrateli).

2) Úhrn kapacit dodavatelů je menší než úhrn požadavků odběratelů, tj. 
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. V tomto případě zavedeme fiktivního dodavatele, jehož kapacita bude rovna rozdílu. 
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. K matici sazeb přidáme řádek ze samých 0, tj. 
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Musí platit: 
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 Je zřejmé, že v tomto případě některé požadované zboží nebude odběratelům dodáno (to, co jim „dodal“ fiktivní dodavatel).

O dopravních úlohách bude ještě pojednáno později (kap. 6). Protože platí: 
[image: image254.wmf]1
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, je jedna rovnice zbytečná, jednu duální proměnnou lze volit libovolně.

Příklad 4.4.

Buď dána úloha LP

[image: image255.wmf]min

21

18

12

3

2

1

®

+

+

x

x

x
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Sestavíme k dané úloze duální úlohu.
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Předpokládejme, že víme toto: Obě úlohy mají optimální řešení, pro optimum platí: 
[image: image261.wmf]9

ˆ

,

2

ˆ

2

2

=

=

y

x

. Z tohoto již dopočítáme ostatní proměnné optimálního řešení bez použití simplexové metody. Použijeme větu o dualitě a její důsledky.
Protože platí: 
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Protože poslední nerovnost v duální úloze není splněna jako rovnost, je: 
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Tedy máme: 
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[image: image276.wmf];
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Hodnoty účelových funkcí se rovnají.
Příklad 4.5.

Buď dána úloha LP
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Sestavíme k dané úloze duální úlohu.
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Předpokládejme, že známe optimální řešení duální úlohy, 
[image: image284.wmf];
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 určeme optimální řešení původní úlohy.
Vzhledem k tomu, že jsou proměnné 
[image: image285.wmf]2
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 nenulové, jsou první 2 nerovnosti splněny jako rovnosti. Máme tedy soustavu rovnic:
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Řešením soustavy je: 
[image: image287.wmf];
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 což je současně optimální řešení původní úlohy.
Tedy máme: 
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Hodnoty účelových funkcí se rovnají.

Příklad 4.6.

Buď dána úloha LP
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Sestavíme k dané úloze duální úlohu.
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Předpokládejme, že již známe optimální řešení původní úlohy, 
[image: image297.wmf];
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 určeme optimální řešení duální úlohy.
Protože první nerovnost není splněna jako rovnost, je 
[image: image298.wmf]0

ˆ

1

=

y

. V duální úloze je druhá nerovnost splněna jako rovnost, tj. platí: 
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Tedy máme: 
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Hodnoty účelových funkcí se rovnají.

Příklad 4.7.

Buď dána úloha LP
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Sestavíme k dané úloze duální úlohu.
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Předpokládejme, že již známe optimální řešení původní úlohy, 
[image: image310.wmf];
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 určeme optimální řešení duální úlohy.

První nerovnost je splněna jako rovnost, druhá nerovnost není splněna jako rovnost, tudíž je: 
[image: image311.wmf]0
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[image: image312.wmf]2

1

ˆ

,

ˆ

x

x

 nenulové, jsou v duální úloze splněny nerovnosti jako rovnosti. Tudíž máme řešení duální úlohy: 
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53

23

0

6

5

6

ˆ

ˆ

6

ˆ

6

3

2

1

=

+

×

+

×

=

+

+

y

y

y


Hodnoty účelových funkcí se rovnají.

Použité zdroje:

1) Dupačová J.: Lineární programování

2) Jablonský J.: Operační výzkum

3) Moučka J, Šmerek M.: Ekonomicko-matematické metody
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