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III. Struktura množiny přípustných řešení
Nyní se budeme zabývat úlohami LP typu:

[image: image1.wmf]0

x

b

Ax

x

c

³

=

®

min

T


kde 
[image: image2.wmf]A

 matice typu 
[image: image3.wmf]n

m

×

; 
[image: image4.wmf]T

c

 řádkový vektor typu 
[image: image5.wmf]n

×

1

; 
[image: image6.wmf]b

 sloupcový vektor typu 
[image: image7.wmf]1

×

m

;

[image: image8.wmf]x

 vektor neznámých typu 
[image: image9.wmf]1

×

n

; předpokládejme, že 
[image: image10.wmf]n

m

<

.

[image: image11.wmf]{

}

0

x

b

Ax

R

x

³

=

Î

=

,

n

M

 - množina přípustných řešení, 
[image: image12.wmf]n

M

R

Ì

.

Rovnost 
[image: image13.wmf]b

Ax

=

 lze též vyjádřit takto: 
[image: image14.wmf]b

a

=

å

=

·

n

j

j

j

x

1

,
kde 
[image: image15.wmf]m

j

R

a

Î

·

 je 
[image: image16.wmf]-

j

tý sloupec matice 
[image: image17.wmf]A

.
Věta 3.1.
Množina přípustných řešení 
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 je (za dané situace) konvexní a uzavřená.

Důkaz:
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Tedy též 
[image: image25.wmf]M

Î

-

+

2

1

)

1

(

x

x

a

a

, tedy množina 
[image: image26.wmf]M

 je konvexní.
Množina 
[image: image27.wmf]M

 je též uzavřená (viz MA).
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Každá úloha LP se dá převést na tvar uvedený výše. Nerovnost 
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Věta 3.2. (Farkasova)
Buď 
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Důkaz:
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Věta 3.3.
Množina přípustných řešení 
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konvexního polyedru a konvexního polyedrického kužele, tj.
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Důkaz:
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Položme dále: 
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Definice 3.1.
Buď dána úloha LP s množinou přípustných řešení 
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Definice 3.2.

Základní řešení úlohy (definované výše) je nedegenerované, má-li 
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Věta 3.4.
Buď množina přípustných řešení 
[image: image125.wmf]{

}

0

x

b

Ax

R

x

³

=

Î

=

,

n

M

. Řešení je bazické právě tehdy, když je krajním bodem množiny přípustných řešení (def. 2.x.).
Důkaz:

Obě implikace dokážeme sporem, tj. dokážeme ekvivalentní tvrzení: Řešení není krajním bodem množiny přípustných řešení právě tehdy, když není bazické řešení.
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Položme ještě: 
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Existuje: 
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Existuje: 
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Tedy vektory 
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Položme dále: 
[image: image165.wmf];

1

;

2

1

1

2

1

2

q

q

q

a

q

q

q

a

+

=

-

+

=

 zřejmě je: 
[image: image166.wmf]1

0

<

<

a

.

[image: image167.wmf];

)

1

(

)

1

(

)

1

(

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

x

x

t

x

t

x

x

x

=

+

-

+

+

=

-

-

-

+

+

=

-

+

q

q

q

q

q

q

q

q

q

a

a

q

a

a

a

a


Prvek 
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 není krajní bod množiny.
□
Věta 3.5.
Buď množina přípustných řešení 
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Důkaz:
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Vektory 
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Vektory 
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Nakonec dospějeme k tomu, že sloupce odpovídající nenulovým složkám budou lineárně nezávislé, tj. dospějeme ke krajním bodům množiny přípustných řešení.
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□
Definice 3.3.

Nechť množina přípustných řešení úlohy (definované výše) je neprázdná, tj. 
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Věta 3.6.
Nechť 
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Důkaz:

Připomeňme si, že 
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Položme: 
[image: image209.wmf];

;

z

c

y

c

x

c

z

y

x

T

T

T

l

l

l

l

+

=

+

=

 Kdyby bylo 
[image: image210.wmf]0

<

z

c

T

, bylo by: 
[image: image211.wmf]¥

®

-¥

®

l

l

pro

x

c

T

, tj. účelová funkce by na množině 
[image: image212.wmf]M

 nebyla zdola omezená.
To je však spor s tím, že úloha LP má optimální řešení. Tedy 
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Účelová funkce je na množině 
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 zdola omezená, tj. optimální řešení úlohy existuje.

□
Nyní vyslovíme důležitou větu z lineárního programování. Říká, že v řešení úloh LP se stačí omezit na bazická řešení, tj. na krajní body množiny přípustných řešení.

Věta 3.7.
Nechť úloha LP (definovaná výše) má optimální řešení, 
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Důkaz:
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Prvek 
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Tedy 
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□
Poznámka:
Úloha LP může mít více optimálních řešení. Množina optimálních řešení je konvexní (viz následující věta).

Věta 3.8.
Množina optimálních řešení úlohy LP (definované výše) je konvexní.
Důkaz:

Buďte 
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Buď 
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Tedy 
[image: image238.wmf]M
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 je též optimální řešení, množina optimálních řešení je konvexní.
□
Zjistili jsme, že při hledání optimálního řešení úlohy lineárního programování se stačí omezit na bazická řešení. Optimální řešení (pokud existuje) je v krajním bodě množiny přípustných řešení (jedno z bazických řešení). Bazických řešení je jen konečný počet.
Může se také stát, že množina přípustných řešení úlohy je prázdná, v tom případě úloha nemá řešení. Může se též stát, že účelová funkce na množině přípustných řešení není zdola (shora) omezená.
Poznámka:

V lineárním programování hledáme extrém lineární funkce. Lineární funkce má konstantní gradient, neboť platí: 
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. To znamená, že v žádném vnitřním bodě množiny přípustných řešení není stacionární bod, tudíž tam nemůže nastat extrém.

Příklad 3.1.
Uvažujme úlohu, kde množina přípustných řešení je popsána takto:
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Soustavu nerovnic převedeme pomocí přídatných proměnných na soustavu rovnic.
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Tato úloha má nejvýše 
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 bazických řešení. Zkusme najít bazická řešení úlohy:
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 přípustné bazické řešení.
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 nepřípustné bazické řešení (záporná složka).
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 nepřípustné bazické řešení (záporné složky).

Našli jsme 6 bazických řešení, přičemž pouze 3 z nich jsou přípustná (vyhovují podmínkám nezápornosti).
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 konvexní polyedr. Abychom určili konvexní polyedrický kužel, musíme ještě vyřešit homogenní soustavu:
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Soustavě vyhovují např. vektory: 
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(náčrtek, grafické znázornění)
Zvolme z množiny přípustných řešení např. bod: 
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 což je již dokonce krajní bod množiny.
Zvolme z množiny přípustných řešení např. bod: 
[image: image264.wmf])
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 což ještě není krajní bod množiny. Platí však: 
[image: image270.wmf]),
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 což je konvexní lineární kombinace krajních bodů množiny přípustných řešení.
Příklad 3.2.

Uvažujme následující soustavu lineárních rovnic:
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Soustava rovnic má nekonečně mnoho řešení, neboť máme 3 rovnice a 4 neznámé. Pokusíme se najít základní řešení tak, že zkusíme soustavu převést na kanonický tvar.


[image: image272.wmf]~

;

11

;

1

;

1

;

3

;

0

;

10

;

2

;

0

;

4

;

0

;

30

;

4

;

0

;

11

;

1

~

;

11

;

1

;

1

;

3

;

0

;

21

;

3

;

1

;

7

;

0

;

30

;

4

;

0

;

11

;

1

~

;

11

;

1

;

1

;

3

;

0

;

9

;

1

;

1

;

4

;

1

;

30

;

4

;

0

;

11

;

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-



[image: image273.wmf];

;

6

;

0

;

1

;

1

;

0

;

5

;

1

;

0

;

2

;

0

;

10

;

0

;

0

;

3

;

1

~

;

11

;

1

;

1

;

3

;

0

;

5

;

1

;

0

;

2

;

0

;

30

;

4

;

0

;

11

;

1

~

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ


Soustavu rovnic se nám podařilo převést na kanonický tvar, to znamená, že hodnost matice soustavy i rozšířené matice je 3. Soustava má dle Frobeniovy věty řešení.
Základní (bazické) řešení: 
[image: image274.wmf](
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 (nebazické neznámé klademe rovné nule)
Zkusíme přejít k jinému bazickému řešení.
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Základní (bazické) řešení: 
[image: image276.wmf](
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Zkusíme přejít k jinému bazickému řešení.
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Základní (bazické) řešení: 
[image: image278.wmf](
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Zkusíme přejít k jinému bazickému řešení.
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Základní (bazické) řešení: 
[image: image280.wmf](
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Našli jsme tedy 4 základní (bazická) řešení: 
[image: image281.wmf](
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přičemž jen 2 z nich mají všechny složky nezáporné.
Zkusme ještě vyřešit homogenní soustavu rovnic (s nulovou pravou stranou).
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Homogenní soustavě vyhovuje např. vektor: 
[image: image283.wmf])
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. Protože hodnost matice soustavy je 3, je dimenze prostoru řešení („defekt“) rovna 1.
Rozdíl libovolných dvou bazických řešení je násobkem vektoru 
[image: image284.wmf]z

. Libovolné řešení soustavy lze též vyjádřit ve tvaru:
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Kdybychom na proměnné 
[image: image286.wmf]4
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 ještě kladli podmínky nezápornosti, byla by množina přípustných řešení úsečka určená body: 
[image: image287.wmf](
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Příklad 3.3.

Uvažujme následující soustavu lineárních rovnic:
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Soustava rovnic má nekonečně mnoho řešení, neboť máme 2 rovnice a 3 neznámé. Pokusíme se najít základní řešení tak, že zkusíme soustavu převést na kanonický tvar.
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Soustavu rovnic se nám podařilo převést na kanonický tvar, to znamená, že hodnost matice soustavy i rozšířené matice je 2. Soustava má dle Frobeniovy věty řešení.

Základní (bazické) řešení: 
[image: image291.wmf](
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Zkusíme přejít k jinému bazickému řešení.
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Základní (bazické) řešení: 
[image: image293.wmf](
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Zkusíme přejít k jinému bazickému řešení.
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Základní (bazické) řešení: 
[image: image295.wmf](
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Našli jsme tedy 3 základní (bazická) řešení: 
[image: image296.wmf](
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přičemž žádné z nich nemá všechny složky nezáporné.

Zkusme ještě vyřešit homogenní soustavu rovnic (s nulovou pravou stranou).
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Homogenní soustavě vyhovuje např. vektor: 
[image: image298.wmf])
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. Protože hodnost matice soustavy je 2, je dimenze prostoru řešení („defekt“) rovna 1.

Rozdíl libovolných dvou bazických řešení je násobkem vektoru 
[image: image299.wmf]z

. Libovolné řešení soustavy lze též vyjádřit ve tvaru:
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Kdybychom na proměnné 
[image: image301.wmf]3
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 ještě kladli podmínky nezápornosti, byla by množina přípustných řešení prázdná, neboť ani jedno bazické řešení nesplňuje podmínky nezápornosti. Bylo by: 
[image: image302.wmf]{
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Příklad 3.4.

Uvažujme následující soustavu lineárních rovnic:
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Soustava rovnic má nekonečně mnoho řešení, neboť máme 2 rovnice a 3 neznámé. Pokusíme se najít základní řešení tak, že zkusíme soustavu převést na kanonický tvar.
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Soustavu rovnic se nám podařilo převést na kanonický tvar, to znamená, že hodnost matice soustavy i rozšířené matice je 2. Soustava má dle Frobeniovy věty řešení.

Základní (bazické) řešení: 
[image: image305.wmf](
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Zkusíme přejít k jinému bazickému řešení.
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Základní (bazické) řešení: 
[image: image307.wmf](
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Tato úloha má jen 2 bazická řešení, obě vyhovují podmínkám nezápornosti.
Zkusme ještě vyřešit homogenní soustavu rovnic (s nulovou pravou stranou).
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Homogenní soustavě vyhovuje např. vektor: 
[image: image309.wmf])
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. Protože hodnost matice soustavy je 2, je dimenze prostoru řešení („defekt“) rovna 1.

Rozdíl libovolných dvou bazických řešení je násobkem vektoru 
[image: image310.wmf]z

. Libovolné řešení soustavy lze též vyjádřit ve tvaru:
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Kdybychom na proměnné 
[image: image312.wmf]3
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 ještě kladli podmínky nezápornosti, byla by množina přípustných řešení úsečka určená body: 
[image: image313.wmf])
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