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I. Formulace úloh lineárního programování

Řešit úlohu lineárního programování znamená: Najít extrém (maximum nebo minimum) lineární funkce na množině určené soustavou lineárních rovnic a nerovnic.

Mnoho úloh z praxe vede na úlohu lineárního programování, např. hledá-li podnik optimální výrobní program, kdy chce dosáhnout maximálního zisku, přičemž musí vystačit suroviny. Jindy se zase snaží minimalizovat náklady, apod.

Metody lineárního programování nám umožňují najít nejlepší řešení z mnoha možných řešení. Je to důležitý nástroj při rozhodování a řízení hospodářství.

Matematika nám umožňuje přesný (exaktní) popis situace, také nám poskytuje algoritmus (postup) pro řešení úloh.

Úloha lineárního programování (zkráceně LP) má tvar:
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 jsou konstanty, 
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Úlohu LP lze zapsat též zkráceně v maticovém tvaru:
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 matice typu 
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 řádkový vektor typu 
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 sloupcový vektor typu 
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 vektor neznámých typu 
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Na množině vektorů lze zřejmým způsobem zavést částečné uspořádání.

Nerovnice lze převést na rovnice přidáním dalších doplňkových proměnných.
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Pokud na některé proměnné není kladen požadavek nezápornosti, lze provést tento rozklad: 
[image: image23.wmf](
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To znamená, že každou úlohu lineárního programování lze převést na tvar:
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nebo na tvar:
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Vynásobíme-li nerovnost (
[image: image26.wmf]1

-

), znaménko nerovnosti se otočí.
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Nyní si ukážeme několik příkladů z praxe, které vedou na úlohu lineárního programování. Poznamenejme, že ke každé úloze LP existuje duální úloha (podrobněji kap. 4).
Příklad 1.1.

Máme 
[image: image28.wmf]n

 druhů surovin, z nich chceme získat 
[image: image29.wmf]m

 druhů látek (
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). Kolik musíme nakoupit každé suroviny, abychom co nejméně platili a přitom získali požadované množství látek?
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Matematická formulace úlohy vypadá takto:



maticový zápis:
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Příklad 1.2.

Podnik vyrábí 
[image: image45.wmf]n

 druhů výrobků, má k dispozici 
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 druhů surovin (
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). Kolik musí podnik vyrobit každého druhu výrobku, aby měl co největší zisk a přitom stačily suroviny? (tj. jaký výrobní program musí podnik zvolit)
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Matematická formulace úlohy vypadá takto:



maticový zápis:
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Příklad 1.1a. (duální úloha k úloze z příkladu 1.1.)

Připravíme vám látky, stanovíme si za ně ceny. Budeme se snažit co nejvíce vydělat, ale nezaplatíte víc, než kdybyste nakoupili suroviny.
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 cena jednotky 
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té látky. (duální, stínové ceny)

Význam ostatních proměnných je stejný jako v příkladu 1.1.

Matematická formulace úlohy vypadá takto:



maticový zápis:
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Příklad 1.2a. (duální úloha k úloze z příkladu 1.2.)

Odkoupíme od vás suroviny, stanovíme si za ně ceny. Budeme se snažit co nejméně platit, ale získáte aspoň tolik, jako kdybyste vyráběli.
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Význam ostatních proměnných je stejný jako v příkladu 1.2.

Matematická formulace úlohy vypadá takto:



maticový zápis:
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Příklad 1.3. (dopravní úloha)

Je 
[image: image74.wmf]m

 dodavatelů, 
[image: image75.wmf]n

 odběratelů (spotřebitelů). Známe kapacity dodavatelů, požadavky odběratelů. Máme udělat rozvoz zboží tak, abychom dopravili potřebné množství zboží, přitom náklady na dopravu byly minimální.
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 přepravní náklady na jednotku přepravovaného zboží (od 
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Jestliže platí: 
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, jde o vyváženou dopravní úlohu. Znamená to, že úhrn kapacit dodavatelů se rovná úhrnu požadavků odběratelů. Předpokládejme tedy, že jde o vyváženou dopravní úlohu.

Matematická formulace úlohy vypadá takto:
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(minimalizujeme celkové přepravní náklady)


[image: image91.wmf];

0

;

;

1

1

³

=

=

å

å

=

=

ij

j

m

i

ij

i

n

j

ij

x

b

x

a

x


Příklad 1.4.
Podnik má na skladě trubky 6 m dlouhé. Výroba požaduje:


30
trubek délky
2
m


100
trubek délky
2,5
m


20
trubek délky
3
m

Úkolem je nařezat potřebné množství trubek, přitom minimalizovat odpad.

Trubka dlouhá 6 m se rozřeže na:

1) 2 trubky 3 m dlouhé (0 m odpad)

2) 3 trubky 2 m dlouhé (0 m odpad)

3) 2 trubky 2,5 m dlouhé (1 m odpad)

4) 1 trubka 3 m dlouhá a 1 trubka 2 m dlouhá (1 m odpad)

5) 1 trubka 3 m dlouhá a 1 trubka 2,5 m dlouhá (0,5 m odpad)

6) 1 trubka 2,5 m dlouhá a 1 trubka 2 m dlouhá (1,5 m odpad)

Máme tedy 6 možností, jak trubky rozřezat. Označme 
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 počet trubek rozřezaných 
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tým způsobem. Pak matematická formulace úlohy vypadá takto:
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Příklad 1.5.
Podnik vyrábí 2 druhy výrobků A, B. Na jednotku výrobku A je potřeba 3 kg suroviny S, na jednotku výrobku B je potřeba 2 kg suroviny S a 2 kusy výrobku A. Zisk z jednotky výrobku A je 8 Kč, zisk z jednotky výrobku B je 20 Kč. Máme k dispozici 12 000 kg suroviny S, musíme dodat nejméně 400 kusů výrobku A. Snažíme se maximalizovat zisk.
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Matematická formulace:
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Zisk z prodeje výrobků činí:
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Poznámka: Druhé omezení je redundantní (nadbytečné), protože plyne z třetího omezení.
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Příklad 1.6.
Nákladním automobilem o nosnosti 10 t je třeba odvézt bedny ze skladu na místo montáže. Jde o 350 beden po 3 t, 220 beden po 4 t, 300 beden po 6 t, 70 beden po 7 t. Je možno uskutečnit maximálně 420 jízd. Určeme, jak máme automobil nakládat, aby se odvezlo co nejvíce materiálu.
Automobil můžeme naložit těmito způsoby:
1) 3 bedny po 3 t (1 t nevyužita)
2) 2 bedny po 3 t, 1 bedna po 4 t

3) 2 bedny po 4 t (2 t nevyužity)
4) 1 bedna po 6 t, 1 bedna po 3 t (1 t nevyužita)

5) 1 bedna po 6 t, 1 bedna po 4 t

6) 1 bedna po 7 t, 1 bedna po 3 t

7) 1 bedna po 6 t, (4 t nevyužity)

8) 1 bedna po 7 t, (3 t nevyužity)

9) 2 bedny po 3 t (4 t nevyužity)

10) 1 bedna po 4 t, (6 t nevyužito)

11) 1 bedna po 3 t, (7 t nevyužito)

Máme tedy 11 možností, jak automobil naložit. Označme 
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 počet jízd, kdy automobil naložíme 
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Kdybychom ještě např. měli podmínku, že je nutné odvézt všechny 6 tunové bedny, nahradili bychom příslušnou nerovnost rovností, např. by bylo: 
[image: image111.wmf]300
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Vraťme se ještě k příkladu 1.2. Schematicky to lze popsat takto:
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Proces výroby je zde transformační proces, 
[image: image112.wmf]-
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tý sloupec matice 
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 představuje vstupy, prvek 
[image: image114.wmf]j

c

 představuje výstup (
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 výrobních procesů. Proces lze též popsat vektorem, přičemž výstup považujme za záporný vstup.
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Matematická formulace úlohy představuje jednoznačný matematický popis rozhodovací situace. Matematika je nejen prostředek přesného popisu rozhodovacích situací, ale poskytuje nám i vhodné početní postupy (algoritmy) pro jejich řešení.
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