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IX. Galoisova teorie

Galoisova teorie řeší otázku řešitelnosti algebraických rovnic, která zůstávala dlouho nerozřešena. Jejím zakladatelem byl francouzský matematik Évariste Galois. Zavedl pojem grupy algebraické rovnice a zjistil, že řešitelnost algebraické rovnice závisí na vlastnostech té grupy.
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Definice 9.x.
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Věta 9.x.
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□
Každému mezitělesu přiřadíme podgrupu takto: Podgrupa obsahuje ty automorfismy, které zobrazí každý prvek mezitělesa na sebe (prvky z mezitělesa „nehýbe“).
Každé podgrupě přiřadíme mezitěleso takto: Mezitěleso obsahuje ty prvky, které každý automorfismus podgrupy zobrazí na sebe (žádný s nimi „nehýbe“).

Tomuto přiřazení podgrup a mezitěles se říká Galoisova korespondence. Jde o přiřazení mezi svazy podgrup a mezitěles.

Je nutno si uvědomit, že uspořádání jsou navzájem opačná. Většímu tělesu odpovídá menší podgrupa, větší podgrupě odpovídá menší těleso. Jde o anti‑izomorfismus svazů.

Očekávali bychom, že zobrazení ze svazu mezitěles do svazu podgrup Galoisovy grupy budou vzájemně jednoznačná. Tak tomu ovšem nemusí vždy být. Proto je nutno učinit předpoklad, že rozšíření je normální a separabilní (viz dále).
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V následujících příkladech si ukážeme některá rozšíření těles a jim příslušných Galoisových grup.
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Je zajímavé, že grupa automorfismů je 4 prvková a je izomorfní s Kleinovou čtyřgrupou.

Galoisova grupa 
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Příklad 9.x.

Uvažujme těleso racionálních čísel 
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, určeme rozkladové nadtěleso polynomu 
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Struktura grup a mezitěles je podobná jako v předchozím příkladu (viz předchozí diagramy).
Rozkladové nadtěleso polynomu je 
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Ukážeme si, jak se změní situace, bude-li jedno číslo mocninou přirozeného čísla.
· Nechť je např. 
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Příklad 9.x.

Uvažujme rozšíření těles: 
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Polynomy: 
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Tato grupa je cyklická grupa řádu 4, neboť platí: 
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Při vhodném očíslování kořenů je Galoisova grupa rozšíření izomorfní této grupě permutací:

[image: image292.wmf]{

}

Id

=

)

4

)(

3

)(

2

)(

1

(

);

2

,

3

,

4

,

1

(

);

4

,

2

)(

3

,

1

(

);

4

,

3

,

2

,

1

(

, což je podgrupa grupy 
[image: image293.wmf]4

S

 (Př. 4.x.).
Podgrupě 
[image: image294.wmf]{

}

Id

=

)

4

)(

3

)(

2

)(

1

(

);

4

,

2

)(

3

,

1

(

 odpovídá fixní těleso 
[image: image295.wmf]2

2

Z

.
(
[image: image296.wmf];

1

1

;

2

2

+

+

=

+

+

=

b

b

a

b

b

a

)
Při přečíslování kořenů se změní odpovídající grupa permutací, ale nezmění se její struktura.
Příklad 9.x.

Uvažujme těleso racionálních čísel 
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Rozkladové nadtěleso polynomu je: 
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Galoisova grupa obsahuje podgrupy.
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Z toho je zřejmé, že množina automorfismů 
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 tvoří též podgrupu. Také tvoří podgrupu množina automorfismů 
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Těleso je možné chápat jako vektorový prostor nad nějakým svým podtělesem. Dimenze vektorového prostoru je stupeň rozšíření (viz def. 7.x.).
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Dostáváme tak následující rovnosti:
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Podgrupě 
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Příklad 9.x.

Uvažujme těleso racionálních čísel 
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, určeme rozkladové nadtěleso polynomu 
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Rozkladové nadtěleso polynomu je: 
[image: image361.wmf])

;

(

d

b

a

d

b

a

U

-

+

=

Q

. Jeho Galoisova grupa 
[image: image362.wmf])

(

T

U

G

 obsahuje následující automorfismy:


[image: image363.wmf];

)

(

;

)

(

d

b

a

d

b

a

Id

d

b

a

d

b

a

Id

-

=

-

+

=

+



[image: image364.wmf];

)

(

;

)

(

1

1

d

b

a

d

b

a

d

b

a

d

b

a

-

=

-

+

-

=

+

j

j



[image: image365.wmf];

)

(

;

)

(

2

2

d

b

a

d

b

a

d

b

a

d

b

a

-

-

=

-

+

=

+

j

j



[image: image366.wmf];

)

(

;

)

(

3

3

d

b

a

d

b

a

d

b

a

d

b

a

-

-

=

-

+

-

=

+

j

j



[image: image367.wmf];

)

(

;

)

(

1

1

d

b

a

d

b

a

d

b

a

d

b

a

+

=

-

-

=

+

y

y



[image: image368.wmf];

)

(

;

)

(

2

2

d

b

a

d

b

a

d

b

a

d

b

a

+

=

-

-

-

=

+

y

y



[image: image369.wmf];

)

(

;

)

(

3

3

d

b

a

d

b

a

d

b

a

d

b

a

+

-

=

-

-

=

+

y

y



[image: image370.wmf];

)

(

;

)

(

4

4

d

b

a

d

b

a

d

b

a

d

b

a

+

-

=

-

-

-

=

+

y

y


Galoisova grupa obsahuje 3 podgrupy řádu 4, tj.
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Galoisova grupa obsahuje 5 podgrup řádu 2, tj.
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V následující tabulce si ukážeme, jak se v grupě „počítá“, 
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Z tabulky je zřejmé, že Galoisova grupa není komutativní.
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Na diagramu je svaz podgrup Galoisovy grupy.
Poznamenejme, že Galoisova grupa je izomorfní grupě symetrií čtverce (viz Př. 4.x.).
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Budeme-li chápat těleso 
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 lineárně závislé. Rovněž jsou lineárně závislé prvky: 
[image: image491.wmf];

;

;

2

2

d

b

a

d

b

a

d

b

a

d

d

b

a

+

-

-

×

-


[image: image767.wmf]T

V našem příkladě vypadá Galoisova korespondence takto:

Pro názornost si ukážeme v následujících tabulkách, jak se počítá v podgrupách uvedených dříve.
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Podgrupa 
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Podgrupa 
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Je-li hodnota výrazu 
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 druhou mocninou přirozeného čísla, Galoisova grupa polynomu (rozkladového nadtělesa) se redukuje na podgrupu 
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 (viz př. 7.x.)
Polynom se pak rozkládá takto:
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Je-li hodnota výrazu 
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Je-li hodnota výrazu 
[image: image586.wmf]2

m

a

-

 druhou mocninou přirozeného čísla, Galoisova grupa se ještě zredukuje na podgrupu 
[image: image587.wmf]{

}

4

4

,

y

Id

H

=

. Automorfismy 
[image: image588.wmf]1

3

,

y

j

 je nutné vyškrtnout.

Minimální polynom je: 
[image: image589.wmf]m

x

m

a

x

-

-

-

)

(

2

2

, jeho kořeny jsou:

[image: image590.wmf];

;

2

2

2

2

d

b

a

d

b

a

m

a

m

a

m

a

m

a

-

-

=

-

+

=

+

+

-

+

-
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Je-li hodnota výrazu 
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Pokud je 
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 druhou mocninou přirozeného čísla, Galoisova grupa polynomu (rozkladového nadtělesa) se redukuje na podgrupu 
[image: image601.wmf]{

}

3

2

1

,

,

,

j

j

j

Id

H

A

=

. Ostatní automorfismy je nutné vyškrtnout, protože Galoisova grupa obsahuje 
[image: image602.wmf]Q

 automorfismy.

Příklad 9.x.
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Rozkladové nadtěleso polynomu je: 
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Galoisova grupa polynomu (rozkladového nadtělesa) se redukuje na podgrupu 
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Příklad 9.x.

Uvažujme těleso racionálních čísel 
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Rozkladové nadtěleso polynomu je: 
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Galoisova grupa polynomu (rozkladového nadtělesa) se redukuje na podgrupu 
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Galoisova grupa se ještě zredukuje na podgrupu 
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Příklad 9.x.

Uvažujme těleso racionálních čísel 
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Rozkladové nadtěleso polynomu je: 
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Galoisova grupa polynomu (rozkladového nadtělesa) se redukuje na podgrupu 
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Galoisova grupa se ještě zredukuje na podgrupu 
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Příklad 9.x.

Uvažujme těleso racionálních čísel 
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Rozkladové nadtěleso polynomu je: 
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Galoisova grupa polynomu (rozkladového nadtělesa) je celé 
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Rozkladové nadtěleso polynomu je: 
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Příklad 9.x.

Uvažujme těleso racionálních čísel 
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Rozšíření tělesa má „špatnou“ Galoisovu grupu, protože těleso 
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 není rozkladové nadtěleso polynomu, tj. rozšíření není normální. Polynom se v tělese 
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 Symbolem 
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Provedeme další rozšíření, aby tam polynom 
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 tj. primitivní 3. odmocnina z jedné. Pak máme: 
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Rozklad polynomu v tělese 
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Galoisova grupa rozšíření 
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Galoisova grupa obsahuje tyto vlastní podgrupy: 
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 jim odpovídají po řadě tato mezitělesa: 
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Polynom 
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Věta 9.x.
Galoisova grupa rovnice 
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 je izomorfní multiplikativní grupě 
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