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VII. Polynomy nad tělesy

V této kapitole se omezíme na komutativní tělesa, přičemž slovo „komutativní“ budeme pro stručnost vynechávat.

Ve větě 6.x. jsme dokázali, že 
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 těleso. Jedná se o obor integrity polynomů jedné neurčité nad tělesem. Dle věty 6.x. to též znamená, že je to obor integrity hlavních ideálů, tudíž také obor integrity s jednoznačným rozkladem (Gaussův obor integrity).
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Definice 7.1.
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Věta 7.1.
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Poznámka:

Normovaný polynom 1. stupně se někdy též nazývá lineární faktor nebo též kořenový činitel. Věta 7.1. v podstatě říká toto: Prvek 
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Uveďme ještě jiný důkaz věty 7.1. (implikace „(“)
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Platí známý vzorec: 
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Poznámka:

Zřejmě platí toto: Je-li prvek 
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Věta 7.2.
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Věta 7.3.
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Poznámka:

Věta 7.4. obecně pojednává o „usměrňování zlomků“, což si později ukážeme na příkladech.

Poznámka:
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Věta 7.5.
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Nyní dokážeme, že takto definované zobrazení je izomorfismus. Provedeme to ve 4 krocích.

1. 
[image: image195.wmf]F

 je zobrazení: 
[image: image196.wmf][

]

[

]

);

(

)

(

2

1

2

1

2

1

a

a

a

f

f

m

f

f

f

f

T

=

Þ

ñ

á

Î

-

Þ

=


2. 
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Poznámka:

Zřejmě platí: 
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]

{

}

0

st

],

[

|

]

[

=

Ú

<

Î

=

ñ

á

q

m

st

q

x

T

q

q

m

x

T

T

T

a

a

, 
[image: image206.wmf][

]

ñ

á

=

T

m

a

0



[image: image207.wmf][

]

[

]

(

)

;

;

]

[

a

r

a

r

=

F

ñ

á

Î

x

m

x

T

x

T


Nyní si ukážeme speciální případ rozkladu mnohočlenu 4. stupně.

Příklad 7.x.
Buď dán polynom 
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Dostáváme rovnosti: 
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Příklad 7.x.
Rozložme polynom 
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Daný polynom je ireducibilní nad 
[image: image218.wmf]Q

, ale není ireducibilní nad 
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. Nad tělesem 
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 lze rozložit na lineární činitele (viz též MA, kap 7).
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Daný polynom není ireducibilní nad 
[image: image225.wmf]Q

, tím spíš není ireducibilní nad 
[image: image226.wmf]R

. Nad tělesem 
[image: image227.wmf]C

 lze rozložit na lineární činitele.

Příklad 7.1.
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 Zřejmě uvedené prvky nejsou racionální čísla, ale jsou algebraické nad tělesem racionálních čísel.

Jejich minimální polynomy (nad 
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Příklad 7.2.

Položme 
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Každé komplexní číslo je algebraické nad tělesem reálných čísel.

Příklad 7.3.

Položme 
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 Opět se jedná o algebraické prvky nad tělesem racionálních čísel.
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Příklad 7.3a. (zobecnění příkladu 7.3.)
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 je čtverců prosté (není dělitelné druhou mocninou žádného prvočísla).
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Tento příklad zahrnuje i příklad 7.2. (
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Příklad 7.4.

Položme 
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Polynomy jsou ireducibilní nad tělesem racionálních čísel, ale nejsou ireducibliní nad tělesem reálných čísel. Rozložit je lze následovně:
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Příklad 7.4a. (zobecnění příkladu 7.4.)
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Polynomy jsou ireducibilní nad tělesem racionálních čísel, ale nejsou ireducibliní nad tělesem reálných čísel. Rozložit je lze následovně:


[image: image270.wmf]));

(

2

))(

(

2

(

))

(

2

))(

(

2

(

)

(

)

(

2

2

2

2

2

2

2

4

c

d

x

d

x

c

d

x

d

x

d

c

x

c

x

d

c

x

c

x

d

c

x

d

c

x

m

-

+

-

-

+

+

=

=

-

+

-

-

+

+

=

-

+

+

-

=

Q

g



[image: image271.wmf]));

(

2

))(

(

2

(

))

(

2

))(

(

2

(

)

(

)

(

2

2

2

2

2

2

2

4

d

c

x

d

i

x

d

c

x

d

i

x

d

c

x

c

x

d

c

x

c

x

d

c

x

d

c

x

m

+

-

-

+

-

+

=

=

+

+

-

+

+

+

=

+

+

-

-

=

Q

d


Příklad 7.x.
Určeme minimální polynom prvku 
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Určeme minimální polynom prvku 
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Zajímavé je, že číslo 
[image: image276.wmf]b

 je vyjádřeno jako zlomek, a přesto jeho minimální polynom má celočíselné koeficienty.

Příklad 7.x. (surdické výrazy)

Položme 
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 je čtverců prosté (není dělitelné druhou mocninou žádného prvočísla).
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Poznamenejme, že polynom 
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. Všechna tato čísla mají stejný minimální polynom (za jistých předpokladů).
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Kořeny polynomu 
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Někdy lze surdický výraz zjednodušit, což si ukážeme v následujících příkladech. Není to ovšem na první pohled zřejmé. Polynom 
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 nemusí být vždy ireducibilní, tudíž ani minimální. Později bude ukázáno, že polynom 4. stupně není ireducibilní nad 
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. Může být ale ireducibilní nad 
[image: image294.wmf]Q

.
Zajímavý je případ, kdy hodnota výrazu 
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Kvadratické polynomy mají kořeny: 
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Dostáváme rovnost surdických výrazů: 
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O rovnosti se můžeme přesvědčit tak, že výrazy umocníme na druhou.
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Je-li navíc jeden z výrazů 
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 druhou mocninou přirozeného čísla, lze surdický výraz odmocnit. Minimální polynom je pak druhého stupně.
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Příklad 7.x. (surdické výrazy)

Položme 
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Surdický výraz lze odmocnit, minimální polynom je 2. stupně.
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Příklad 7.x. (surdické výrazy)

Položme 
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Surdický výraz lze odmocnit, minimální polynom je 2. stupně.
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Příklad 7.x. (surdické výrazy)

Položme 
[image: image317.wmf]Q

=

T

 těleso racionálních čísel. Buď 
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Surdický výraz lze odmocnit, minimální polynom je 2. stupně.


[image: image322.wmf];

3

2

3

4

3

4

7

2

1

7

2

1

7

+

=

+

=

+

=

+

-

+



[image: image323.wmf];

1

4

);

1

3

2

)(

1

3

2

(

)

1

4

)(

1

4

(

1

14

2

2

2

2

2

2

4

+

-

=

-

-

-

+

=

+

-

+

+

=

+

-

x

x

m

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

Q

a


Příklad 7.x. (surdické výrazy)

Položme 
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 těleso racionálních čísel. Buď 
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Surdický výraz nelze odmocnit, minimální polynom je 4. stupně.
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Polynom je ireducibilní na tělesem 
[image: image331.wmf]Q

, ale je reducibilní nad 
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Příklad 7.6.
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 Číslo 
[image: image337.wmf]d

 není dělitelné třetí mocninou žádného prvočísla.


[image: image338.wmf]);

(

3

3

3

3

2

2

3

d

b

a

x

a

x

a

x

m

+

-

+

-

=

Q

a


Věta 7.6.
Buď 
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Poznámka:

Zřejmě platí: 
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Poznámka:

Každý polynom stupně 1 nad tělesem 
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 má kořen v 
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Zřejmě též platí: Prvek 
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 je z tělesa 
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 právě tehdy, když jeho minimální polynom je 1. stupně. tj. 
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V následující větě ukážeme, že každý polynom (stupně aspoň 1) nad tělesem má ve vhodném nadtělese kořen, tj. že ke každému polynomu existuje tzv. kořenové nadtěleso.

Věta 7.7. (o kořenovém nadtělese)
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Důkaz:

Stačí se omezit na ireducibilní polynom, neboť jinak ho lze rozložit na součin několika ireducibilních polynomů stupně aspoň 1 (
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[

x

T

 je obor integrity s jednoznačným rozkladem).
Je-li jistý prvek kořen polynomu, je též kořen libovolného jeho násobku (viz poznámka za V 7.1.). Předpokládejme, že 
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Těleso 
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 lze tedy homomorfně vnořit do tělesa 
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Ukážeme, že prvek 
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Tedy vskutku má polynom 
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Definice 7.5.

Buď 
[image: image390.wmf]T

 těleso. Kořenové nadtěleso polynomu 
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Definice 7.6.
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 dvě nadtělesa tělesa 
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V následující větě ukážeme, že 2 kořenová nadtělesa téhož ireducibilního polynomu jsou T‑izomorfní.

Věta 7.8.

Buď 
[image: image400.wmf]]
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Důkaz:

Buď 
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 (V 7.4., V 7.5.)
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Definujme zobrazení 
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U

®

Y

:

 předpisem: 
[image: image419.wmf]f

p

x

T

p

p

p

st

st

],

[

),

(

))

(

(

<

Î

=

Y

b

a

.

Ukážeme, že zobrazení 
[image: image420.wmf]Y

 je T‑izomorfismus, což provedeme ve 5 krocích.
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3. 
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 je zobrazení na množinu

4. 
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 homomorfismus
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□
Poznámka:
Předpoklad, že polynom je ireducibilní nad tělesem 
[image: image435.wmf]T

, nelze vynechat.
Příklad 7.x.

Větu 7.7. o kořenovém nadtělese lze použít ke konstrukci nadtěles.

Uvažuje například ireducibilní polynom 
[image: image436.wmf]]
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Nyní stačí položit 
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Uvažuje například ireducibilní polynom 
[image: image440.wmf]]
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Nyní stačí položit 
[image: image443.wmf][
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Takto lze rozšířit množinu reálných čísel na množinu komplexních čísel (
[image: image444.wmf]C
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®

).

Větu o kořenovém nadtělese lze též použít ke konstrukci konečných těles o 
[image: image445.wmf]n
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 prvcích, což bude ukázáno později.

Příklad 7.x.

Ukážeme, že v množině komplexních čísel existuje ke každému číslu 2. odmocnina a je dvojznačná. V množině reálných čísel existuje 2. odmocnina z kladného reálného čísla (viz MA, Darbouxova vlastnost).
Buď dáno komplexní číslo 
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Položme: 
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 viz absolutní hodnota komplexního čísla.
Položme dále: 
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Je-li 
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Případ 
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[image: image460.wmf]R
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, je triviální.
Ukázali jsme, že takto zvolená čísla vyhovují podmínce 
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Zřejmě též platí: 
[image: image463.wmf];
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Příklad 7.x.

Určíme odmocninu z komplexního čísla: 
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Určíme odmocninu z komplexního čísla: 
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2

4

2

13

5

;

3

9

2

13

5

±

=

±

=

+

-

±

=

±

=

±

=

+

±

=

y

x



[image: image472.wmf]î

í

ì

+

-

-

=

-

i

i

i

2

3

2

3

12

5

.


[image: image473.wmf];
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Věta 7.9.

Buď 
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 těleso, 
[image: image475.wmf]]

[

x

T

f

Î

 polynom nad tělesem, 
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 v tělese 
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 nejvýše 
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 různých kořenů.

Důkaz:

Provedeme indukcí dle 
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□

Poznámka:

Nemá-li polynom kořen v tělese 
[image: image495.wmf]T

, má kořen v jistém nadtělese (V 7.7.). Může se ale též stát, že některé kořeny jsou vícenásobné.

Poznámka:

Předchozí věta neplatí např. nad okruhem, který není obor integrity (viz následující příklad).

Příklad:

Uvažujme polynom 
[image: image496.wmf])
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Buď 
[image: image501.wmf]T

 těleso, 
[image: image502.wmf]1

st

],

[

³

=

Î

n

f

x

T

f

. Pak má dle V 7.7 ve vhodném nadtělese 
[image: image503.wmf]1

U

 kořen. Dle V 7.1. platí v 
[image: image504.wmf]]

[

1

x

U

: 
[image: image505.wmf])

(

)

(

)

(

1

1

x

g

x

x

f

a

-

=

, kde 
[image: image506.wmf]1

],

[

,

1

1

1

1

1

-

=

Î

Î

n

g

st

x

U

g

U

a

. Polynom 
[image: image507.wmf]]

[

1

1

x

U

g

Î

 má opět ve vhodném nadtělese 
[image: image508.wmf]2

U

 kořen. Platí tedy v 
[image: image509.wmf]]

[

2

x

U

: 
[image: image510.wmf])

(

)

)(

(

)

(

2

2

1

x

g

x

x

x

f

a

a

-

-

=

, kde 
[image: image511.wmf]2

],

[

,

2

2

2

2

2

-

=

Î

Î

n

g

st

x

U

g

U

a

. Přitom platí: 
[image: image512.wmf]2

1

U

U

T

Ì

Ì

. Takto lze postupovat dále, až dospějeme k rozkladu polynomu na součin lineárních faktorů (po 
[image: image513.wmf]n

 krocích).

Existuje tedy posloupnost nadtěles: 
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Těleso 
[image: image516.wmf]U

 je pak rozkladové nadtěleso polynomu 
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, neboť se tam polynom rozkládá na součin lineárních faktorů. Zřejmě prvky 
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 nemusí být nutně všechny navzájem různé. Pokud se některý prvek opakuje, jde o vícenásobný kořen.

Pokud platí: 
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Rozklad polynomu na součin lineárních faktorů můžeme vyjádřit též takto:
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Zde však již platí: 
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Je-li kořen 1‑násobný, říkáme, že je jednoduchý. Polynom stupně 
[image: image529.wmf]n

 má ve vhodném nadtělese 
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 kořenů, počítáme-li každý kořen tolikrát, kolika je násobný.

Nyní můžeme vyslovit definici násobného kořenu.

Definice 7.x.
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Nyní vyslovíme větu o rozkladovém nadtělese, kterou jsme již vlastně dokázali.

Věta 7.x.
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Poznámka:
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Poznámka:
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Věta 7.x.
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Následující věta říká, že každé konečné rozšíření tělesa je algebraické.

Věta 7.x.
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Věta 7.x.
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Věta 7.x.
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Definice 7.x.

Těleso 
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[image: image682.wmf]U

 aspoň jeden kořen (tj. 
[image: image683.wmf][

]

0

)

(

:

1

st

,

=

Î

$

³

Î

"

a

a

f

U

f

x

U

f

).
Věta 7.x.
Nad algebraicky uzavřeným tělesem se každý polynom kladného stupně rozkládá na součin lineárních faktorů.
Důkaz:
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□
Nyní poněkud zobecníme větu o kořenovém nadtělese. V následující větě ukážeme, že k libovolné podmnožině (i nekonečné) množiny polynomů nad tělesem existuje vhodné nadtěleso, že každý polynom z té podmnožiny tam má kořen.
Věta 7.x.
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Důkaz:
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Pak platí: 
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Prvek 
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□
Právě dokázaná věta je základem k důkazu tvrzení, že ke každému tělesu existuje algebraický uzávěr. Je to nadtěleso, které je algebraické nad tělesem a algebraicky uzavřené.
Věta 7.x.

Ke každému tělesu 
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 existuje algebraický uzávěr, který je určen jednoznačně až na T‑izomorfismus.
Důkaz:

Dle předchozí věty můžeme najít nadtěleso, kde má každý polynom kladného stupně kořen. Položme 
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Důkaz jednoznačnosti, (viz Bican, Algebra)
□
Těleso reálných čísel není algebraicky uzavřené (nelze odmocnit záporné číslo). Těleso komplexních čísel je algebraicky uzavřené (ZVA, viz dále), je to algebraický uzávěr tělesa reálných čísel.
Poznámka:

Jediné ireducibilní polynomy nad algebraicky uzavřeným tělesem jsou polynomy 1. stupně.

Věta 7.x.

Má-li polynom s reálnými koeficienty imaginární kořen, pak má také kořen komplexně sdružený a násobnosti kořenů jsou stejné.
Důkaz:
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Důsledek:
Za situace z předchozí věty platí: 
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Důsledek:

Polynom s reálnými koeficienty má sudý počet imaginárních kořenů.
Příklad:

Rozkladové nadtěleso polynomu 
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Nyní dokážeme tzv. základní větu algebry (ZVA). K důkazu použijeme pomocná tvrzení (dokazují se v matematické analýze).

1) Existuje druhá odmocnina z kladného reálného čísla.

2) Polynom lichého stupně s reálnými koeficienty má reálný kořen.

Obě tato tvrzení plynou z toho, že spojitá funkce má tzv. Darbouxovu vlastnost (viz MA).
Napřed dokážeme pomocnou větu.

Věta 7.x.

Každý polynom s reálnými koeficienty (kladného stupně) má komplexní kořen.

Důkaz:

Zřejmě se stačí omezit na ireducibilní polynom, jinak ho lze rozložit na součin ireducibilních polynomů.

Buď dán ireducibilní polynom 
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Utvořme nyní polynomy: 
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Věta 7.x. (základní věta algebry)
Každý polynom s komplexními koeficienty stupně 
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 komplexních kořenů, počítáme-li každý s jeho násobností.

Jinými slovy: Těleso komplexních čísel je algebraicky uzavřené.

Důkaz:
Buď dán polynom s komplexními koeficienty:
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Poznámka:

Právě uvedený důkaz základní věty algebry je komplikovaný. Existují jednodušší důkazy, ale k tomu je nutné znát některé věci z analýzy v komplexním oboru (viz MA kap. 24).
Snadným důsledkem základní věty algebry je následující věta.
Věta 7.x.
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Důsledek:
Jediné ireducibilní polynomy nad tělesem reálných čísel jsou polynomy 1. stupně a polynomy 2. stupně se záporným diskriminantem (viz kvadratické rovnice).
Definice 7.x.
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Obdobně můžeme definovat derivace polynomu vyšších řádů následovně: 
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Všechny derivace polynomu řádu vyššího než je jeho stupeň jsou už nulové.


[image: image898.wmf];

!

)

0

(

)

(

k

k

a

k

f

×

=


Zřejmě platí: 
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Poznámka:

Derivace polynomu odpovídá derivaci funkce známé z matematické analýzy (MA kap. 4), používáme zde též stejné označení. V algebře se však derivace polynomu definuje formálně, kdežto v matematické analýze se definuje limitou.

Věta 7.x.
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Důkaz:

Ověří se rozepsáním.
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□
Věta 7.x.
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Postupným dosazením dostaneme:
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Dostali jsme: 
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□
Poznámka:

Předchozí věta připomíná Taylorův rozvoj polynomické funkce. U polynomu jsou nulové všechny derivace vyššího řádu než je stupeň polynomu.

Pokud je prvek 
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násobný kořen polynomu, je prvních 
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 členů rozvoje nulových, tj. 
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 Taylorův rozvoj má pak tvar:
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Později si ukážeme, jak lze snáze počítat hodnoty 
[image: image1064.wmf];
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Poznámka:

Platí toto: 
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)

(

)

(

1

1

1

å

Õ

Õ

=

¹

=

=

-

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

n

i

n

i

l

l

l

n

l

l

x

x

a

a


Příklad.
Buď dán polynom 
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Způsob 1.

Položme 
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Způsob 2.
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Hornerovo schéma

Platí toto: Buď 
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Mezi koeficienty polynomů platí tyto vztahy:
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Položme formálně: 
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Hornerovo schéma umožňuje vypočítat hodnotu polynomu pro jistý prvek snáz než klasickým dosazením. Navíc nám dá koeficienty polynomu, který vznikne po dělení lineárním faktorem.
Dostali jsme také tento vztah: 
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Příklad 7.x.

Vypočtěme hodnotu polynomu 
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Navíc jsme zjistili, že platí: 
[image: image1124.wmf];
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Můžeme však jít ještě dále a spočítat dokonce derivace vyšších řádů daného polynomu.
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Dostali jsme toto:
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Nyní můžeme daný polynom vyjádřit jako polynom ve výrazu 
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Vypočteme ještě derivace polynomu.
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Symetrické polynomy
Uvažujme obor integrity polynomů 
[image: image1130.wmf]n

 neurčitých nad tělesem 
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[image: image1134.wmf]n

S

 na množině (oboru integrity) polynomů (viz def. 4.x.). Nás budou hlavně zajímat polynomy, které se nemění žádnou permutací.
Definice 7.x.

Buď 
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 neurčitých. Polynom je symetrický, jestliže se žádnou permutací nemění, tj. 
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Stabilizátor symetrického polynomu je celá grupa permutací 
[image: image1139.wmf]n
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, kde 
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 je počet proměnných.
Poznámka:

Vzhledem k tomu, že se jedná o akci grupy 
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 na množině 
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 (viz def. 4.x.). Bude nás také zajímat stabilizátor a trajektorie.

Věta 7.x.
Množina všech symetrických polynomů z 
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[image: image1146.wmf]n
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Důkaz:

Zřejmě platí: 
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Poznámka:

Elementární symetrický polynom 
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[image: image1149.wmf]-
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tého stupně je symetrický polynom, jehož každý člen je 
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tého stupně a každá proměnná je nejvýše v 1. mocnině.
Elementární symetrický polynom 
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Někdy budeme psát stručně: 
[image: image1155.wmf]å

=

=

k

n

n

k

k

x

x

x

x

n

K

K

1

)

(

1

)

,

,

(

)

(

s

s

.
Formálně klademe: 
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Příklad 7.x.
Buď 
[image: image1158.wmf]T

 těleso, uvažujme obor integrity polynomů 2 neurčitých 
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Buď 
[image: image1161.wmf]T

 těleso, uvažujme obor integrity polynomů 3 neurčitých 
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Elementární symetrické polynomy jsou:
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Buď 
[image: image1164.wmf]T

 těleso, uvažujme obor integrity polynomů 4 neurčitých 
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Elementární symetrické polynomy jsou:


[image: image1166.wmf]4

3

2

1

4

4

3

2

4

3

1

4

2

1

3

2

1

3

4

3

4

2

3

2

4

1

3

1

2

1

2

4

3

2

1

1

0

)

4

(

)

4

(

)

4

(

)

4

(

1

)

4

(

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

=

+

+

+

=

+

+

+

+

+

=

+

+

+

=

=

s

s

s

s

s


Obdobným způsobem se odvodí elementární symetrické polynomy stupně 
[image: image1167.wmf]0

 až 
[image: image1168.wmf]n

 v oboru integrity 
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Věta 7.x. (hlavní věta o symetrických polynomech)
Buď 
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 neurčitých. Pak existuje právě jeden polynom 
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Příklad 7.x.

Buď 
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 těleso, uvažujme obor integrity polynomů 
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Definujeme polynomy takto: 
[image: image1177.wmf];
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Zřejmě jsou tyto polynomy symetrické, později odvodíme jejich vztah s elementárními symetrickými polynomy. Zřejmě platí: 
[image: image1178.wmf]);
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Nyní ho vyjádříme pomocí elementárních symetrických polynomů.
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Doplníme ho na symetrický polynom. Bude obsahovat 6 členů (
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Nyní ho vyjádříme pomocí elementárních symetrických polynomů.
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Doplníme ho na symetrický polynom.
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Odtud dostáváme: 
[image: image1248.wmf];
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Věta 7.x. (Newtonovy vzorce)
Mezi polynomy 
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Důkaz je zdlouhavý, nebudeme ho zde uvádět.
Uvedeme si vztahy pro 
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Dále dostáváme: (
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Příklad 7.x.

Buď dán normovaný polynom 2. stupně nad tělesem 
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Porovnáním koeficientů dostaneme:
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Buď dán normovaný polynom 3. stupně nad tělesem 
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Porovnáním koeficientů dostaneme:
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Buď dán normovaný polynom 4. stupně nad tělesem 
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Porovnáním koeficientů dostaneme:
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Poznamenejme, že prvky 
[image: image1287.wmf]K
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 nemusí být nutně všechny různé. Pak jde o vícenásobný kořen.

Vidíme, že koeficienty normovaného polynomu jsou (až na znaménko) elementární symetrické funkce jeho kořenů. Nyní úvahu z předchozího příkladu zobecníme v následující větě.
Věta 7.x.
Buď dán normovaný polynom 
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Pak polynom má ve vhodném nadtělese 
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Důkaz:
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□
Koeficienty normovaného polynomu jsou elementární symetrické funkce jeho kořenů. Z kořenů lze určit koeficienty celkem snadno, ale obráceně určit kořeny z koeficientů obecně nelze.
V případě, že polynom 
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Také platí: 
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Vztah mezi kořeny a koeficienty polynomu můžeme vyjádřit také takto:
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Konečná tělesa

Ještě se zmíníme o konečných tělesech. Konečné těleso obsahuje 
[image: image1303.wmf]n
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 prvků, kde 
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 je prvočíslo, což je charakteristika tělesa, tj. 
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. Konečná tělesa nejsou algebraicky uzavřená.
Konečná tělesa o 
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 prvcích jsme již zkonstruovali, dokázali jsme, že 
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 je těleso, je-li 
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 prvočíslo. Jde o faktor-okruh podle kongruence prvočíselného modulu.

Konečná tělesa se též nazývají Galoisova tělesa a značí se: 
[image: image1310.wmf])
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. Zkratka GF je převzata z angličtiny, znamená Galois field.
Vzhledem k tomu, že konečná tělesa nejsou algebraicky uzavřená, existuje ireducibilní polynom nad tělesem, který nemá v tělese kořen. Zkonstruujeme k němu kořenové nadtěleso dle V 7.x., čímž získáme rozšíření tělesa. Ukážeme si to na následujících příkladech.

Příklad 7.x.
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Sestrojíme nadtěleso 
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Dle V 7.x. platí: 
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V následujících tabulkách uvedeme, jak se v tělese 
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Pro polynomy 2. stupně nad 
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Platí: 
[image: image1334.wmf];
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 (multiplikativní grupa obsahuje 3 prvky)
Primitivní prvky tělesa 
[image: image1335.wmf]2

2

Z

 jsou 
[image: image1336.wmf]1

,

+

a

a

, protože generují multiplikativní grupu.
Příklad 7.x.


[image: image1337.wmf]{

}

2

;

1

;

0

3

=

=

Z

T

, Je celkem 
[image: image1338.wmf]27

3

3

=

 polynomů nad tělesem 
[image: image1339.wmf]T

 stupně nejvýše 2, přičemž je 18 polynomů nad 
[image: image1340.wmf]T

 stupně právě 2. Stačí se omezit na normované polynomy 2. stupně, které mají nenulový absolutní člen. V úvahu přichází již jen 6 polynomů. Jsou to polynomy: 
[image: image1341.wmf];

2

2

;

1

2

;

2

;

1

;

2

;

1

2

2

2

2

2

2

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

 přičemž ireducibilní jsou polynomy: 
[image: image1342.wmf];

2

2

;

2

;

1

2

2

2

+

+

+

+

+

x

x

x

x

x

 Např. polynom 
[image: image1343.wmf]1

)

(

2

+

=

x

x

f

 je nad 
[image: image1344.wmf]3

Z

=

T

 ireducibilní, neboť nemá v 
[image: image1345.wmf]3

Z

 kořen. Sestrojíme tedy kořenové nadtěleso polynomu 
[image: image1346.wmf]f

, budeme postupovat podle důkazu věty 7.x.

Sestrojíme nadtěleso 
[image: image1347.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

{

}

;

2

2

;

1

2

;

2

;

2

;

1

;

;

2

;

1

;

0

1

]

[

]

[

2

3

3

+

+

+

+

=

ñ

+

á

=

ñ

á

x

x

x

x

x

x

x

x

f

x

Z

Z

, položíme: 
[image: image1348.wmf][

]

x

=

a

, přičemž platí: 
[image: image1349.wmf]0

1

2

=

+

a

, tj. 
[image: image1350.wmf]1

2

+

=

x

m

T

a

.
Dle V 7.x. platí: 
[image: image1351.wmf][

]

{

}

;

2

2

;

1

2

;

2

;

2

;

1

;

;

2

;

1

;

0

]

[

3

3

+

+

+

+

=

@

ñ

á

a

a

a

a

a

a

a

Z

Z

f

x

, tj. získali jsme konečné těleso, které má 9 prvků. (
[image: image1352.wmf]9

3

2

=

). Platí: 
[image: image1353.wmf]2

2

=

a

. Nově vzniklé těleso označme 
[image: image1354.wmf]2

3

Z

.

V následujících tabulkách uvedeme, jak se v tělese 
[image: image1355.wmf]2

3

Z

 počítá.

	+
	0
	1
	2
	(
	(+1
	(+2
	2α
	2α+1
	2α+2

	0
	0
	1
	2
	(
	(+1
	(+2
	2(
	2(+1
	2(+2

	1
	1
	2
	0
	(+1
	(+2
	(
	2(+1
	2(+2
	2α

	2
	2
	0
	1
	(+2
	(
	(+1
	2(+2
	2α
	2α+1

	(
	(
	(+1
	(+2
	2α
	2(+1
	2(+2
	0
	1
	2

	(+1
	(+1
	(+2
	(
	2(+1
	2(+2
	2α
	1
	2
	0

	(+2
	(+2
	(
	(+1
	2(+2
	2α
	2(+1
	2
	0
	1

	2α
	2(
	2(+1
	2(+2
	0
	1
	2
	(
	(+1
	(+2

	2α+1
	2(+1
	2(+2
	2α
	1
	2
	0
	(+1
	(+2
	(

	2α+2
	2(+2
	2α
	2α+1
	2
	0
	1
	(+2
	(
	(+1


	•
	0
	1
	2
	(
	(+1
	(+2
	2α
	2α+1
	2α+2

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	2
	(
	(+1
	(+2
	2α
	2α+1
	2α+2

	2
	0
	2
	1
	2α
	2α+2
	2α+1
	(
	(+2
	(+1

	(
	0
	(
	2α
	2
	(+2
	2α+2
	1
	(+1
	2α+1

	(+1
	0
	(+1
	2α+2
	(+2
	2α
	1
	2α+1
	2
	(

	(+2
	0
	(+2
	2α+1
	2α+2
	1
	(
	(+1
	2α
	2

	2α
	0
	2α
	(
	1
	2α+1
	(+1
	2
	2α+2
	(+2

	2α+1
	0
	2α+1
	(+2
	(+1
	2
	2α
	2α+2
	(
	1

	2α+2
	0
	2α+2
	(+1
	2α+1
	(
	2
	(+2
	1
	2(


Pro polynomy 2. stupně nad 
[image: image1356.wmf]3

Z

 platí: 
[image: image1357.wmf])

1

)(

2

(

)

2

)(

1

(

2

2

-

-

=

+

+

=

+

x

x

x

x

x

, 
[image: image1358.wmf]2

2

2

)

1

(

)

2

(

1

-

=

+

=

+

+

x

x

x

x

, 
[image: image1359.wmf]2

2

2

)

1

(

)

2

(

1

2

+

=

-

=

+

+

x

x

x

x

,

[image: image1360.wmf])

)(

2

(

)

2

)(

(

1

2

a

a

a

a

+

+

=

-

-

=

+

x

x

x

x

x

,

[image: image1361.wmf])

2

)(

2

2

(

))

1

2

(

))(

1

(

(

2

2

+

+

+

+

=

+

-

+

-

=

+

+

a

a

a

a

x

x

x

x

x

x

,

[image: image1362.wmf])

1

)(

1

2

(

))

2

2

(

))(

2

(

(

2

2

2

+

+

+

+

=

+

-

+

-

=

+

+

a

a

a

a

x

x

x

x

x

x

,
Při konstrukci tělesa 
[image: image1363.wmf]2

3

Z

 jsme mohli též vyjít z jiného ireducibilního polynomu, např. 
[image: image1364.wmf]2

2

+

+

x

x

 a sestrojit nadtěleso: 
[image: image1365.wmf]ñ

+

+

á

2

]

[

2

3

x

x

x

Z

 a položit: 
[image: image1366.wmf][

]

x

=

b

, přičemž platí: 
[image: image1367.wmf]0

2

2

=

+

+

b

b

, tj. 
[image: image1368.wmf]2

2

+

+

=

x

x

m

T

b

. Platí: 
[image: image1369.wmf]1

+

=

a

b

 nebo 
[image: image1370.wmf]1

2

+

=

a

b

.
Multiplikativní grupa tělesa 
[image: image1371.wmf]2

3

Z

 obsahuje 8 prvků (
[image: image1372.wmf]8

1

9

1

3

2

=

-

=

-

).


[image: image1373.wmf]{

}

;

4

1

,

2

,

2

,

=

ñ

á

Þ

=

ñ

á

a

a

a

a



[image: image1374.wmf]{

}

;

8

1

1

,

2

,

,

2

2

,

2

,

1

2

,

2

,

1

1

=

ñ

+

á

Þ

+

+

+

+

=

ñ

+

á

a

a

a

a

a

a

a

a


Prvek 
[image: image1375.wmf]1

+

a

 je primitivní prvek tělesa 
[image: image1376.wmf]2

3

Z

, protože generuje celou multiplikativní grupu. Primitivní prvky tělesa jsou: 
[image: image1377.wmf]2

2

,

1

2

,

2

,

1

+

+

+

+

a

a

a

a

.
Příklad 7.x.


[image: image1378.wmf]{

}

1

;

0

2

=

=

Z

T

, Je celkem 
[image: image1379.wmf]16

2

4

=

 polynomů nad tělesem 
[image: image1380.wmf]T

 stupně nejvýše 3, přičemž je 8 polynomů nad 
[image: image1381.wmf]T

 stupně právě 3. Polynomy, které mají navíc nenulový absolutní člen, jsou 4, jsou to polynomy: 
[image: image1382.wmf],

1

;

1

;

1

;

1

3

3

2

3

2

3

+

+

+

+

+

+

+

+

x

x

x

x

x

x

x

x

 přičemž ireducibilní jsou polynomy: 
[image: image1383.wmf];

1

;

1

3

2

3

+

+

+

+

x

x

x

x

 Např. polynom 
[image: image1384.wmf]1

)

(

3

+

+

=

x

x

x

f

 je nad 
[image: image1385.wmf]2

Z

=

T

 ireducibilní, neboť nemá v 
[image: image1386.wmf]2

Z

 kořen. Sestrojíme tedy kořenové nadtěleso polynomu 
[image: image1387.wmf]f

, budeme postupovat podle důkazu věty 7.x.
Sestrojíme nadtěleso 
[image: image1388.wmf]=

ñ

+

+

á

=

ñ

á

1

]

[

]

[

3

2

2

x

x

x

f

x

Z

Z



[image: image1389.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

{

}

1

;

1

;

;

;

1

;

;

1

;

0

2

2

2

2

+

+

+

+

+

=

x

x

x

x

x

x

x

x

, položíme: 
[image: image1390.wmf][

]

x

=

a

, přičemž platí: 
[image: image1391.wmf]0

1

3

=

+

+

a

a

, tj. 
[image: image1392.wmf]1

3

+

+

=

x

x

m

T

a

.
Dle V 7.x. platí: 
[image: image1393.wmf][

]

{

}

1

;

1

;

;

;

1

;

;

1

;

0

]

[

2

2

2

2

2

2

+

+

+

+

+

=

@

ñ

á

a

a

a

a

a

a

a

a

a

Z

Z

f

x

, tj. získali jsme konečné těleso, které má 8 prvků (
[image: image1394.wmf]8

2

3

=

). Platí: 
[image: image1395.wmf]1

3

+

=

a

a

. Nově vzniklé těleso označme 
[image: image1396.wmf]3

2

Z

.

V následujících tabulkách uvedeme, jak se v tělese 
[image: image1397.wmf]3

2

Z

 počítá.

	+
	
[image: image1398.wmf]0


	
[image: image1399.wmf]1


	
[image: image1400.wmf]a


	
[image: image1401.wmf]1

+

a


	
[image: image1402.wmf]2

a


	
[image: image1403.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1404.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1405.wmf]1

2

+

+

a

a



	
[image: image1406.wmf]0


	
[image: image1407.wmf]0


	
[image: image1408.wmf]1


	
[image: image1409.wmf]a


	
[image: image1410.wmf]1

+

a


	
[image: image1411.wmf]2

a


	
[image: image1412.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1413.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1414.wmf]1

2

+

+

a

a



	
[image: image1415.wmf]1


	
[image: image1416.wmf]1


	
[image: image1417.wmf]0


	
[image: image1418.wmf]1

+

a


	
[image: image1419.wmf]a


	
[image: image1420.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1421.wmf]1

2

+

+

a

a


	
[image: image1422.wmf]2

a


	
[image: image1423.wmf]a

a

+

2



	
[image: image1424.wmf]a


	
[image: image1425.wmf]a


	
[image: image1426.wmf]1

+

a


	
[image: image1427.wmf]0


	
[image: image1428.wmf]1


	
[image: image1429.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1430.wmf]2

a


	
[image: image1431.wmf]1

2

+

+

a

a


	
[image: image1432.wmf]1

2

+

a



	
[image: image1433.wmf]1

+

a


	
[image: image1434.wmf]1

+

a


	
[image: image1435.wmf]a


	
[image: image1436.wmf]1


	
[image: image1437.wmf]0


	
[image: image1438.wmf]1

2

+

+

a

a


	
[image: image1439.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1440.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1441.wmf]2

a



	
[image: image1442.wmf]2

a


	
[image: image1443.wmf]2

a


	
[image: image1444.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1445.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1446.wmf]1

2

+

+

a

a


	
[image: image1447.wmf]0


	
[image: image1448.wmf]a


	
[image: image1449.wmf]1


	
[image: image1450.wmf]1

+

a



	
[image: image1451.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1452.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1453.wmf]1

2

+

+

a

a


	
[image: image1454.wmf]2

a


	
[image: image1455.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1456.wmf]a


	
[image: image1457.wmf]0


	
[image: image1458.wmf]1

+

a


	
[image: image1459.wmf]1



	
[image: image1460.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1461.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1462.wmf]2

a


	
[image: image1463.wmf]1

2

+

+

a

a


	
[image: image1464.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1465.wmf]1


	
[image: image1466.wmf]1

+

a


	
[image: image1467.wmf]0


	
[image: image1468.wmf]a



	
[image: image1469.wmf]1

2

+

+

a

a


	
[image: image1470.wmf]1

2

+

+

a

a


	
[image: image1471.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1472.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1473.wmf]2

a


	
[image: image1474.wmf]1

+

a


	
[image: image1475.wmf]1


	
[image: image1476.wmf]a


	
[image: image1477.wmf]0




	•
	
[image: image1478.wmf]0


	
[image: image1479.wmf]1


	
[image: image1480.wmf]a


	
[image: image1481.wmf]1

+

a


	
[image: image1482.wmf]2

a


	
[image: image1483.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1484.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1485.wmf]1

2

+

+

a

a



	
[image: image1486.wmf]0


	
[image: image1487.wmf]0


	
[image: image1488.wmf]0


	
[image: image1489.wmf]0


	
[image: image1490.wmf]0


	
[image: image1491.wmf]0


	
[image: image1492.wmf]0


	
[image: image1493.wmf]0


	
[image: image1494.wmf]0



	
[image: image1495.wmf]1


	
[image: image1496.wmf]0


	
[image: image1497.wmf]1


	
[image: image1498.wmf]a


	
[image: image1499.wmf]1

+

a


	
[image: image1500.wmf]2

a


	
[image: image1501.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1502.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1503.wmf]1

2

+

+

a

a



	
[image: image1504.wmf]a


	
[image: image1505.wmf]0


	
[image: image1506.wmf]a


	
[image: image1507.wmf]2

a


	
[image: image1508.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1509.wmf]1

+

a


	
[image: image1510.wmf]1

2

+

+

a

a


	
[image: image1511.wmf]1


	
[image: image1512.wmf]1

2

+

a



	
[image: image1513.wmf]1

+

a


	
[image: image1514.wmf]0


	
[image: image1515.wmf]1

+

a


	
[image: image1516.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1517.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1518.wmf]1

2

+

+

a

a


	
[image: image1519.wmf]1


	
[image: image1520.wmf]2

a


	
[image: image1521.wmf]a



	
[image: image1522.wmf]2

a


	
[image: image1523.wmf]0


	
[image: image1524.wmf]2

a


	
[image: image1525.wmf]1

+

a


	
[image: image1526.wmf]1

2

+

+

a

a


	
[image: image1527.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1528.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1529.wmf]a


	
[image: image1530.wmf]1



	
[image: image1531.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1532.wmf]0


	
[image: image1533.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1534.wmf]1

2

+

+

a

a


	1
	
[image: image1535.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1536.wmf]a


	
[image: image1537.wmf]1

+

a


	
[image: image1538.wmf]2

a



	
[image: image1539.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1540.wmf]0


	
[image: image1541.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1542.wmf]1


	
[image: image1543.wmf]2

a


	
[image: image1544.wmf]a


	
[image: image1545.wmf]1

+

a


	
[image: image1546.wmf]1

2

+

+

a

a


	
[image: image1547.wmf]a

a

+

2



	
[image: image1548.wmf]1

2

+

+

a

a


	
[image: image1549.wmf]0


	
[image: image1550.wmf]1

2

+

+

a

a


	
[image: image1551.wmf]1

2

+

a


	
[image: image1552.wmf]a


	
[image: image1553.wmf]1


	
[image: image1554.wmf]2

a


	
[image: image1555.wmf]a

a

+

2


	
[image: image1556.wmf]1

+

a




Pro polynomy 3. stupně nad 
[image: image1557.wmf]2

Z

 platí: 
[image: image1558.wmf]3

2

3

)

1

(

1

+

=

+

+

+

x

x

x

x

,

[image: image1559.wmf])

1

)(

1

(

1

2

3

+

+

+

=

+

x

x

x

x



[image: image1560.wmf]))

(

)(

)(

(

)

1

)(

(

1

2

2

2

2

3

a

a

a

a

a

a

a

+

-

-

-

=

+

+

+

-

=

+

+

x

x

x

x

x

x

x

x



[image: image1561.wmf]))

1

(

))(

1

(

))(

1

(

(

)

))(

1

(

(

1

2

2

2

2

2

3

+

+

-

+

-

+

-

=

+

+

+

+

-

=

+

+

a

a

a

a

a

a

a

a

x

x

x

x

x

x

x

x


Polynom 
[image: image1562.wmf]1

3

+

+

x

x

 je ireducibilní nad tělesem 
[image: image1563.wmf]2

Z

, má v tělese 
[image: image1564.wmf]3

2

Z

 všechny 3 kořeny: 
[image: image1565.wmf]a

a

a

a

+

2

2

,

,

, tedy se nad tělesem 
[image: image1566.wmf]3

2

Z

 rozkládá na lineární faktory.
Polynom 
[image: image1567.wmf]1

2

3

+

+

x

x

 je ireducibilní nad tělesem 
[image: image1568.wmf]2

Z

, má v tělese 
[image: image1569.wmf]3

2

Z

 všechny 3 kořeny: 
[image: image1570.wmf]1

,

1

,

1

2

2

+

+

+

+

a

a

a

a

, tedy se nad tělesem 
[image: image1571.wmf]3

2

Z

 rozkládá na lineární faktory.

Multiplikativní grupa obsahuje 7 prvků (
[image: image1572.wmf]7

1

8

1

2

3

=

-

=

-

), tudíž každý prvek různý od 0 a různý od 1 je primitivní.

Definice 7.x.
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Věta 7.x.
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Poznámka:
Bereme-li Fermatův polynom nad tělesem jako zobrazení tělesa do tělesa, je identicky nulové, ačkoli polynom je nenulový. To je pozoruhodné. Také to ovšem znamená, že libovolný polynom, který je násobkem Fermatova polynomu, nabývá nulové hodnoty na všech prvcích tělesa.
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Jejich rozdíl je násobek Fermatova polynomu.

Věta 7.x.
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Ostatní výrazy jsou nulové.
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Důsledek:
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Věta 7.x.
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Věta 7.x.
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Příklad 7.x.
Rozkladové nadtěleso polynomu 
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(viz příklad dříve)
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Příklad 7.x.
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Příklad 7.x.
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Příklad 7.x.
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Multiplikativní grupa tělesa 
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Žádný prvek z podgrupy 
[image: image1689.wmf]a

 není primitivní.
Rozklad polynomu lze též provést takto:
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Kořeny polynomu 
[image: image1691.wmf][

]
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[image: image1692.wmf]a

.
Příklad 7.x.

Rozkladové nadtěleso polynomu 
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což je ireducibilní rozklad nad 
[image: image1698.wmf]2
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Příklad 7.x.

Těleso 
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Nebudeme dělat tabulku, byla by rozsáhlá.
Prvky: 
[image: image1703.wmf];
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Poznamenejme, že těleso 
[image: image1711.wmf]4

2

Z

 obsahuje podtěleso 
[image: image1712.wmf]2

2

Z

, které obsahuje prvky: 
[image: image1713.wmf]1

,

,

1

,

0

2

2

+

+

+

b

b

b

b

. Stačí položit 
[image: image1714.wmf]b

b

a

+

=

2

. (viz příklad dříve).

[image: image1715.wmf][

]

[

]

[

]

;

2

:

;

2

:

;

4

:

;

2

2

2

2

2

4

2

2

4

2

4

2

2

2

2

=

=

=

Ì

Ì

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z


Prvek 
[image: image1716.wmf]4
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 je primitivní prvek tělesa, neboť generuje multiplikativní grupu, tj. 
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Tato grupa obsahuje podgrupy:
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Tato podgrupa obsahuje tzv. 5. odmocniny z jedné, její prvky (vyjma 1) jsou kořeny polynomu: 
[image: image1722.wmf]1
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Tato podgrupa obsahuje tzv. 3. odmocniny z jedné, její prvky (vyjma 1) jsou kořeny polynomu: 
[image: image1724.wmf]1
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Příklad 7.x.
Uvažujme těleso 
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Frobeniův automorfismus je identita na 
[image: image1729.wmf]2
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, ale není identita na 
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 (viz tabulka).
Příklad 7.x.
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Frobeniův automorfismus je identita na 
[image: image1734.wmf]2
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, ale není identita na 
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 (viz tabulka).
Příklad 7.x.

Uvažujme těleso 
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Frobeniův automorfismus je identita na 
[image: image1739.wmf]3
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, ale není identita na 
[image: image1740.wmf]2
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 (viz tabulka).

Definice 7.x.
Buď 
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 těleso, 
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 nadtěleso tělesa 
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Příklad 7.x.
Čísla 
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Podobně můžeme definovat algebraickou závislost (nezávislost) i více prvků.
Použité zdroje:

1) Bican L.: Algebra pro učitelské studium

2) Birkhoff G.: Prehlad modernej algebry

3) Dlab V, Bečvář J.: Od aritmetiky k abstraktní algebře

4) Kořínek V.: Základy algebry

5) Stanovský D.: Základy algebry (MFF UK, 2009)
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