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VI. Dělitelnost v oboru integrity
V této kapitole se budeme zabývat komutativními obory integrity (def. 5.x.), přičemž slovo „komutativní“ budeme pro stručnost vynechávat.
Definice 6.1.
Buď 
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[image: image9.wmf]b

, platí-li: 
[image: image10.wmf]a

b

b

a

|

|

Ù

, značíme to 
[image: image11.wmf]b

a

||

.

Pokud prvek 
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Poznámka:
Tvrzení „prvek 
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 dělí prvek 
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“ lze říci též takto: „prvek 
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 je dělitel prvku 
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“ nebo též takto: „prvek 
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 je dělitelný prvkem 
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“ nebo též takto: „prvek 
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 je násobek prvku 
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Věta 6.1.

Pro relace dělitelnosti a asociovanosti 
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Důkaz:
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 grupa (viz věta 5.x.). Máme dokázat, že platí: 
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 jsou právě všechny prvky asociované s jednotkovým prvkem.
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□

Bod 10) nám říká, že invertibilní prvky v oboru integrity jsou právě všechny prvky asociované s jednotkovým prvkem.

Věta 6.2.
Relace asociovanosti 
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 je ekvivalence na 
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, je to dokonce kongruence na 
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Důkaz:

Relace 
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 je reflexivní, symetrická (V 6.1. bod 5), tranzitivní (V 6.1. bod 6), je to tedy ekvivalence na 
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. Relace zachovává operaci „násobení“ (V 6.1. bod 7), je to tedy kongruence na 
[image: image68.wmf](

)

×

;

R

.
Relace 
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 je reflexivní a tranzitivní (V 6.1. body 1, 2), je to tedy kvazi uspořádání na 
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Poznámka:

Relace asociovanosti 
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 je kongruence na 
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, neboť zachovává „násobení“, ale nezachovává „sčítání“.

Příklad 6.1.

Buď 
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V tělese jsou pouze dvě třídy asociovanosti, přičemž: 
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V tělese je každý nenulový prvek „jednotka“, teorie dělitelnosti v tělese je „nezajímavá“.
Definice 6.2.

Buď 
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Prvky asociované s daným prvkem a s jednotkovým prvkem vždy dělí prvek 
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[image: image103.wmf]q

a

f

 nebo 
[image: image104.wmf]a

q

p

.
Definice 6.3.
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Věta 6.3.
Buď 
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2) Položme: 
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Tedy máme: 
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Dále platí: 
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dostali jsme: 
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□
Z věty 6.3. bod 1) vyplývá, že největší společný dělitel je určen až na asociovanost jednoznačně (pokud existuje).

Dle V 6.3. bod 2) můžeme společnou hodnotu vyjádřit takto: 
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Pokud v oboru integrity existuje ke každým 2 prvkům největší společný dělitel, pak existuje největší společný dělitel k libovolnému konečnému počtu prvků. Věta 6.3. bod 2) nám dává návod, jak největší společný dělitel najít. Budeme postupovat indukcí dle počtu prvků. Nechť existuje největší společný dělitel k libovolným 
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Důsledkem věty 6.3. bod 5) je toto: Buďte 
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Obdobná věta platí též pro nejmenší společný násobek.

Věta 6.3a.
Buď 
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Důkaz:

Provede se analogicky jako u V 6.3.
Nejmenší společný násobek více prvků najdeme takto:
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Definice 6.4.

Buď 
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 je ireducibilní, má-li pouze nevlastní dělitele, tj. 
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Definice 6.5.

Buď 
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Poznámka:

Pokud prvočinitel dělí „součin“ prvků, pak dělí aspoň jednoho z nich.

Tvrzení lze zobecnit na libovolný konečný počet prvků. Nechť 
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Věta 6.4.
Každý prvočinitel v oboru integrity je ireducibilní prvek.
Důkaz:
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Dostáváme: 
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Tedy platí 
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 má pouze nevlastní dělitele, tedy je ireducibilní.
□
Poznámka:
Obrácená implikace nemusí obecně platit, ireducibilní prvek nemusí být nutně prvočinitel.

Definice 6.x.

Obor integrity 
[image: image194.wmf](
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 splňuje podmínku:
1) ENSD – existence největšího společného dělitele, existuje-li ke každým 2 prvkům největší společný dělitel.
2) ENSN – existence nejmenšího společného násobku, existuje-li ke každým 2 prvkům nejmenší společný násobek.

3) KŘVD – konečnost řetězců vlastních dělitelů, je-li každá posloupnost prvků s vlastností, že následující je vlastní dělitel předchozího, konečná.

4) P – prvočinitelová podmínka, je-li každý ireducibilní prvek prvočinitel.

5) EIR – existence ireducibilních rozkladů, existují-li pro každý prvek 
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 ireducibilní prvky 
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 (každý prvek, který není nulový ani asociovaný s 1, lze vyjádřit jako konečný „součin“ ireducibilních prvků)
6) JIR – jednoznačnost ireducibilních rozkladů, pokud máme 2 ireducibilní rozklady téhož prvku, mají stejný počet ireducibilních prvků a lze volit pořadí tak, aby prvky na odpovídajících místech byly asociovány.

Poznámka:

„Součin“ lze též vyjádřit takto: 
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Poznámka:

Podmínku JIR lze též vyjádřit takto: Buď 
[image: image201.wmf])

1

||

(

,

0

,

x

x

R

x

Ø

¹

Î

,
nechť 
[image: image202.wmf];

1

1

m

n

q

q

p

p

x

×

×

=

×

×

=

K

K

 kde 
[image: image203.wmf]R

q

q

p

p

m

n

Î

,

,

,

,

,

1

1

K

K

 jsou ireducibilní prvky. 
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Při vhodném přečíslování jsou prvky na odpovídajících místech asociovány.
Permutace: 
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Definice 6.5.

Nechť obor integrity 
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Zřejmě jsou dva různé ireducibilní prvky nesoudělné, tj. 
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Věta 6.5.
Nechť obor integrity 
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Důkaz:
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 (V. 6.3. bod 4)
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□
Věta 6.x.
Buď 
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 obor integrity, pak podmínky ENSD, ENSN jsou ekvivalentní.

Důkaz:

Předpokládejme, že obor integrity splňuje podmínku ENSD. Buďte 
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Tedy prvek 
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 je nejmenší společný násobek prvků 
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Předpokládejme, že obor integrity splňuje podmínku ENSN. Buďte 
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Dostáváme: 
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Tedy prvek 
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 vzhledem k předchozí rovnosti je: 
[image: image255.wmf];

~

x

b

y

a

s

=

=

 Tedy prvek 
[image: image256.wmf]R

s

Î

~

 je též společný násobek prvků 
[image: image257.wmf]R

b

a

Î

,

, tudíž dle předpokladu 
[image: image258.wmf]s

s

~

|

, tj. 
[image: image259.wmf];

~

:

t

s

s

t

=

$



[image: image260.wmf];

~

;

~

t

x

x

t

y

x

d

x

y

d

x

b

t

s

s

t

y

y

t

y

x

d

y

x

d

y

a

t

s

s

=

Þ

=

=

Þ

=

=

Þ

=

=

Þ

=



[image: image261.wmf]d

d

t

d

d

t

y

d

y

d

y

d

b

d

d

t

d

d

t

x

d

x

d

x

d

a

|

~

~

~

~

|

~

~

~

~

Þ

=

Þ

=

=

=

Þ

=

Þ

=

=

=


Tedy prvek 
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Důsledek:

Mezi největším společným dělitelem a nejmenším společným násobkem 2 prvků platí vztah:
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Toto tvrzení je již zřejmé z důkazu předchozí věty.
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Věta 6.x.
Nechť obor integrity 
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Protože obor integrity splňuje prvočinitelovou podmínku P, je každý ireducibilní prvek prvočinitel. Platí tedy: 
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Věta 6.x.
Nechť obor integrity 
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Buď další prvek 
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Položme: 
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Není-li nějaký ireducibilní prvek v rozkladu zastoupen, přiřadíme mu exponent 0, neboť definujeme: 
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Zřejmě platí: 
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Věta 6.x.
Nechť obor integrity 
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Položme nyní: 
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Buď nyní řetězec vlastních dělitelů: 
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Poznámka:

Pokud v ireducibilním rozkladu platí: 
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Věta 6.x.
Buď 
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Definice 6.x.

Obor integrity 
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 je obor integrity s jednoznačným rozkladem, splňuje-li podmínky EIR a JIR. Nazývá se též Gaussův obor integrity, značí se GOI nebo též OIJR.
Obor integrity s jednoznačným rozkladem splňuje všechny podmínky z definice 6.x.
Definice 6.x.
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Věta 6.x.
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Tedy máme: 
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□
Věta 6.x.
Buď 
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Důkaz:
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Platí: 
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□
Připomeňme si, že v komutativním okruhu je každý ideál oboustranný. Ideál generovaný prvkem 
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Definice 6.x.

Buď 
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Věta 6.x.
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□
Definice 6.x.


[image: image446.wmf](
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 je obor integrity hlavních ideálů (OIHI), je-li každý ideál v 
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 hlavní, tj. generovaný jedním prvkem.

Poznámka:

Nevlastní ideály jsou zřejmě hlavní, 
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Těleso (má pouze nevlastní ideály) je zřejmě OIHI.

Věta 6.x.
Buď 
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2) Obor integrity splňuje podmínku KŘVD.

3) Obor integrity splňuje podmínku P.
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2) Předpokládejme, že v oboru integrity 
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□
Z předchozí věty plyne důležitý důsledek.

Důsledek:
Obor integrity hlavních ideálů je obor integrity s jednoznačným rozkladem (Gaussův obor integrity).
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Naopak však tvrzení neplatí (viz př. 6.x.).
V OIHI platí ve větě 6.x. bod 6) ekvivalence.
Připomeňme si, že v okruhu existuje vzájemně jednoznačný vztah mezi oboustrannými ideály a kongruencemi. V komutativním okruhu je každý ideál oboustranný.
Buď relace 
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 kongruence na okruhu 
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V oboru integrity hlavních ideálů je každá kongruence modulo prvek 
[image: image523.wmf]R

g

Î

 (viz též def. 5.x.).
Věta 6.x. (důležitá)
Buď 
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Důkaz:
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Příklad 6.x.

Uvažujme obor integrity celých čísel 
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. Je to obor integrity hlavních ideálů, tudíž také obor integrity s jednoznačným rozkladem (Gaussův obor integrity). Splňuje tedy podmínky: ENSD, ENSN, EIR, JIR, KŘVD, P.
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 tedy platí základní věta aritmetiky: Každé číslo (vyjma 0, 1, -1) lze jednoznačně rozložit na součin prvočísel.
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KŘVD
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KŘVD
Poznámka:

Buď 
[image: image544.wmf](
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 OIHI, množina ideálů tvoří svaz (V 5.x.), množina tříd asociovaných prvků tvoří svaz. Dle V 6.x. platí: 
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 Přiřadíme-li každému prvku ideál jím generovaný, dostáváme anti izomorfismus svazů.
Dle V 6.x splňuje obor integrity též podmínky ENSD, ENSN. Buďte 
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Definice 6.x.
Buď 
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 obor integrity. Obor integrity je Euklidovský (EOI), existuje-li zobrazení (funkce, norma) 
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Definice vlastně říká, že v EOI lze „dělit se zbytkem“. Prvek 
[image: image553.wmf]p

 můžeme brát jako „částečný podíl“, prvek 
[image: image554.wmf]q

 jako „zbytek“.
Zřejmě též platí toto: 
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Věta 6.x.
Euklidovský obor integrity je také obor integrity hlavních ideálů.
Důkaz:
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Předpoklad 
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Důsledek:
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Poznamenejme, že ani jedna implikace se nedá obrátit. Existuje obor integrity s jednoznačným rozkladem, který není obor integrity hlavních ideálů. Existuje obor integrity hlavních ideálů, který není Euklidovský.
Poznámka:

V Euklidovském oboru integrity existuje největší společný dělitel. Mezi všemi společnými děliteli má největší možnou normu.

V Euklidovském oboru integrity existuje nejmenší společný násobek. Mezi všemi společnými násobky má nejmenší možnou normu.

Věta 6.x.
Buď 
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Věta 6.x. (Euklidův algoritmus)
Buď 
[image: image589.wmf](
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Pak je: 
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Tedy algoritmus vede po konečném počtu kroků k cíli.

Dále platí:
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Tedy 
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Tedy máme: 
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Poznámka:

Platí také toto:
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(viz V 6.x.)

Věta 6.x.

Obor integrity celých čísel 
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To podle předchozích vět znamená, že 
[image: image628.wmf](

)

×

+

,

;

Z

 je též obor integrity hlavních ideálů a též obor integrity s jednoznačným rozkladem (viz základní věta aritmetiky).
Příklad 6.x.

Dělení se zbytkem je nám velmi dobře známo. 
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Za částečný podíl je možno vzít číslo 3 i číslo 4, platí: 
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Příklad 6.x.
Najdeme největší společný dělitel čísel: 
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Věta 6.x.
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Důsledek:
Je-li celé číslo zapsáno v desítkové soustavě (která je běžně používaná), pak je kongruentní modulo 9 se svým ciferným součtem, též je kongruentní modulo 3, neboť 
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Příklad 6.x.

[image: image654.wmf];

2

9

14

128

);

8

2

1

11

(

;

2

11

128

;

1

9

28

253

);

3

5

2

10

(

;

1

10

253

;

5

9

3

32

);

5

2

3

(

;

5

32

9

9

9

9

9

+

×

=

+

+

=

»

»

+

×

=

+

+

=

»

»

+

×

=

=

+

»


Poznámka:

Na snadném odhalování devítkového zbytku je založena tzv. devítková zkouška. Používala se ke kontrole výpočtů. Pokud to souhlasí, tak je to snad dobře, pokud to nesouhlasí, tak je to určitě špatně, neboť platí: 
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. Diagonální relace je nejmenší ekvivalence na množině. Pokud se spleteme o násobek 9, devítková zkouška nás neupozorní.
Poznámka:
Koeficienty v Bézoutově rovnosti nejsou určeny jednoznačně. Např. 
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 Jsou ale vázány jistým vztahem, což ukážeme v následující větě.
Věta 6.x.
Buďte 
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Poznámka:

Z Bézoutovy rovnosti vyplývá dále toto:
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Pokud jsou čísla 
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 soudělná, platí podobná věta jako předchozí. Je ale nutno ji trochu modifikovat.
Věta 6.x.
Buďte 
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Nyní také dokážeme tvrzení, které jsme již nastínili v kapitole 5.

Věta 6.x.
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Poznámka:
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Předchozí věta se týká prvočísel kongruentních s 1 modulo 4.
Poznámka:
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Příklad: 6.x.
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Třídy 
[image: image862.wmf][

]

[

]

[

]

,

4

,

2

,

1

 představují tzv. kvadratické zbytky.

Třídy 
[image: image863.wmf][

]

[

]

[

]

,

6

,

5

,

3

 představují tzv. kvadratické ne zbytky.

Rovnice 
[image: image864.wmf][

]

[

]

[

]

0

1

2

=

+

x

 nemá v tělese 
[image: image865.wmf]7

Z

 řešení.

[image: image866.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

{

}

10

,

9

,

8

,

7

,

6

,

5

,

4

,

3

,

2

,

1

,

0

11

=

Z

, (
[image: image867.wmf]3

11

4

»

)


[image: image868.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

K

;

4

9

;

9

8

;

5

7

;

3

6

;

3

5

;

5

4

;

9

3

;

4

2

;

1

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

=

=

=

=

=

=

=

=

=


Třídy 
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Definice 6.x.
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Příklad 6.x.
Zřejmě platí následující:
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Věta 6.x.
Buď 
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Příklad 6.x.
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Příklad 6.x.

Buďte 
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Protože jsme společný násobek odečetli 2(, musíme ho opět přičíst.
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Věta 6.x.
Buďte 
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Důkaz:

Položme: 
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Nyní předpokládejme, že 
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Zřejmě též platí: 
[image: image954.wmf]{
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Tedy počet přirozených čísel menších než 
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Poznámka:

Snadno se ověří, že předpoklad nesoudělnosti čísel 
[image: image958.wmf]b
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 je v předchozí větě podstatný. Pro soudělná čísla tvrzení nemusí platit.
Věta 6.x.
Buď 
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Důkaz:

Již víme, že pro prvočíslo platí: 
[image: image962.wmf];
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[image: image965.wmf];
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□
Věta nám dává návod, jak počítat hodnoty Eulerovy funkce pro velká čísla, pokud známe rozklad na prvočinitele. Máme tento vzorec:
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Příklad 6.x.

Určeme 
[image: image967.wmf]);
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[image: image968.wmf];
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Poznámka:
K vyjádření Eulerovy funkce lze též dojít pomocí principu inkluze a exkluze.

Nechť přirozené číslo obsahuje ve svém rozkladu pouze 2 různá prvočísla, tj. 
[image: image973.wmf];
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[image: image984.wmf];
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Nechť přirozené číslo obsahuje ve svém rozkladu pouze 3 různá prvočísla, tj. 
[image: image985.wmf];

3

2

1

3

2

1

k

k

k

p

p

p

n

=

 přičemž 
[image: image986.wmf]1

,

,

3

2

1

³

k

k

k

. Zřejmě 
[image: image987.wmf]n

p

n

p

n

p

|

|

|

3

2

1

Ù

Ù

. Množina všech soudělných čísel 
[image: image988.wmf]c

n

E

 obsahuje všechny násobky čísla 
[image: image989.wmf]1

p

, dále všechny násobky čísla 
[image: image990.wmf]2

p

, dále všechny násobky čísla 
[image: image991.wmf]3

p

, (menší nebo rovné číslu 
[image: image992.wmf]n

).

Proto platí: 
[image: image993.wmf];

3

2

1

3

2

3

1

2

1

3

2

1

p

p

p

n

p

p

n

p

p

n

p

p

n

p

n

p

n

p

n

E

c

n

+

-

-

-

+

+

=

 Násobky čísel 
[image: image994.wmf]3

2

3

1

2

1

,

,

p

p

p

p

p

p

×

×

×

 jsme v součtu zahrnuli 2(, proto je bylo nutné odečíst, násobky čísla 
[image: image995.wmf]3

2

1

p

p

p

×

×

 jsme zahrnuli 3(, pak 3( odečetli, proto je bylo nutno zase přičíst.


[image: image996.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

-

-

+

+

-

=

-

=

=

Y

3

2

1

3

2

3

1

2

1

3

2

1

)

(

p

p

p

n

p

p

n

p

p

n

p

p

n

p

n

p

n

p

n

n

E

n

E

n

c

n

n



[image: image997.wmf];

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

3

2

1

3

2

1

3

2

3

1

2

1

3

2

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

+

-

-

-

=

p

p

p

n

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

n


Podobně bychom to mohli zobecnit na libovolný konečný počet prvočísel. Potíž je v tom, že princip inkluze a exkluze se obecně obtížně formuluje a s výrazy se obtížně pracuje.
Důsledek:
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Následující věta je zobecnění malé Fermatovy věty (V 6.x.). Někdy se též nazývá Euler Fermatova věta, neboť v ní vystupuje Eulerova funkce.
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Příklad lze také vyřešit pomocí Euklidova algoritmu.
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Příklad 6.x.
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Příklad lze také vyřešit pomocí Euklidova algoritmu.
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Příklad 6.x.
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Příklad lze také vyřešit pomocí Euklidova algoritmu.
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Máme tedy: 
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Příklad 6.x.

Určeme prvek 
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Příklad lze také vyřešit pomocí Euklidova algoritmu.
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Máme tedy: 
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Příklad 6.x.

Určeme prvek 
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Příklad lze také vyřešit pomocí Euklidova algoritmu.
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Příklad 6.x.
Okruh 
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Příklad 6.x.
Okruh 
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 je těleso, protože číslo 7 je prvočíslo.
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Řád multiplikativní grupy je 6.
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 Multiplikativní grupa je cyklická.
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Příklad 6.x.
Uvažujme obor integrity tzv. Gaussových celých čísel 
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Dá se dokázat, že je Euklidovský, kde norma je definována takto: 
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Takto definovaná norma je multiplikativní, tj. zachovává násobení.

Buď 
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To také znamená, že platí: 
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V oboru integrity 
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 není již situace tak jednoduchá, dělitelnost není na první pohled zřejmá. Pomocí normy však snáze najdeme dělitele jistého čísla, neboť lze zjistit, jakou musí mít normu.
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Dá se dokázat, že prvočíslo v 
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, kongruentní s 1 (modulo 4), lze v 
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Naproti tomu že prvočísla v 
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Ověřme nyní, je-li 
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 Zkusme vypočítat podíl: 
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Zkusme tedy vypočítat podíl: 
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Platí tedy: 
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Příklad 6.x.

Určeme NSD a NSN čísel: 
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Zkusme určit podíl: 
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Máme tedy ireducibilní rozklady: 
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odtud dostáváme: 
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V oboru integrity Gaussových celých čísel lze „dělit se zbytkem“. Buďte 
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 Najdeme tedy „nejbližší mřížkový bod“, ten budeme brát za částečný podíl, označme ho 
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. „Zbytek“ je pak: 
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Exaktní důkaz provádět nebudeme, neboť je zdlouhavý.
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Vezměme za částečný podíl číslo 
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Vezměme za částečný podíl číslo 
[image: image1199.wmf]5
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Vezměme za částečný podíl číslo 
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Vezměme za částečný podíl číslo 
[image: image1205.wmf]4
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Platí: 
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Zkusme vydělit 
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Vezměme za částečný podíl číslo 
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Vezměme za částečný podíl číslo 
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Platí: 
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Obor integrity 
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To také znamená, že platí: 
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To také znamená, že platí: 
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Uvažujme obor integrity 
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Tento obor integrity nesplňuje podmínku JIR, neboť platí: 
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Z uvedeného vyplývá, že libovolný prvek tvaru: 
[image: image1252.wmf]0
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Uvažujme obor integrity 
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Tento obor integrity je Gaussovský (s jednoznačným rozkladem), dokonce je Euklidovský. Norma je: 
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Platí: 
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Tedy čísla 
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Uvažujme obor integrity 
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Norma je: 
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Tento obor integrity nesplňuje podmínku JIR, neboť platí: 
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Uvažujme obor integrity 
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Norma je: 
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Tento obor integrity nesplňuje podmínku JIR, neboť platí:
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Uvažujme obor integrity 
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Norma je: 
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Tento obor integrity také nesplňuje podmínku JIR, neboť platí:
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Uvažujme obor integrity 
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Tento obor integrity je Gaussovský (s jednoznačným rozkladem), dokonce je Euklidovský.
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Z uvedeného vyplývá, že libovolný prvek tvaru: 
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 je invertibilní, tudíž je jednotka. Uvedený obor integrity má nekonečně mnoho jednotek.
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Čísla 
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Platí: 
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tudíž: 
[image: image1297.wmf])
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Rozklady jsou „stejné“ až na asociovanost, ač to není na první pohled zřejmé.
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Uvažujme obor integrity 
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Tento obor integrity je Gaussovský (s jednoznačným rozkladem), dokonce je Euklidovský.

Norma je: 
[image: image1299.wmf];

3

)

3

(

2

2

b

a

b

a

N

-

=

+

 (je Euklidovská)


[image: image1300.wmf];

1

3

4

)

3

2

)(

3

2

(

=

-

=

-

+


Z uvedeného vyplývá, že libovolný prvek tvaru: 
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Číslo 13 není prvočíslo v 
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tudíž: 
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Rozklady jsou „stejné“ až na asociovanost, ač to není na první pohled zřejmé.
Připomeneme si některá tvrzení, týkající se okruhů polynomů. Je-li 
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Věta 6.x.
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Následující věta je snadným důsledkem této věty. Poznamenejme, že v tělese platí: 
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Předpokládejme, že polynom 
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Protože polynomy 
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Dle předpokladu je: 
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Uvažujme obor integrity čísel tvaru: 
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Dá se ukázat, že množina je uzavřena na násobení.
Norma se definuje takto: 
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 (Norma je přirozené číslo)
Tato norma však není Euklidovská. Je to obor integrity hlavních ideálů, který není Euklidovský. Dokazovat to nebudeme, neboť je to obtížné a zdlouhavé (viz Bican, Algebra pro učitelské studium).
Uvedeme si ještě jedno kriterium, zda je polynom ireducibilní.
Věta 6.x. (Eisensteinovo kriterium)
Buď dán primitivní polynom 
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Provedeme sporem. Předpokládejme, že polynom není ireducibilní, tj. existují polynomy 
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Dodatek
Uvedeme si Čínskou větu o zbytcích, která má mnoho praktických uplatnění. Zatím budeme uvažovat pouze 2 moduly.

Věta (Čínská věta o zbytcích)
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□
Čínskou větu o zbytcích lze modifikovat i pro případ, že čísla 
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Věta (Čínská o zbytcích, zobecněná)
Buďte dána přirozená čísla 
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Nejdříve dokážeme toto: Není-li splněna podmínka 
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Tedy při nesplnění podmínky nemá soustava kongruencí řešení.
Spor lze také odvodit z tranzitivity kongruence.
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Při splnění předpokladu platí: 
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Poznámka:
Jsou-li čísla 
[image: image1713.wmf]N

Î

2

1

,

m

m

 nesoudělná, je 
[image: image1714.wmf];

1

)

;

(

2

1

=

=

d

m

m

NSD

 a podmínka 
[image: image1715.wmf])

(mod

2

1

d

a

a

»

 je splněna automaticky.

Nyní rozšíříme Čínskou větu o zbytcích na více modulů.
Věta (Čínská věta o zbytcích, více modulů)
Buďte dána po 2 nesoudělná přirozená čísla 
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To znamená toto: Pokud máme 2 řešení soustavy kongruencí, pak platí: 
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Důkaz:

Budeme postupovat indukcí dle 
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Ukážeme si ještě jiné vyjádření Čínské věty o zbytcích. Za situace z předchozí věty platí:
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tj. okruhy jsou izomorfní.
To nás vede k tzv. modulární reprezentaci čísel, což si ukážeme na příkladě. Číslo rozložíme na součin nesoudělných činitelů.
Příklad 6.x.

Uvažujme např. modul 
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Zvolme např. 
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Je snadné udělat tabulku modulárních reprezentací čísel 0 – 41.
Příklad 6.x.

Řešme soustavu kongruencí:
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Máme soustavu 4 kongruencí. Mohli bychom to řešit postupně, ale také můžeme vyřešit soustavu prvních 2 a druhých 2.
Řešme soustavu kongruencí: 
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Řešme soustavu kongruencí: 
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Nyní řešme soustavu kongruencí: 
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Nyní musíme vyřešit další kongruenční rovnici:
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Nyní dořešíme kongruenční rovnici: 
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Soustava kongruencí má jediné řešení v rámci kongruence modulo 2310,
je to 
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2310

(mod

653

»

x

.
Můžeme zpětně určit jeho modulární reprezentaci.
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Příklad 6.x.

Řešme kongruenční rovnici: 
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Protože 37 je prvočíslo, je 
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 těleso. rovnice má jedno řešení v rámci kongruence modulo 37. Vyřešíme kongruenční rovnici: 
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Dostáváme tedy:
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Příklad 6.x.

Řešme kongruenční rovnici: 
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Rovnice nemá řešení, ostatně 
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Pomocí kongruencí lze také řešit Diofantické rovnice, což si ukážeme na příkladech.
Příklad 6.x.

Máme rovnici o 2 neznámých, najděme celočíselná řešení.
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Vyřešíme 2 kongruenční rovnice.
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Dostáváme toto: 
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[image: image1768.wmf];

52

15

10

15

12

;

52

)

3

2

(

5

)

5

4

(

3

=

+

+

+

=

+

+

+

l

k

l

k



[image: image1769.wmf];

2

;

30

15

15

=

+

=

+

l

k

l

k



[image: image1770.wmf];

2

k

l

-

=



[image: image1771.wmf];
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Obecné řešení rovnice je:
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Nezáporná celočíselná řešení rovnice jsou tato: 
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Příklad 6.x.

Máme rovnici o 2 neznámých, najděme celočíselná řešení.
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Vyřešíme 2 kongruenční rovnice.
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Dostáváme toto: 
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Obecné řešení rovnice je:
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Nezáporná celočíselná řešení rovnice jsou tato: 
[image: image1783.wmf];
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