PAGE  
18

V. Okruhy a obory integrity
Definice 5.1.
Okruh 
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1) 
[image: image2.wmf]R

c

b

a

c

b

a

c

b

a

Î

"

+

+

=

+

+

,

,

)

(

)

(


2) 
[image: image3.wmf]R

b

a

a

b

b

a

Î

"

+

=

+

,


3) 
[image: image4.wmf]a

a

a

R

a

R

=

+

=

+

Î

"

Î

$

0

0

:

0


4) 
[image: image5.wmf]0

)

(

)

(

:

)

(

=

+

-

=

-

+

Î

-

$

Î

"

a

a

a

a

R

a

R

a


5) 
[image: image6.wmf]R

c

b

a

c

b

a

c

b

a

Î

"

×

×

=

×

×

,

,

)

(

)

(


6) 
[image: image7.wmf]a

a

a

R

a

R

=

×

=

×

Î

"

Î

$

1

1

:

1


7) 
[image: image8.wmf]R

c

b

a

c

a

b

a

c

b

a

Î

"

×

+

×

=

+

×

,

,

)

(


8) 
[image: image9.wmf]R

c

b

a

c

b

c

a

c

b

a

Î

"

×

+

×

=

×

+

,

,

)

(


Definice říká, že 
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Je-li navíc operace 
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Definice 5.2.

Okruh 
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V oboru integrity se nemůže se stát, aby součin dvou nenulových prvků dal nulový prvek, což se v okruhu stát může.
Definice 5.x.

Buď 
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Není-li okruh komutativní, rozlišujeme tzv. levé a pravé dělitele nuly (obecně nemusí být 
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Definice 5.3.

Okruh 
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Definice říká, že 
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Věta 5.1.
V okruhu 
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Důkaz:
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□
Věta 5.2.

Každé těleso je též obor integrity.
Důkaz:
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Kdyby platilo 
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Věta se ovšem nedá obrátit, obor integrity nemusí být těleso (např. 
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Definice 5.x.

Buď 
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Buď 
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Zřejmé, 
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Příklad 5.x.
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Definice 5.x.

V okruhu 
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Dále definujeme: 
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 (platí pro invertibilní prvky, viz dále)
Věta 5.x.
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Důkaz:

zřejmé, ověří se rozepsáním
Příklad 5.1.
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Množina čtvercových matic nad tělesem 
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Věta 5.x.

Buď 
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b) pravý ideál, jestliže navíc platí: 
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c) oboustranný ideál, jestliže navíc platí: 
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Definice mimo jiné říká, že 
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Důkaz:
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Tedy 
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□
Poznámka:

Předchozí věta platí jak pro levé, tak pro pravé ideály, též pro oboustranné ideály.

Definice 5.x.

Buď 
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Definice 5.x.
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Věta 5.x.
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Důkaz:
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Položíme-li 
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Nechť je nyní 
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Pro pravé ideály je důkaz analogický.
□

Definice 5.x.

Buď 
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Každý prvek hlavního ideálu lze psát ve tvaru: 
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 (oboustranné ideály). V komutativním okruhu (kde je každý ideál oboustranný) lze psát prostě: 
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Zřejmě platí: 
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Věta 5.x.

Okruh 
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 je těleso právě tehdy, když má pouze nevlastní ideály.

Důkaz:
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Věta 5.x.

Buď 
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Důkaz:

Předpokládejme, že 
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 jsou oboustranné ideály. Pro levé (pravé) ideály se důkaz provede analogicky.

Položme 
[image: image193.wmf]{

}

2

2

1

1

2

1

,

I

i

I

i

i

i

J

Î

Î

+

=

, ukážeme, že je to ideál obsahující ideály 
[image: image194.wmf]2

1

,

I

I

. Buďte 
[image: image195.wmf]J

d

c

Î

,

, tj. 
[image: image196.wmf];

,

:

,

,

,

2

1

2

1

2

2

2

1

1

1

j

j

d

i

i

c

I

j

i

I

j

i

+

=

+

=

Î

$

Î

$

 Pak 
[image: image197.wmf]);

(

)

(

)

(

)

(

2

2

1

1

2

1

2

1

j

i

j

i

j

j

i

i

d

c

+

+

+

=

+

+

+

=

+

 přičemž 
[image: image198.wmf]2

2

2

1

1

1

,

I

j

i

I

j

i

Î

+

Î

+

, tudíž 
[image: image199.wmf]J

d

c

Î

+

. Buďte 
[image: image200.wmf]R

s

r

Î

,

, 
[image: image201.wmf];

)

(

2

1

2

1

s

i

r

s

i

r

s

i

i

r

s

c

r

×

×

+

×

×

=

×

+

×

=

×

×

 přičemž 
[image: image202.wmf];

,

2

2

1

1

I

s

i

r

I

s

i

r

Î

×

×

Î

×

×

 tudíž 
[image: image203.wmf]J

s

c

r

Î

×

×

.
Zřejmě 
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Zřejmě 
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Tedy množina 
[image: image208.wmf]J

 je ideál obsahující ideály 
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Buď nyní 
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Tedy platí: 
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Věta 5.x.

Buď 
[image: image215.wmf](
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 okruh. Množina všech ideálů v okruhu 
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 tvoří vzhledem k operacím průnik a spojení svaz (def. 3.x), tj. 
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Důkaz:

Stačí ověřit podmínky z definice svazu. Zřejmě nevlastní ideál 
[image: image218.wmf]{
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 je nejmenší prvek, nevlastní ideál 
[image: image219.wmf]R

 je největší prvek.
□
Poznámka:
Podobná věta platí též pro levé či pravé ideály.

Věta 5.x.
Buď 
[image: image220.wmf]R
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 oboustranný ideál v okruhu 
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Důkaz:
Relace 
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 je ekvivalence na okruhu 
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· reflexivní: 
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Dále ukážeme, že relace 
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 zachovává algebraické operace 
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 je ideál.
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 je oboustranný ideál.
Tedy relace 
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 je vskutku kongruence na okruhu 
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Věta 5.x.

Buď relace 
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 kongruence na okruhu 
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. Pak třída 
[image: image242.wmf][

]

r

0

 je oboustranný ideál.
Důkaz:

Buďte 
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Buďte 
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Tedy vskutku třída 
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 je oboustranný ideál v okruhu 
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□
Existuje tedy vzájemně jednoznačná korespondence mezi oboustrannými ideály a kongruencemi v okruhu 
[image: image250.wmf]R

. Lze vytvořit faktor-okruh podle kongruence, jíž přísluší oboustranný ideál. Faktor-okruh podle kongruence se též nazývá faktor-okruh podle ideálu a značí se: 
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Věta 5.x.

Buď 
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1) 
[image: image256.wmf][

]

{

}

;

,

I

a

I

j

j

a

a

R

a

+

=

Î

+

=

Î

r


2) 
[image: image257.wmf][

]

[

]

;

,

,

I

b

a

b

a

R

b

a

Î

-

Û

=

Î

r

r


Důkaz:

1) 
[image: image258.wmf][

]

{

}

{

}

{

}

;

I

j

j

a

I

a

b

R

b

a

b

R

b

a

Î

+

=

Î

-

Î

=

Î

=

r

r

, položíme-li 
[image: image259.wmf]I

a

b

j

Î

-

=

. Tedy 
[image: image260.wmf][

]

[

]

;

0

;

I

I

a

a

=

+

=

r

r


2) 
[image: image261.wmf][

]

[

]

;

I

b

a

b

a

b

a

Î

-

Û

Û

=

r

r

r



□
Prvky faktor-okruhu 
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Poznámka:
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Nevlastnímu ideálu 
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Definice 5.x.
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Prvky jsou kongruentní modulo 
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 právě tehdy, když se liší o „násobek“ prvku 
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Věta 5.x.
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Tedy 
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Definujme v okruhu 
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Zřejmě platí: 
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Tedy relace 
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 je kongruence příslušná ideálu 
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Zobrazení 
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 je tedy prostý homomorfismus.
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Definice 5.x.
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Zřejmě je přirozená projekce surjektivní homomorfismus (zobrazení na množinu).
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Tedy dle věty 5.x. je relace 
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[image: image332.wmf]j
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[image: image334.wmf]j
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Věta 5.x.
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Větu lze též symbolicky zapsat takto:
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V oboru integrity lze každým nenulovým prvkem krátit zprava i zleva. V okruhu lze krátit prvkem, který není dělitel nuly.
V oboru integrity 
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 je 
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Příklad 5.x.

Uvažujme okruh čtvercových matic řádu 2 nad tělesem, 
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Tyto množiny jsou vskutku levé ideály v okruhu, ostatní je zřejmé. Nejsou to však oboustranné ideály.
Buď 
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Tyto množiny jsou vskutku pravé ideály v okruhu, ostatní je zřejmé. Nejsou to však oboustranné ideály.

Poznamenejme ještě, že okruh 
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Tento příklad ukazuje, že okruh matic není komutativní, ani to není obor integrity.

Dále se omezíme na komutativní okruhy, kde je každý ideál oboustranný.
Definice 5.x.
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Definice 5.x.
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Definice říká, že maximální ideál není celý okruh, ale není již žádný ideál „mezi“ ideály 
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Věta 5.x.
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Později ukážeme, že v okruhu 
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Ukážeme si, jak se v multiplikativní grupě 
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Ukážeme si, jak se v multiplikativní grupě 
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Ukážeme si, jak se v multiplikativní grupě 
[image: image498.wmf]*
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Příklad
Máme-li dán okruh 
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Nulový prvek je: 
[image: image502.wmf][
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Pozor však: Je-li 
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Součin dvou nenulových prvků dává nulový prvek.

Okruhy polynomů
Definice 5.x.
Buď 
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 a neurčitou 
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Formálně klademe: 
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Definice 5.x.
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Pak „sčítání“ a „násobení“ polynomů definujeme takto:
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Součin polynomů lze též přepsat takto:
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Poznámka:
Při násobení dvou polynomů (mnohočlenů) se uplatňuje známé pravidlo, že násobíme každého s každým.

Věta 5.x.
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Definice 5.x.
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Věta 5.x.
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Kongruenci na množině polynomů, která je definovaná předpisem 
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Lze též definovat okruh polynomů jedné neurčité nad okruhem 
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Obecně lze definovat okruh polynomů 
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 neurčitých.
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Podílový okruh, podílové těleso
Definice 5.x.
Buď 
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Definice 5.x.
Buď 
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Věta 5.x.
Definujme na 
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· tranzitivní: 
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Využili jsme toho, že 
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 je komutativní okruh, prvkem 
[image: image629.wmf]R
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 lze krátit, neboť dle předpokladu není nulový, ani to není dělitel nuly.
Dále ověříme, že relace „zachovává“ algebraické operace, nechť 
[image: image630.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

;

;

,

;

,

;

,

;

2

2

1

1

2

2

1

1

M

R

d

c

d

c

b

a

b

a

´

Î

 
[image: image631.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

2

2

1

1

2

2

1

1

;

;

;

;

d

c

d

c

b

a

b

a

r

r

Ù

 tj. 
[image: image632.wmf];

2

1

2

1

2

1

2

1

c

d

d

c

a

b

b

a

=

Ù

=



[image: image633.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

;

;

;

ˆ

;

;

;

;

ˆ

;

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

d

b

c

b

d

a

d

c

b

a

d

b

c

b

d

a

d

c

b

a

+

=

+

+

=

+



[image: image634.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

;

;

;

ˆ

;

;

;

;

ˆ

;

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1

1

1

d

b

c

a

d

c

b

a

d

b

c

a

d

c

b

a

=

×

=

×



[image: image635.wmf]);

(

)

(

2

2

2

2

1

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

1

1

1

1

c

b

d

a

d

b

c

d

b

b

d

d

a

b

d

b

c

b

d

b

d

a

d

b

c

b

d

a

+

=

+

=

+

=

×

+



[image: image636.wmf];

2

2

1

1

2

1

2

1

2

2

1

1

c

a

d

b

c

d

a

b

d

b

c

a

=

=


tj. 
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Tedy relace 
[image: image638.wmf]r

 je kongruence na algebře 
[image: image639.wmf](
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Můžeme tedy vytvořit faktor-algebru 
[image: image640.wmf]÷
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 a počítat jen s třídami kongruence. Prvky okruhu budeme zapisovat ve tvaru „zlomku“, tj. 
[image: image641.wmf][
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 znak třídy budeme pro stručnost vynechávat.
Poznámka:

Zřejmě platí: 
[image: image642.wmf];
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 (rozšiřování zlomků)

Snadno sečteme zlomky se stejnými „jmenovateli“. 
[image: image643.wmf];
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Věta 5.x.
Faktor-algebra 
[image: image644.wmf]÷
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 je okruh. (Platí za situace z předchozí definice.)
Důkaz:

Zřejmě platí: 
[image: image645.wmf];
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 to je nulový prvek v okruhu.
Zřejmě platí: 
[image: image646.wmf];
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 to je jednotkový prvek v okruhu.
Opačný prvek k prvku 
[image: image647.wmf]b
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 je prvek 
[image: image648.wmf]b
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Ostatní je zřejmé, ověří se rozepsáním.
□
Definice 5.x.
Za dané situace je struktura 
[image: image649.wmf]÷
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 podílový okruh okruhu 
[image: image650.wmf](
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Věta 5.x.

Definujme zobrazení okruhu do podílového okruhu, tj. 
[image: image651.wmf]r
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 předpisem: 
[image: image652.wmf];
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Pak zobrazení je prostý homomorfismus a nezávisí na volbě prvku 
[image: image653.wmf]M
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.
Důkaz:

Zvolme prvky: 
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, zřejmě platí: 
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Buďte dále: 
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Tedy zobrazení 
[image: image661.wmf]j

 je homomorfismus okruhů.
Buďte dále: 
[image: image662.wmf]R
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 neboť prvek 
[image: image665.wmf]M
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□
Z předchozí věty vyplývá, že každý okruh lze homomorfně vnořit do svého podílového okruhu.
Poznámka:
Pokud multiplikativní množina obsahuje jednotkový prvek (
[image: image667.wmf]M
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), platí: 
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Pokud 
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 je obor integrity, je množina nenulových prvků (tj. množina 
[image: image670.wmf]{

}

0

-

=

R

M

) multiplikativní. Následující věta nám ukazuje, jak zkonstruovat podílové těleso.
Věta 5.x.

Buď 
[image: image671.wmf](
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Důkaz:

Protože 
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 je obor integrity, je množina nenulových prvků multiplikativní. Obor integrity neobsahuje dělitele nuly. Již jsme dokázali, že algebra 
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 je okruh, zbývá dokázat, že je těleso. Buď 
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 tedy každý nenulový prvek je invertibilní, tudíž okruh 
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□
Z věty 5.x. vyplývá, že každý obor integrity lze homomorfně vnořit do svého podílového tělesa. V tom případě můžeme definovat homomorfismus takto: 
[image: image681.wmf]1
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Podílové těleso značíme: 
[image: image682.wmf])
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Věta 5.x.

Je-li za situace z předchozí věty obor integrity tělesem, je též izomorfní se svým podílovým tělesem.

Důkaz:

Již víme, že obor integrity lze homomorfně vnořit do svého podílového tělesa. Dále víme, že každé těleso je obor integrity. Nechť 
[image: image683.wmf](
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 multiplikativní množina. Utvořme již známým způsobem podílové těleso 
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 Již víme (V 5.x.), že toto zobrazení je prostý homomorfismus. Stačí tedy dokázat, že v tomto případě je to dokonce izomorfismus.
Buď tedy 
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Pak platí: 
[image: image691.wmf];
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V tomto případě je to i zobrazení na množinu, tudíž je to izomorfismus. Těleso je tedy izomorfní se svým podílovým tělesem, tj. 
[image: image692.wmf])
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□
Důsledkem této věty je toto: Sestrojíme-li podílové těleso k tělesu, nedostaneme nové prvky. Pokud sestrojíme podílové těleso k oboru integrity, který není tělesem, dostaneme nové prvky. Sestrojíme-li k podílovému tělesu podílové těleso, nedostaneme již nic nového (viz složené zlomky).
Příklad 5.x. (důležitý)

Podílové těleso k oboru integrity celých čísel 
[image: image693.wmf](
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Těleso racionálních čísel je také nejmenší podtěleso tělesa komplexních čísel (
[image: image697.wmf]C
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).
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