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IX. Bilineární a kvadratické formy
Definice 9.1.
Buď 
[image: image1.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
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. Zobrazení 
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, které splňuje následující podmínky, se nazývá bilineární forma na vektorovém prostoru 
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Bilineární forma přiřadí každé uspořádané dvojici vektorů prvek z tělesa 
[image: image9.wmf]T
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Definice 9.2.

Buď 
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a) Bilineární forma 
[image: image11.wmf]f

 je symetrická, jestliže platí: 
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b) Bilineární forma 
[image: image13.wmf]f

 je antisymetrická, jestliže platí: 
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Poznámka:
Pro antisymetrickou bilineární formu platí: 
[image: image15.wmf]V
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Množina všech bilineárních forem na vektorovém prostoru 
[image: image17.wmf]V

 tvoří vektorový prostor (viz dále), značí se 
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Věta 9.x.

Pro bilineární formu 
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Důkaz:

zřejmé, ověří se rozepsáním
□
Věta 9.x.
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Důkaz:
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2) Buď 
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. Bilineární formu stačí zadat na prvcích báze. Definujme bilineární formy takto: 
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 Zřejmě jsou formy lineárně nezávislé a je jich 
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n

.
3) zřejmé, snadno se ověří

4) Bilineární formy tvaru 
[image: image40.wmf];

,

1

,

n

j

i

n

i

f

f

ji

ij

£

£

£

£

+

 (viz bod 2) jsou symetrické, tvoří bázi prostoru 
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Bilineární formy tvaru 
[image: image43.wmf];
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 (viz bod 2) jsou symetrické, tvoří bázi prostoru 
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5) Buď 
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zřejmě 
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Nechť je nyní 
[image: image50.wmf])

(

)

(

V

V

f

S

A

Ç

Î

, tj. 
[image: image51.wmf])

;

(

)

;

(

)

;

(

u

v

u

v

v

u

f

f

f

-

=

=

, tj. 
[image: image52.wmf]0

)

;

(

2

=

u

v

f

, tj. 
[image: image53.wmf]V

f

Î

"

=

v

u

u

v

,

0

)

;

(

 (
[image: image54.wmf]2

char

¹

T

). Tedy 
[image: image55.wmf]);

(

)

(

)

(

V

V

V

S

A

B

Å

=



□
Příklad 9.1.
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 Máme ověřit, zda je toto zobrazení bilineární forma. Buď dále 
[image: image60.wmf]R
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Tedy zobrazení 
[image: image65.wmf]f

 je bilineární forma (dokonce symetrická).
Poznámka:

Zobrazení z předchozího příkladu je též známé jako skalární součin vektorů. Jde o tzv. kanonický skalární součin (viz kap. 10).
Věta 9.x.
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Důkaz:
Nechť 
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□
Věta 9.x.

Buď 
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 vektorový prostor nad tělesem 
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 jsou lineární formy na vektorovém prostoru 
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Důkaz:
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Příklad 9.x.

Buď 
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Máme ověřit, zda je toto zobrazení bilineární forma. Buď dále 
[image: image94.wmf]R
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Již víme, že aritmetický průměr je lineární forma. Součin lineárních forem je bilineární forma (V 9.x.). Výraz 
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 je bilineární forma (rozdíl 2 bilineárních forem), ale ještě to ověříme.
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Poznamenejme ještě, že danou bilineární formu lze též vyjádřit ve tvaru: 
[image: image100.wmf];
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Snadno se ověří, že obě vyjádření jsou ekvivalentní.
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Tato bilineární forma se nazývá kovariance a používá se ve statistice (viz PMS). Je to průměr součinů složek na odpovídajících si pozicích minus součin průměrů. Zřejmě je to symetrická bilineární forma. Značí se 
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Lineární formu z bilineární formy získáme tak, že jeden vektor fixujeme (zvolíme pevně). Vektoru přiřadíme lineární formu. V tom případě definujme následující zobrazení:
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Snadno se ověří, že zobrazení 
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 jsou homomorfismy.
Definice 9.x.

Buď 
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 vektorový prostor nad tělesem 
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V případě 
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Věta 9.x.

Buď 
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 vektorový prostor nad tělesem 
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Důkaz:
Nechť 
[image: image128.wmf],
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□
Věta 9.x.

Buď 
[image: image132.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
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(

V

f

B

Î

 je bilineární forma, 
[image: image135.wmf]V

N

M

Ì

,

 je dvojice bází, 
[image: image136.wmf]V

N

M

Ì

¢

¢

,

 je dvojice bází. Pak platí:

[image: image137.wmf][

]

[

]

(

)

[

]

[

]

;

N

N

N

M

T

M

M

N

M

Id

f

Id

f

¢

¢

¢

¢

=


Důkaz:
Buďte 
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tedy 
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□
Poznámka:

V případě 
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 se tvrzení předchozí věty zjednoduší.
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Věta 9.x.

Buď dán vektorový prostor 
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 je těleso, dále buď 
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 je kanonická báze prostoru 
[image: image153.wmf]n
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Důkaz:
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Tedy zobrazení 
[image: image158.wmf]f

 je bilineární forma.
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Definice 9.x.

Buď 
[image: image161.wmf]V

 vektorový prostor nad tělesem 
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 je bilineární forma. Pak definujeme levý a pravý vrchol bilineární formy následovně:
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Poznámka:
Nechť je dána bilineární forma 
[image: image166.wmf])
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Dále platí: 
[image: image168.wmf];
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Dále bude dokázáno, ž levý a pravý vrchol bilineární formy jsou podprostory.

Definice 9.x.

Buď 
[image: image169.wmf]V

 vektorový prostor konečné dimenze, dále buď 
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 (V 9.x.) a matice přechodu je regulární. Tedy dle V 4.x. je 
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Věta 9.x.
Buď 
[image: image178.wmf]V

 vektorový prostor konečné dimenze nad tělesem 
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[image: image192.wmf];
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2) Zvolme bázi prostoru 
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Zvolme bázi prostoru 
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Protože hodnost matice bilineární formy nezávisí na volbě bází, je nutně: 
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Chceme-li najít levý a pravý vrchol bilineární formy, postupujeme následovně:
Použijeme vztah: 
[image: image216.wmf][
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K nalezení levého vrcholu řešíme homogenní soustavu rovnic: 
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K nalezení pravého vrcholu řešíme homogenní soustavu rovnic: 
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Vzhledem k tomu, že 
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 je bilineární forma na vektorovém prostoru 
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Zvolme 
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 Pak matice bilineární formy vzhledem k bázím je: 
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Zřejmě je bilineární forma také zobrazení 
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Určíme matici bilineární formy 
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 (viz Př. 9.1.) vzhledem ke kanonické bázi.
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Příklad 9.x.

Určíme matici bilineární formy 
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Položme: 
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Nyní použijeme výsledek příkladu 9.x. k určení matice bilineární formy.
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Příklad 9.x.

Určíme matici bilineární formy 
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 vzhledem ke kanonické bázi. Použijeme toho, že kovariance je rozdíl 2 bilineárních forem.
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