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III. Homomorfismy vektorových prostorů
Definice 3.1.
Buďte 
[image: image1.wmf]V
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 vektorové prostory nad týmž tělesem 
[image: image2.wmf]T

. Zobrazení 
[image: image3.wmf]V
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 je homomorfismus, jestliže splňuje následující podmínky:
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Zobrazení je homomorfismus, jestliže zachovává algebraické operace (viz též Alg.). Homomorfismus vektorových prostorů se též někdy nazývá lineární zobrazení, nebo též lineární operátor.
Definice 3.2.

Buď 
[image: image6.wmf]V
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 homomorfismus vektorových prostorů, pak definujeme:
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[image: image7.wmf]{

}

0

u

u

=

Î

=

)

(

Ker

f

U

f


jádro homomorfismu
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obraz homomorfismu
Jádro homomorfismu 
[image: image9.wmf]f
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 je úplný vzor nulového vektoru. Označení je odvozeno od slova „kernel“ – jádro. Obraz homomorfismu 
[image: image10.wmf]f
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 je množina těch vektorů, které mají vzor. Označení je odvozeno od slova „image“ – obraz.

Následující věta říká, že 
[image: image11.wmf]f
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 je podprostor prostoru 
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Věta 3.1.
Buď 
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 homomorfismus. Pak platí:
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Definice 3.3.

Buď 
[image: image31.wmf]V
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 homomorfismus vektorových prostorů. Zobrazení 
[image: image32.wmf]f

 je:
· izomorfismus, je-li navíc vzájemně jednoznačné (bijekce).

· endomorfismus, je-li 
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 (tj. homomorfismus vektorového prostoru do sebe)

· automorfismus, je-li vzájemně jednoznačný endomorfismus.

Označme symbolem 
[image: image35.wmf])
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množinu všech homomorfismů vektorového prostoru 
[image: image36.wmf]U

 do vektorového prostoru 
[image: image37.wmf]V
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Věta 3.2.

Buďte 
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 vektorové prostory nad týmž tělesem. Pak množina všech homomorfismů 
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 tvoří též vektorový prostor.
Důkaz:
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Pak definujme homomorfismus: 
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dále definujeme homomorfismus: 
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Ostatní se již snadno ověří.
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Věta 3.3.

Buďte 
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 homomorfismus. Pak složené zobrazení 
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 je též homomorfismus.
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Tedy složené zobrazení 
[image: image50.wmf]f
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 je též homomorfismus.
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Věta 3.4.

Buď 
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 je též izomorfismus.
Důkaz:
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Tedy zobrazení 
[image: image58.wmf]U
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 je též izomorfismus.
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Poznámka:
Množina všech endomorfismů vektorového prostoru 
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 se značí: 
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. Snadno se ověří, že množina automorfismů vzhledem ke skládání tvoří grupu 
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Věta 3.5.

Buď 
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 homomorfismus vektorových prostorů. Pak platí:
1) Zobrazení 
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 je prostý homomorfismus 
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2) Zobrazení 
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 Tedy zobrazení 
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 je prosté.
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[image: image79.wmf]f

 je zobrazení na.
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Homomorfismus je prostý právě tehdy, když jádro je triviální podprostor (obsahující pouze nulový vektor). Také zřejmě platí toto: Zobrazení 
[image: image80.wmf]f

 je izomorfismus právě tehdy, když 
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Věta 3.6.

Buď 
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3) Plyne bezprostředně z bodů 1) a 2). Báze 
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 je lineárně nezávislá množina, zobrazení 
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[image: image117.wmf])

(

M

f

 též lineárně nezávislá množina. Báze 
[image: image118.wmf]M

 je množina generátorů, tj. 
[image: image119.wmf]U

M

=

ñ

á

, zobrazení 
[image: image120.wmf]f

 je na množinu, tudíž 
[image: image121.wmf])

(

M

f

 je též množina generátorů, tj. 
[image: image122.wmf]V

M

f

=

ñ

á

)

(

. Tedy 
[image: image123.wmf]V

M

f

Ì

)

(

 je lineárně nezávislá množina generátorů prostoru 
[image: image124.wmf]V

, tudíž 
[image: image125.wmf])

(

M

f

 je báze prostoru 
[image: image126.wmf]V

.

□
Věta 3.7.
Buďte 
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Tedy zobrazení 
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Dokázali jsme existenci, ještě dokážeme jednoznačnost.
Buďte tedy 2 homomorfismy: 
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□
Z předchozí věty vyplývá, že homomorfismus stačí zadat na vektorech báze. Věta říká, že zobrazení dané na vektorech báze lze jednoznačně rozšířit na homomorfismus celého prostoru.
Definice 3.4.
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Věta 3.8.
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Věta 3.9.
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[image: image187.wmf]V

U

,

 vektorové prostory nad týmž tělesem. Pak platí: 
[image: image188.wmf];

dim

dim

)

;

(

dim

V

U

V

U

×

=

Hom


Důkaz:

Nechť 
[image: image189.wmf];

dim

;

dim

n

V

m

U

=

=

 zvolme báze vektorových prostorů. Buď 
[image: image190.wmf]{

}

m

M

u

u

,

,

1

K

=

 báze prostoru 
[image: image191.wmf]U

, 
[image: image192.wmf]{

}

n

N

v

v

,

,

1

K

=

 báze prostoru 
[image: image193.wmf]V

. Použijeme toho, že homomorfismus stačí zadat na prvcích báze (V 3.7.)
Definujme nyní homomorfismy 
[image: image194.wmf]V

U

f

ij

®

:

 takto: 
[image: image195.wmf];

)

(

i

jk

k

ij

f

v

u

×

=

d

 přičemž 
[image: image196.wmf];

,

,

1

,

;

,

,

1

m

k

j

n

i

K

K

=

=

 Zřejmě množina homomorfismů 
[image: image197.wmf]{

}

;

,

,

1

;

,

,

1

;

m

j

n

i

f

ij

K

K

=

=

 je báze prostoru 
[image: image198.wmf])

;

(

V

U

Hom

 (ověřte).

□
Věta 3.x.
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Máme-li daný vektor 
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Tedy zobrazení 
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Důsledek:
Buďte 
[image: image223.wmf]W

V

,

 vektorové prostory téže konečné dimenze nad týmž tělesem 
[image: image224.wmf]T

. Pak jsou vektorové prostory izomorfní: 
[image: image225.wmf]W

T

V

n

@

@

.

Zobrazení, které každému vektoru přiřadí vektor souřadnic vzhledem k bázi, je izomorfismus.
Věta 3.x.
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Tedy relace 
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 je skutečně kongruence na prostoru 
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 a odpovídá ji podprostor 
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Tato věta má důležitý důsledek. Buď dán 
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Tedy libovolný vektor, jehož obraz při homomorfismu je 
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Najít úplný vzor vektoru 
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Věta 3.x.

Buď 
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 vektorový prostor, 
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 kongruence odpovídající podprostoru 
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 Pak takto definované zobrazení (přirozená projekce) je homomorfismus prostoru 
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Tedy přirozená projekce 
[image: image279.wmf]r
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 je homomorfismus.
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 je prosté: 
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 je zobrazení na: 
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Zobrazení 
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 je homomorfismus: buďte 
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Tedy zobrazení 
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Použité zdroje:

1) Bečvář J.: Lineární algebra (staženo z internetu: http://www.mff.cuni.cz)

2) Bican L.: Lineární algebra a geometrie
3) Birkhoff G.: Prehlad modernej algebry

4) Kořínek V.: Základy algebry
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