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Kongruence

Připomeneme si pojmy kartézský součin a relace na množině.
Buďte dány dvě množiny 
[image: image1.wmf]N

M

,

. Pak kartézský součin množin 
[image: image2.wmf]N
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 definujeme takto:
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Kartézský součin je množina všech uspořádaných dvojic, přičemž 1. prvek je z množiny 
[image: image4.wmf]M

 a 2. prvek je z množiny 
[image: image5.wmf]N

.
Samozřejmě není vyloučen případ, kdy 
[image: image6.wmf]N
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. Pak jde o kartézský součin množiny se sebou.
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V tomto případě hovoříme o kartézské mocnině, 
[image: image8.wmf]2
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.
Relace 
[image: image9.wmf]R

 na množině 
[image: image10.wmf]M

 je podmnožina kartézského součinu, tj. 
[image: image11.wmf]M
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 budeme používat kratší zápis 
[image: image13.wmf]y
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. Říkáme též, že prvky 
[image: image14.wmf]M
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 jsou v relaci.
Třídu určenou prvkem 
[image: image15.wmf]M
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 při relaci 
[image: image16.wmf]R

 definujeme takto:
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b) 
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Dále pojednáme o vlastnostech relací na množině.

Relace 
[image: image19.wmf]R

 na množině 
[image: image20.wmf]M

 je:

a) reflexivní, jestliže platí: 
[image: image21.wmf]M
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b) symetrická, jestliže platí: 
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c) tranzitivní, jestliže platí: 
[image: image23.wmf]M
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Relace 
[image: image24.wmf][
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 se též nazývá diagonální relace. Každý prvek množiny je v relaci pouze se sebou samým.

Je-li relace reflexivní, platí: 
[image: image25.wmf]R
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Je-li relace symetrická, platí: 
[image: image27.wmf][
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, tj. lze jednoduše psát 
[image: image28.wmf][
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Relace 
[image: image29.wmf]R

 na množině 
[image: image30.wmf]M

, která je současně reflexivní, symetrická a tranzitivní, se nazývá ekvivalence.
Nejmenší ekvivalence na množině 
[image: image31.wmf]M

 je diagonální relace, největší ekvivalence na množině 
[image: image32.wmf]M

 je relace 
[image: image33.wmf]M

M

´

 (ověřte).
Tvrzení:
Nechť relace 
[image: image34.wmf]R

 ekvivalence na množině 
[image: image35.wmf]M

, pak platí:

1) 
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Důkaz:

1) Nechť 
[image: image38.wmf]b

R

a

. Ze symetrie relace plyne, že platí též 
[image: image39.wmf]a
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Nechť 
[image: image40.wmf][
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[image: image42.wmf]R

 je též tranzitivní, platí: 
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Nechť 
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[image: image48.wmf]R

 je též tranzitivní, platí: 
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Máme tedy: 
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2) Nechť 
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. Platí tedy: 
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 (symetrie). Z tranzitivity relace plyne: 
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, což je spor s předpokladem. Tedy 
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Z tvrzení vyplývá toto: Mají-li dvě třídy ekvivalence neprázdný průnik, pak jsou totožné.
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. Z reflexivity relace 
[image: image61.wmf]R

 plyne toto: 
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Tvrzení:

Buď 
[image: image63.wmf]R

 ekvivalence na množině 
[image: image64.wmf]M

. Pak systém množin 
[image: image65.wmf][
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 tvoří disjunktní rozklad množiny 
[image: image66.wmf]M
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Relace ekvivalence tedy rozloží množinu na disjunktní třídy „ekvivalentních“ prvků.
Libovolný prvek třídy je pak reprezentant třídy.

Tvrzení:
Buď dán disjunktní rozklad množiny 
[image: image68.wmf]M

 na třídy, tj. platí: 
[image: image69.wmf];
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 (mají-li dvě podmnožiny neprázdný průnik, jsou totožné). Pak relace definovaná předpisem: 
[image: image71.wmf]a
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 je ekvivalence na množině 
[image: image72.wmf]M

.
Důkaz:

a) reflexivita: 
[image: image73.wmf];
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b) symetrie: 
[image: image74.wmf];
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c) tranzitivita: 
[image: image75.wmf]Þ
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[image: image76.wmf];
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Existuje tedy vzájemně jednoznačný vztah mezi ekvivalencemi na množině a disjunktními rozklady množiny. V běžné řeči se též používá rčení: „Hází je do jednoho pytle.“ Ekvivalence „hází“ všechny prvky, které jsou navzájem v relaci, do „jednoho pytle“.
Pokud máme disjunktní rozklad množiny na třídy, můžeme též na třídu pohlížet jako na prvek. Potom hovoříme o faktor‑množině.

Příklad:
Buď 
[image: image77.wmf]M

 množina všech žáků, kteří studují na jisté škole. Definujme relaci na množině 
[image: image78.wmf]M

 takto: 2 žáci jsou v relaci právě tehdy, když jsou spolužáci (tj. chodí do jedné třídy). Pak tato relace je ekvivalence (ověřte). Množina všech žáků školy se disjunktně rozloží na třídy.
Uvažujme nyní množinu celých čísel, značí se 
[image: image79.wmf]Z

. Buď nyní 
[image: image80.wmf]N
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, tj. 
[image: image81.wmf]n

 je přirozené číslo. Předpokládejme, že 
[image: image82.wmf]2
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. Nyní definujme na množině 
[image: image83.wmf]Z

 relaci takto: 2 celá čísla jsou v relaci právě tehdy, když při dělení číslem 
[image: image84.wmf]n

 dají týž zbytek. Lze to říci ekvivalentně takto: 2 celá čísla jsou v relaci, právě když jejich rozdíl je dělitelný číslem 
[image: image85.wmf]n

 (beze zbytku). Symbolicky to lze zapsat takto:
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Takto definovaná relace je zřejmě ekvivalence.
a) reflexivita: 
[image: image87.wmf];
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b) symetrie: 
[image: image88.wmf];
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c) tranzitivita:

[image: image89.wmf];
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Tato relace má ovšem další hezké vlastnosti, zachovává algebraické operace: sčítání a násobení. Platí totiž:
I. 
[image: image90.wmf]);
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II. 
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Důkaz:

I. 
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II. 
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[image: image95.wmf]Þ
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[image: image96.wmf]);
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Při důkazu jsme použili známá tvrzení:
1) Nula je dělitelná jakýmkoliv číslem.

2) Jsou-li dvě celá čísla dělitelná jistým číslem 
[image: image97.wmf]n

, je jím také dělitelný jejich součet.

3) Je-li celé číslo dělitelné jistým číslem 
[image: image98.wmf]n

, je jím také dělitelný každý jeho celočíselný násobek.

Relace uvedená dříve je tedy nejen ekvivalence, je to dokonce kongruence.

Kongruence je relace, která je ekvivalence a navíc zachovává algebraické operace.
Kongruence je tedy speciální případ binární relace na množině.
Následující tvrzení jsou ekvivalentní:
1) Celá čísla 
[image: image99.wmf]Z
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 dávají při dělení číslem 
[image: image100.wmf]n

 týž zbytek.

2) Rozdíl 
[image: image101.wmf]b
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 je dělitelný číslem 
[image: image102.wmf]n

 (značí se 
[image: image103.wmf])
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3) Čísla 
[image: image104.wmf]b
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 jsou kongruentní modulo 
[image: image105.wmf]n

.

Vzhledem k symetrii relace můžeme tvrzení bodu 3) říci též takto:

[image: image106.wmf]a

 je kongruentní s 
[image: image107.wmf]b

 modulo 
[image: image108.wmf]n

, nebo též takto: 
[image: image109.wmf]b

 je kongruentní s 
[image: image110.wmf]a

 modulo 
[image: image111.wmf]n

.
Pro kongruenci modulo 
[image: image112.wmf]n

 se používá toto označení: 
[image: image113.wmf])
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Množina celých čísel 
[image: image116.wmf]Z

 se rozloží (disjunktní rozklad) podle kongruence modulo 
[image: image117.wmf]n

 na tzv. 
[image: image118.wmf]n

 zbytkových tříd. Jde o třídy určené čísly: 
[image: image119.wmf]2
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[image: image120.wmf][
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[image: image121.wmf][
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, není-li zřejmý modul). Třída 
[image: image122.wmf][
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 představuje množinu všech násobků čísla 
[image: image123.wmf]n

, tj. množina všech čísel dělitelných číslem 
[image: image124.wmf]n

 (ideál v okruhu celých čísel, viz algebra). Zřejmě platí toto:

[image: image125.wmf][

]

[

]

b

a

b

a

n

n

n

»

Û

=


Kongruence modulo 
[image: image126.wmf]n

 „hází do jednoho pytle“ všechna čísla, která dávají při dělení číslem 
[image: image127.wmf]n

 týž zbytek. Jinými slovy: všechna čísla, která se liší o celočíselný násobek čísla 
[image: image128.wmf]n

.

Můžeme též zavést počítaní se zbytkovými třídami a to takto: 
[image: image129.wmf][
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 Pak hovoříme o počítání modulo 
[image: image130.wmf]n

. Takto definované počítání s třídami je korektní, protože výsledek operace nezávisí na výběru reprezentantů. Je to důsledek toho, že tato relace je kongruence.
Kongruence modulo 1 (jedna) představuje relaci 
[image: image131.wmf]Z

Z
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, tj. největší ekvivalenci na množině 
[image: image132.wmf]Z

. Libovolná 2 čísla jsou v relaci, neboť jejich rozdíl je vždy dělitelný 1. Zde je jen 1 třída kongruence.
Kongruence modulo 0 (nula) představuje diagonální relaci na množině 
[image: image133.wmf]Z

, tj. nejmenší ekvivalenci na množině. V relaci je pouze číslo samo se sebou. Nulou nelze dělit, ale kongruence modulo 0 má smysl.
Jestliže 
[image: image134.wmf]n
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, je kongruence modulo 
[image: image135.wmf]n

 částí kongruence modulo 
[image: image136.wmf]m

.
Platí toto: 
[image: image137.wmf];
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 neboť 
[image: image138.wmf]n
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Příklad:
Uvažujme na množině celých čísel kongruenci modulo 4. Množina se disjunktně rozloží na 4 zbytkové třídy.

	(1(
	(2(
	(3(
	(4(

	…
	…
	…
	…

	-7
	-6
	-5
	-4

	-3
	-2
	-1
	0

	1
	2
	3
	4

	5
	6
	7
	8

	9
	10
	11
	12

	…
	…
	…
	…


Tabulka má 4 sloupce, ty představují třídy kongruence modulo 4. Čísla v jednom sloupci mají společné to, že dávají při dělení číslem 4 týž zbytek, tj. jsou kongruentní modulo 4. V 1. sloupci jsou čísla kongruentní s 1 (modulo 4), v 2. sloupci jsou čísla kongruentní s 2 (modulo 4), v 3. sloupci jsou čísla kongruentní s 3 (modulo 4). Ve 4. sloupci jsou čísla kongruentní s 0 (modulo 4), tj. čísla dělitelná 4.
Kongruence modulo 4 „hází“ všechna čísla v jednom sloupci „do jednoho pytle“.

Pro třídy kongruence (modulo 4) platí toto:


[image: image139.wmf][

]

{

}

K

K

,

12

,

8

,

4

,

0

,

4

,

0

4

-

=



[image: image140.wmf][

]

{

}

K

K

,

13

,

9

,

5

,

1

,

3

,

1

4

-

=



[image: image141.wmf][
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Nyní jsme schopni určit, v jakém sloupci bude libovolné číslo. Např. určeme, v jakém sloupci bude číslo 49.
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Tvrzení: „Číslo 49 dává při dělení 4 zbytek 1.“ lze říci také takto: Číslo 49 je kongruentní s 1 modulo 4. (značí se: 
[image: image144.wmf]1
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, nebo též 
[image: image145.wmf])
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º

. Můžeme říci (aniž bychom počítali do 49), že číslo 49 bude v 1. sloupci tabulky.
Obecně: Množina celých čísel se podle kongruence modulo 
[image: image146.wmf]n

 rozloží disjunktně na 
[image: image147.wmf]n

 zbytkových tříd. Za zbytek při dělení se bere nejmenší nezáporný reprezentant třídy, neboť známé pravidlo říká: „Zbytek musí být menší než dělitel.“
Tvrzení:

Číslo zapsané v desítkové soustavě je kongruentní modulo 9 se svým ciferným součtem.

Důkaz:

Celé číslo lze vyjádřit takto: 
[image: image148.wmf];
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 má v desítkové soustavě tento zápis: 
[image: image149.wmf]0
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. Desítková soustava má 10 znaků.
Platí: 
[image: image151.wmf];
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[image: image153.wmf];

1

10

0

0

9

0

å

å

å

=

=

=

=

×

»

×

=

k

j

j

k

j

j

k

j

j

j

a

a

a

n

 (poslední výraz je ciferný součet)
To znamená, že devítkový zbytek můžeme určit, aniž provedeme dělení. Stačí provést ciferný součet. Také z toho vyplývá známé tvrzení: „Číslo je dělitelné 9 právě tehdy, je-li jeho ciferný součet dělitelný 9.

Na tomto tvrzení je založena devítková zkouška. Je založena na tom, že se devítkový zbytek snadno zjistí (pomocí ciferného součtu). Lze ji provést u sčítání, odčítání, násobení, dělení. Pomocí této zkoušky zjistíme, jestli máme výsledek správně.
Např. u sčítání se provede takto: Zjistíme devítkové zbytky jednotlivých sčítanců a také devítkový zbytek součtu. Pak sečteme zbytky jednotlivých sčítanců modulo 9. Pokud to souhlasí (součet zbytků je kongruentní modulo 9 se zbytkem součtu), pak je to snad dobře. Pokud to nesouhlasí, tak je to určitě špatně.
Pokud se spleteme o násobek 9, devítková zkouška nás na to neupozorní.
Podobně např. u násobení. U dělení se provádí zkouška tak, že se podíl násobí dělitelem a přičte zbytek. Devítková zkouška se provádí tak, že se to provede s devítkovými zbytky modulo 9.
Příklad:
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Příklad:
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Protože to souhlasí, tak je to snad dobře.

Příklad:
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Protože to souhlasí, tak je to snad dobře.

V následujících příkladech si ukážeme, jak řešit kongruenční rovnice. Kongruenční rovnici můžeme bez problému dělit číslem nesoudělným s modulem. Při dělení rovnice číslem soudělným s modulem je nutná jistá opatrnost.
Platí toto: 
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Příklad:
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Zkouška: 
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Rovnici šlo řešit také takto:
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Daná rovnice má jedno řešení v rámci kongruence modulo 15.
Příklad:
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Daná rovnice má jedno řešení v rámci kongruence modulo 31.

Příklad:

Řešme kongruenční rovnici: 
[image: image178.wmf]8
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Platí: 
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Protože nám vyšla nepravdivá kongruence, znamená to, že rovnice nemá řešení.

Příklad:

Řešme kongruenční rovnici: 
[image: image182.wmf]9
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Platí: 
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 tudíž také platí: 
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Protože nám vyšla pravdivá kongruence, znamená to, že kongruenční rovnice má vícero řešení. Ještě je musíme najít.

Protože 
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Rovnice má tyto řešení: 
[image: image190.wmf];
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 tedy 3 řešení v rámci kongruence modulo 39 (1 řešení v rámci kongruence modulo 13).
Příklad:
Určeme třináctkový zbytek čísel: 
[image: image191.wmf]25
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Daná čísla jsou „příliš velká“, bylo by pracné je počítat. Zbytek po dělení 13 určíme následujícím trikem.
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[image: image194.wmf]4

2

4

4

1

2

2

2

13

50

13

2

48

50

»

=

×

»

×

=
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Číslo 
[image: image196.wmf]50
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 dává po dělení 13 zbytek 4, číslo 
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2

 dává po dělení 13 zbytek 3.
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Číslo 
[image: image200.wmf]25

3

 dává po dělení 13 zbytek 3.
Příklad:

Určeme sedmnáctkový zbytek čísla: 
[image: image201.wmf]11
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.
Dané číslo je „příliš velké“, bylo by pracné ho počítat. Zbytek po dělení 17 určíme následujícím trikem.
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Číslo 
[image: image204.wmf]11
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 dává po dělení 17 zbytek 13.
Příklad:

Vyřešme soustavu kongruencí: 
[image: image205.wmf];
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[image: image206.wmf];
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 vyřešíme kongruenční rovnici: 
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Dáme-li dohromady první 2 kongruence, dospíváme k závěru:
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Ještě vyřešíme kongruenční rovnici: 
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[image: image215.wmf];

105

53

)

7

3

(

15

8

15

8

;

7

3

l

l

u

x

l

u

+

=

+

+

=

+

=

+

=


Dáme-li dohromady všechny 3 kongruence, dospíváme k závěru:
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což je řešení soustavy kongruencí.
Příklad:

Vyřešme soustavu kongruencí: 
[image: image217.wmf];
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Hledané číslo je dělitelné 7, tj. bude to násobek 7.
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[image: image221.wmf]4

1

2

2

2

1

3

3

3

»

»

»

+

m

m



[image: image222.wmf]2

3

»

m



[image: image223.wmf];
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Nyní jsme soustavu 4 kongruenčních rovnic zredukovali na 2.
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Příklad:

Ve vojenském útvaru je jistý počet vojáků. Seřadí-li se do řad po 4, po 5, po 6, vždy zbude 1 voják. Pokud se seřadí do řad po 7, nikdo nezbude. Máme určit, kolik je vojáků (jaké jsou možnosti).
Počet vojáků je dělitelný 7. Nechť 
[image: image228.wmf]N

 je počet vojáků. Pro počet vojáků tedy platí:
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 vyjádřeno pomocí kongruencí.
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by vyhovovala čísla tvaru: 
[image: image232.wmf];
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 Zde se nám řešení zjednoduší.
Nyní je ještě potřeba vyřešit kongruenční rovnici: 
[image: image233.wmf]0
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Tedy možnosti jsou tyto: 
[image: image235.wmf];
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Počet vojáků je tedy: 
[image: image237.wmf];
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Vojáků tedy mohlo být 
[image: image239.wmf]K
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Příklad:

V bedně jsou mince, přičemž jich není více než 500. Jestliže je rozdělíme na skupinky po 13, zbude jich 10. Jestliže je rozdělíme na skupinky po 12, zbudou 3. Jestliže je rozdělíme na skupinky po 11, nezbude žádná. Máme určit počet mincí.
Musíme vyřešit soustavu 3 kongruenčních rovnic.
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 Nejdřív vyřešíme kongruenční rovnici: 
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, s ní souvisí kongruenční rovnice: 
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Číslo 88 vyhovuje soustavě kongruencí 
[image: image247.wmf];

0

;

10

11

13

»

»

N

N

 musíme ještě vyřešit kongruenční rovnici: 
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[image: image250.wmf]231
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V bedně bylo 231 mincí (jiné možnosti nevyhovují).
Příklad:

Řešme kongruenční rovnici: 
[image: image251.wmf]354
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Vyřešení této rovnice bude náročnější, neboť se v ní vyskytují „vysoká“ čísla. Vzhledem k tomu, že 73 je prvočíslo, bude mít rovnice řešení.
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Abychom určili podíl modulo 615, musíme vyřešit pomocnou kongruenční rovnici.
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603

615

»

x


Zkouška: 
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Příklad:

Řešme kongruenční rovnici: 
[image: image259.wmf]206
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Vyřešení této rovnice bude náročnější, neboť se v ní vyskytují „vysoká“ čísla. Vzhledem k tomu, že čísla 
[image: image260.wmf]243
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 jsou nesoudělná, bude mít rovnice řešení.
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Abychom určili podíl modulo 243, musíme vyřešit pomocnou kongruenční rovnici.
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[image: image264.wmf]
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Abychom určili podíl modulo 32, musíme vyřešit další pomocnou kongruenční rovnici.
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Nyní určíme řešení kongruenční rovnice.
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[image: image270.wmf]26
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Zkouška: 
[image: image271.wmf];
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V některých příkladech jsme (nevědomky) použili tzv. Čínskou větu o zbytcích, kterou si nyní zformulujeme. Zatím budeme uvažovat 2 moduly.
Věta (Čínská o zbytcích)
Buďte dána nesoudělná přirozená čísla 
[image: image272.wmf]N
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, dále soustava kongruencí: 
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 Pak existuje právě jedno řešení soustavy v rámci kongruence modulo 
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To znamená toto: Pokud máme 2 řešení soustavy kongruencí, pak platí: 
[image: image275.wmf])
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. Poznamenejme, že předpoklad nesoudělnosti modulů je podstatný.
Příklad:
Nechť 
[image: image276.wmf];
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, tj. čísla jsou nesoudělná. V následující tabulce jsou všechny možnosti řešení soustavy kongruencí modulo 3 a 5. Tabulka představuje modulární reprezentaci čísel 0 – 14.
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Čínskou větu o zbytcích lze zobecnit, což si ukážeme. Odstraníme předpoklad nesoudělnosti modulů. Poznamenejme, že platí: 
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. Zformulujeme si zobecněnou Čínskou větu o zbytcích.
Věta (Čínská o zbytcích, zobecněná)
Buďte dána přirozená čísla 
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Pokud není splněna podmínka 
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 řešení v rámci kongruence modulo 
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Příklad:

Nechť 
[image: image289.wmf];
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Z tabulky je také patrné, že pokud neplatí 
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Pokud máme více čísel, musíme rozlišit, jestli jsou nesoudělná nebo nesoudělná po dvou. Nechť jsou daná přirozená čísla 
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 pak jsou čísla nesoudělná po dvou. Je zřejmé, že podmínka nesoudělná po dvou je silnější než podmínka nesoudělná.
Příklad:
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tj. čísla jsou nesoudělná, ale nikoli po dvou.
Čínskou větu o zbytcích můžeme rozšířit na více modulů.
Věta (Čínská o zbytcích, více modulů)
Buďte dána přirozená čísla 
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, po dvou nesoudělná, dále soustava kongruencí: 
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 Pak existuje právě jedno řešení soustavy v rámci kongruence modulo 
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To znamená toto: Pokud máme 2 řešení soustavy kongruencí, pak platí: 
[image: image301.wmf])
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. Poznamenejme, že předpoklad nesoudělnosti modulů po dvou je podstatný.

Příklad:

Ve škole je jistý počet žáků. Seřadíme-li je do řad po 3, zbudou 2 žáci, seřadíme-li je do řad po 4, zbude 1 žák, seřadíme-li je do řad po 5, zbudou 3 žáci. Určeme, jaké jsou možné počty žáků.
Úlohu lze převést na soustavu kongruencí.
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Platí: 
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, čísla jsou nesoudělná dokonce po dvou. Mohli bychom to řešit postupy jako dříve, ale budeme postupovat již rychleji.
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Máme tedy: 
[image: image305.wmf]5

1

2

12

4

3

»

Û

»

Ù

»

x

x

x


Nyní jsme soustavu 3 kongruencí zredukovali na 2 kongruence.
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Soustava kongruencí má jediné řešení v rámci kongruence modulo 60, 
[image: image308.wmf]53
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Možné počty žáků jsou tyto: 
[image: image309.wmf]K
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Poznámka:
Při řešení soustavy kongruencí můžeme postupovat několika způsoby.
Máme celkem 3 způsoby, jak zredukovat soustavu kongruencí.
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Příklad:

Budeme-li od 100 odečítat 7, na jaké nejmenší kladné číslo narazíme?
Nemusíme to počítat, stačí si uvědomit, že 
[image: image313.wmf]2
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Při řešení neurčitých (Diofantických) rovnic též můžeme využít kongruencí.
Příklad.

V kasičce je 30 Kč ve dvoukorunách a pětikorunách. Máme určit, kolik je kterých.

Počet dvoukorun označme 
[image: image314.wmf]x

, počet pětikorun označme 
[image: image315.wmf]y

. Máme lineární rovnici:
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Tato rovnice má nekonečně mnoho řešení, nás zajímají celočíselná a nezáporná řešení. Dostaneme tak 2 kongruenční rovnice.
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Po úpravě dostaneme: 
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3

tj.

;

3

tj.

;

30

10

10

)

2

(

5

)

5

(

2

k

l

l

k

l

k

l

k

-

=

=

+

=

+

=

+


Máme tedy: 
[image: image321.wmf];
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[image: image322.wmf];
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 vzhledem k nezápornosti řešení platí: 
[image: image323.wmf]3
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Máme tedy tyto možnosti: 
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a) 6 pětikorun;
b) 4 pětikoruny, 5 dvoukorun;

c) 2 pětikoruny, 10 dvoukorun;

d) 15 dvoukorun;

Příklad.

V kasičce je 33 Kč ve dvoukorunách a pětikorunách. Máme určit, kolik je kterých.

Počet dvoukorun označme 
[image: image325.wmf]x

, počet pětikorun označme 
[image: image326.wmf]y

. Máme lineární rovnici:
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Tato rovnice má nekonečně mnoho řešení, nás zajímají celočíselná a nezáporná řešení. Dostaneme tak 2 kongruenční rovnice.
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Po úpravě dostaneme: 
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tj. 
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[image: image332.wmf];
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Máme tedy: 
[image: image333.wmf];
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[image: image334.wmf];
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 vzhledem k nezápornosti řešení platí: 
[image: image335.wmf]2
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Máme tedy tyto možnosti: 
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a) 5 pětikorun, 4 dvoukoruny;

b) 3 pětikoruny, 9 dvoukorun;

c) 1 pětikoruna, 14 dvoukorun;

Příklad.

Byly zakoupeny vstupenky, některé po 60 Kč, některé po 75 Kč. Celkem bylo za ně zaplaceno 1875 Kč. Máme určit kolik bylo kterých.
Počet vstupenek po 60 Kč označme 
[image: image337.wmf]x

, počet vstupenek po 75 Kč označme 
[image: image338.wmf]y

. Máme lineární rovnici:
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Tato rovnice má nekonečně mnoho řešení, nás zajímají celočíselná a nezáporná řešení. Napřed ji ještě vydělíme, abychom si usnadnili výpočet.
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Dostaneme tak 2 kongruenční rovnice.
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Po úpravě dostaneme: 
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tj. 
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Máme tedy: 
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[image: image347.wmf];
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 vzhledem k nezápornosti řešení platí: 
[image: image348.wmf]6
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Máme tedy tyto možnosti: 
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Číslo nahoře udává počet vstupenek za 60 Kč, číslo dole udává počet vstupenek za 75 Kč. Máme celkem 7 možností.
Příklad.

Jestliže víme, že datum 24.5.2023 připadá na středu, na jaký den připadne datum 11.11.2023?

Můžeme to spočítat, i když nemáme po ruce kalendář. Spočítáme si, kolik je to dnů. Je to část května (7 dnů), celých 5 měsíců (červen – říjen) a část listopadu (14 dnů).

Počet dnů je: 
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Museli jsme vzít opravu, protože některé měsíce mají 31 dnů. 
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Datum 11.11.2023 tedy připadne na sobotu.

Mohli jsme také rovnou počítat modulo 7, ale nevěděli bychom počet dnů.
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3) Sedláček J.: Co víme o přirozených číslech

4) Stanovský D.: Základy algebry (MFF UK, 2009)
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