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Finanční matematika
Ve finanční matematice se využívají také poznatky o posloupnostech.

Při jednoduchém úrokování roste jistina jako členy aritmetické posloupnosti.

Při složeném úrokování roste jistina jako členy geometrické posloupnosti.

Úroková míra se vždy vztahuje k určitému období (nejčastěji je to 1 rok), to se označuje zkratkou p.a. (per annum). Zkratku p.a. však budeme obvykle pro stručnost vynechávat.
· Jednoduché úrokování
Za základ se bere stále počáteční vklad, v každém období se úrok počítá stále ze stejné částky.
Nechť si na počátku období uložíme částku 
[image: image1.wmf]j

 (vložené částce se také říká jistina) a necháme ji tam po 
[image: image2.wmf]n

 období, na konci 
[image: image3.wmf]-

n

tého období částku vybereme. Nechť 
[image: image4.wmf]p

 je úroková míra vyjádřená desetinným číslem.

Na konci prvního období budeme mít: 
[image: image5.wmf]);
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Na konci druhého období budeme mít: 
[image: image6.wmf]);
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Na konci třetího období budeme mít: 
[image: image7.wmf]);

3

1

(

)

2

1

(

p

j

jp

p

j

+

=

+

+


……
Na konci 
[image: image8.wmf]-

k

tého období budeme mít: 
[image: image9.wmf]);
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Na konci 
[image: image10.wmf]-

n

tého období budeme mít: 
[image: image11.wmf]);
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Máme posloupnost (zavedeme ještě tzv. nultý člen). Člen 
[image: image12.wmf]k

a

 představuje výši jistiny na konci 
[image: image13.wmf]-

k

tého období.

[image: image14.wmf]);
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Je zřejmé, že to je aritmetická posloupnost s diferencí: 
[image: image15.wmf];

jp

d

=


Při jednoduchém úrokování tedy roste jistina jako členy aritmetické posloupnosti.
· Složené úrokování
V prvním období se za základ bere počáteční vklad, pak se připíšou úroky. Ve druhém období se již za základ bere částka navýšená o úroky. V každém dalším období se bere částka navýšená o úroky z minulého období. Základ tedy není stálý, navyšuje se. Zde se počítá též „úrok z úroků“.
Nechť si na počátku období uložíme částku 
[image: image16.wmf]j

 (vložené částce se také říká jistina) a necháme ji tam po 
[image: image17.wmf]n

 období, na konci 
[image: image18.wmf]-

n

tého období částku vybereme. Nechť 
[image: image19.wmf]p

 je úroková míra (sazba) vyjádřená desetinným číslem.

Na konci prvního období budeme mít: 
[image: image20.wmf]);
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Na konci druhého období budeme mít: 
[image: image21.wmf];
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Na konci třetího období budeme mít: 
[image: image22.wmf];
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Na konci 
[image: image23.wmf]-

k

tého období budeme mít: 
[image: image24.wmf];
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Na konci 
[image: image25.wmf]-

n

tého období budeme mít: 
[image: image26.wmf];
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Máme posloupnost (zavedeme ještě tzv. nultý člen). Člen 
[image: image27.wmf]k

a

 představuje výši jistiny na konci 
[image: image28.wmf]-

k

tého období.


[image: image29.wmf];
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Je zřejmé, že to je geometrická posloupnost s kvocientem: 
[image: image30.wmf];
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Při složeném úrokování tedy roste jistina jako členy geometrické posloupnosti.

Nechť 
[image: image31.wmf]0

,

0

N

Î

>

n

p

, pak platí: 
[image: image32.wmf];
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 přičemž rovnost platí jen pro 
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Při složeném úrokování roste jistina rychleji než při jednoduchém úrokování.
V peněžních ústavech se většinou používá složené úrokování.
Příklad:
Předpokládejme, že úrokovací období je rok. Na počátku roku si vložíme na účet 15 000 Kč a necháme to tam 6 let. Úroková míra je 5%, úroky se připisují vždy koncem roku, daň z úroků neuvažujeme. Jak bude jistina narůstat a kolik bude dělat jistina na konci 6. roku? (
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Předpokládejme nejprve, že banka používá jednoduché úrokování. Jistina bude narůstat následovně:

období
jistina
úrok
navýšená jistina

1. rok
15 000
750
15 750
Kč

2. rok
15 750
750
16 500
Kč

3. rok
16 500
750
17 250
Kč

4. rok
17 250
750
18 000
Kč

5. rok
18 000
750
18 750
Kč

6. rok
18 750
750
19 500
Kč
Jistina roste jako členy aritmetické posloupnosti, kde diference je:

[image: image35.wmf]750
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Předpokládejme nyní, že banka používá složené úrokování. Jistina bude narůstat následovně:


období
jistina
úrok
navýšená jistina


1. rok
15 000
750
15 750
Kč


2. rok
15 750
787
16 537
Kč


3. rok
16 537
827
17 364
Kč


4. rok
17 364
868
18 232
Kč


5. rok
18 232
912
19 144
Kč


6. rok
19 144
957
20 101
Kč

Jistina roste jako členy geometrické posloupnosti, kde kvocient je: 
[image: image36.wmf]05
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Částky jsou zaokrouhlené na celé koruny.
Z příkladu je zřejmé, že při složeném úrokování roste jistina rychleji než při jednoduchém. Např. za 6 let již rozdíl činí asi 600 Kč.
Kdybychom uvažovali ještě daň z úroku, stačilo by úrokovou sazbu zredukovat. Nechť 
[image: image37.wmf]r

 je sazba daně z úroku vyjádřená desetinným číslem (
[image: image38.wmf]1
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). Na konci prvního roku činí úrok 
[image: image39.wmf]jp

, stát vezme na dani z úroku částku 
[image: image40.wmf]jpr

, zbylý úrok je 
[image: image41.wmf])

1

(

r

jp

-

. Redukovaná sazba se vypočte takto: 
[image: image42.wmf])
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Při jednoduchém úrokování je diference: 
[image: image43.wmf];
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Při složeném úrokování je kvocient: 
[image: image44.wmf];
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Příklad:
Vraťme se k předchozímu příkladu, ale uvažujme nyní daň z úroku 15% (obvyklá sazba). V našem případě je: 
[image: image45.wmf];
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Výpočet bude analogický, akorát místo sazby 
[image: image46.wmf]05
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 budeme používat redukovanou sazbu 
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Předpokládejme nejprve, že banka používá jednoduché úrokování. Jistina bude narůstat následovně:


období
jistina
úrok po zd.
navýšená jistina


1. rok
15 000
637,5
15 638
Kč


2. rok
15 638
637,5
16 275
Kč


3. rok
16 275
637,5
16 913
Kč


4. rok
16 913
637,5
17 550
Kč


5. rok
17 550
637,5
18 188
Kč


6. rok
18 188
637,5
18 825
Kč

Jistina roste jako členy aritmetické posloupnosti, kde diference je: 
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Předpokládejme nyní, že banka používá složené úrokování. Jistina bude narůstat následovně:


období
jistina
úrok po zd.
navýšená jistina


1. rok
15 000
638
15 638
Kč


2. rok
15 638
665
16 303
Kč


3. rok
16 303
693
16 996
Kč


4. rok
16 996
722
17 718
Kč


5. rok
17 718
753
18 471
Kč


6. rok
18 471
785
19 256
Kč

Jistina roste jako členy geometrické posloupnosti, kde kvocient je: 
[image: image49.wmf]0425
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Částky jsou zaokrouhlené na celé koruny.

Dosud jsme se zabývali případem, kdy se úroky připisují jednou za období, vždy na konci úrokovacího období (zpravidla roku). Zabývejme se nyní složitějším případem, předpokládejme složené úrokování. Rozdělme úrokovací období na 
[image: image50.wmf]m

 stejných dílků (
[image: image51.wmf]N
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) a předpokládejme, že se úroky připisují vždy na konci 
[image: image52.wmf]m
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 období. Po připsání úroků se již za základ bere navýšená částka.
Předpokládejme, že sazba 
[image: image53.wmf]p

 se vztahuje k úrokovacímu období (zpravidla roku, p.a.). Nechť si na počátku období uložíme částku 
[image: image54.wmf]j

.
Po uplynutí 
[image: image55.wmf]m
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 období a připsání úroků bude jistina: 
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Po uplynutí další 
[image: image57.wmf]m
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 období a připsání úroků bude jistina: 
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Po uplynutí celého období (
[image: image59.wmf]m
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) a připsání úroků bude jistina: 
[image: image60.wmf]m
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Připisují-li se úroky pouze jednou na konci období, bude jistina na konci období: 
[image: image61.wmf])
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 za období (vždy na konci 
[image: image63.wmf]m
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 období), bude jistina na konci období: 
[image: image64.wmf]m
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Nechť si na počátku období uložíme částku 
[image: image65.wmf]j

 a necháme ji tam po 
[image: image66.wmf]n

 období, na konci 
[image: image67.wmf]-
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tého období částku vybereme. Předpokládejme, že se úroky připisují 
[image: image68.wmf]´

m

 za období. Pak tam na konci 
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Je zřejmé, že i v tomto případě roste jistina jako členy geometrické posloupnosti. Posloupnost jistin na konci období je geometrická s kvocientem: 
[image: image71.wmf](
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[image: image72.wmf]1
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, máme předchozí případ.

Příklad:

Vraťme se opět k předchozímu příkladu, neuvažujme daň z úroku, ale předpokládejme, že se úroky připisují pololetně (tj. 2( za rok).

[image: image73.wmf];
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Jistina bude narůstat následovně:


období
jistina

navýšená jistina


1. rok
15 000

15 759
Kč


2. rok
15 759

16 557
Kč


3. rok
16 557

17 395
Kč


4. rok
17 395

18 276
Kč


5. rok
18 276

19 201
Kč


6. rok
19 201

20 173
Kč

Částky jsou zaokrouhlené na celé koruny.

Příklad:

Vraťme se opět k předchozímu příkladu, neuvažujme daň z úroku, ale předpokládejme, že se úroky připisují čtvrtletně (tj. 4( za rok).


[image: image74.wmf];
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Jistina bude narůstat následovně:


období
jistina

navýšená jistina


1. rok
15 000

15 764
Kč


2. rok
15 764

16 567
Kč


3. rok
16 567

17 411
Kč


4. rok
17 411

18 298
Kč


5. rok
18 298

19 231
Kč


6. rok
19 231

20 210
Kč

Částky jsou zaokrouhlené na celé koruny.

Nadále se budeme zabývat tzv. limitním případem. Nechme počet dílků 
[image: image75.wmf]m

 vzrůstat do nekonečna. Pak úrokovací období rozdělíme na nekonečně mnoho nekonečně malých dílků. Úroky se připisují nepřetržitě čili spojitě, jedná se o spojité úrokování, které má význam spíše teoretický. Použijeme výsledek z matematické analýzy (viz MA), kde se probírají limity posloupností.

[image: image76.wmf];
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[image: image77.wmf];
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Kde 
[image: image78.wmf]718
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 je základ přirozených logaritmů. Modelový příklad: Uložíme si začátkem roku 1 Kč na 100% úrok. Budou-li se úroky připisovat ročně, budeme tam mít na konci roku 2 Kč. Při spojitém připisování úroků tam budeme na konci roku mít 2,71 Kč (e korun).
Je překvapující, že se základem přirozených logaritmů se setkáme i ve finanční matematice.

Nechť si na počátku období uložíme částku 
[image: image79.wmf]j

 a necháme ji tam po 
[image: image80.wmf]n

 období, na konci 
[image: image81.wmf]-

n

tého období částku vybereme. Předpokládejme, že se úroky připisují spojitě. Pak tam na konci 
[image: image82.wmf]-
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tého období budeme mít:
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Při spojitém připisování úroků také jistina roste jako členy geometrické posloupnosti, přičemž kvocient je: 
[image: image84.wmf]p
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Příklad:

Vraťme se opět k předchozímu příkladu, neuvažujme daň z úroku, ale předpokládejme, že se úroky připisují spojitě.

[image: image85.wmf];
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Jistina bude narůstat následovně:


období
jistina

navýšená jistina


1. rok
15 000

15 769
Kč


2. rok
15 769

16 577
Kč


3. rok
16 577

17 427
Kč


4. rok
17 427

18 321
Kč


5. rok
18 321

19 260
Kč


6. rok
19 231

20 248
Kč

Částky jsou zaokrouhlené na celé koruny.

Proveďme porovnání jistiny po 6 letech.
· úroky se připisují 1( ročně
20 101
Kč

· úroky se připisují 2( ročně
20 173
Kč

· úroky se připisují 4( ročně
20 210
Kč

· úroky se připisují spojitě
20 248
Kč

Z porovnání je vidět, že rozdíl není příliš velký.
Ve finanční matematice se také uplatní vzorec pro součet členů geometrické posloupnosti.

Předpokládejme, že si vždy na počátku období (zpravidla roku) ukládáme částku 
[image: image86.wmf]K

 po dobu 
[image: image87.wmf]n

 období. Kolik budeme mít naspořeno na konci 
[image: image88.wmf]-

n

tého období, je-li úroková sazba 
[image: image89.wmf]p

? Předpokládáme, že úroky se připisují 1( na konci období
Vklad na počátku 1. období se nám zúročí: 
[image: image90.wmf];
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Vklad na počátku 2. období se nám zúročí: 
[image: image91.wmf];
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Vklad na počátku 3. období se nám zúročí: 
[image: image92.wmf];
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Vklad na počátku 
[image: image93.wmf]-
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tého období se nám zúročí: 
[image: image94.wmf];

)

1

(

1

k

n

p

K

-

+

+


Vklad na počátku 
[image: image95.wmf]-
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tého období se nám zúročí: 
[image: image96.wmf];
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Vklad na počátku 
[image: image97.wmf]-

n

tého období se nám zúročí: 
[image: image98.wmf]);

1

(

p

K

+


Naspořená částka na konci 
[image: image99.wmf]-

n

tého období bude:

[image: image100.wmf];
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Použili jsme vzorec pro součet prvních 
[image: image101.wmf]n

 členů geometrické posloupnosti s kvocientem 
[image: image102.wmf]p

+

1

.
Předpokládejme nyní, že si vždy na konci období (zpravidla roku) ukládáme částku 
[image: image103.wmf]K

 po dobu 
[image: image104.wmf]n

 období. Kolik budeme mít naspořeno na konci 
[image: image105.wmf]-

n

tého období, je-li úroková sazba 
[image: image106.wmf]p

?

Naspořená částka na konci 
[image: image107.wmf]-

n

tého období bude:

[image: image108.wmf];
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Použili jsme opět vzorec pro součet prvních 
[image: image109.wmf]n

 členů geometrické posloupnosti s kvocientem 
[image: image110.wmf]p

+

1

.

Poznámka:

Výraz: 
[image: image111.wmf]p

p

p
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 se nazývá „předlhůtní střadatel“.

Výraz: 
[image: image112.wmf]p

p

n

1

)

1
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 se nazývá „polhůtní střadatel“.

Ukládáme-li na počátku každého období částku 
[image: image113.wmf]K

, je to jako kdybychom ukládali na konci každého období částku 
[image: image114.wmf])
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.
Předpokládejme nyní, že ukládáme během každého období (v pravidelných intervalech) částku 
[image: image115.wmf]K

. Nechť 
[image: image116.wmf]q

ˆ

 je poměrná část období od okamžiku uložení do konce období (
[image: image117.wmf]1

ˆ

0

£

£

q

).
Vklad během 1. období se nám zúročí: 
[image: image118.wmf];
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Vklad během 2. období se nám zúročí: 
[image: image119.wmf];
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Vklad během 
[image: image120.wmf]-

k

tého období se nám zúročí: 
[image: image121.wmf];
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Vklad během 
[image: image122.wmf]-
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tého období se nám zúročí: 
[image: image123.wmf]);
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Vklad během 
[image: image124.wmf]-

n

tého období se nám zúročí: 
[image: image125.wmf]);
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Naspořená částka na konci 
[image: image126.wmf]-

n

tého období bude:

[image: image127.wmf];
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Použili jsme opět vzorec pro součet prvních 
[image: image128.wmf]n

 členů geometrické posloupnosti s kvocientem 
[image: image129.wmf]p

+

1

.

Je-li 
[image: image130.wmf]1

ˆ

=

q

, ukládáme na počátku každého období. Je-li 
[image: image131.wmf]0

ˆ

=

q

, ukládáme na konci každého období.
Někdy nás zajímá, za jak dlouho vzroste jistina na jistý násobek původní jistiny. Nechť je úroková sazba 
[image: image132.wmf]p

 (vyjádřená desetinným číslem). Zajímá nás, po kolika obdobích tam bude aspoň 
[image: image133.wmf]-

c

násobek původní jistiny (
[image: image134.wmf]1
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). Řešíme rovnici:


[image: image135.wmf]c
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[image: image136.wmf])
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Pokud podíl nevyjde celé číslo, bere se nejblíže vyšší celé číslo, tj. 
[image: image137.wmf]ë

û

1

+

n

. Rovnici jsme vyřešili logaritmováním.
Příklad.
Na začátku roku uložíme jistou částku na účet, kde je sazba 4% p.a. Úroky se připisují vždy na konci roku. Za jak dlouho nám částka vzroste na 1,5 násobek původní částky? Za jak dlouho nám částka vzroste na dvojnásobek původní částky?

První případ: 
[image: image138.wmf];
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[image: image139.wmf];
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Druhý případ: 
[image: image140.wmf];
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[image: image141.wmf];
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Příklad.

Na začátku roku vložíme na účet částku 20 000 Kč, kde je sazba 3% p.a. Úroky se připisují na konci roku. Za jak dlouho nám částka vzroste aspoň na 25 000 Kč?
Konstantu 
[image: image142.wmf]c

 vypočteme podílem, 
[image: image143.wmf]25
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[image: image144.wmf];
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Předpokládejme, že si vždy na počátku období (zpravidla roku) ukládáme částku 
[image: image145.wmf]K

 po dobu 
[image: image146.wmf]n

 období. Kolik budeme mít naspořeno na konci 
[image: image147.wmf]-

n

tého období, je-li úroková sazba 
[image: image148.wmf]p

? Předpokládáme, že úroky se tentokrát připisují 
[image: image149.wmf]´

m

 za období, vždy na konci 
[image: image150.wmf]m

1

 období.

Vklad na počátku 1. období se nám zúročí: 
[image: image151.wmf];
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Vklad na počátku 2. období se nám zúročí: 
[image: image152.wmf];
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Vklad na počátku 3. období se nám zúročí: 
[image: image153.wmf];
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Vklad na počátku 
[image: image154.wmf]-

k

tého období se nám zúročí: 
[image: image155.wmf];
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Vklad na počátku 
[image: image156.wmf]-
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tého období se nám zúročí: 
[image: image157.wmf];
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Vklad na počátku 
[image: image158.wmf]-

n

tého období se nám zúročí: 
[image: image159.wmf];
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Naspořená částka na konci 
[image: image160.wmf]-

n

tého období bude:

[image: image161.wmf];
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Použili jsme vzorec pro součet prvních 
[image: image162.wmf]n

 členů geometrické posloupnosti s kvocientem 
[image: image163.wmf]m
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p
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Položme: 
[image: image164.wmf]m
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, pak se vzorec zjednoduší: 
[image: image165.wmf];
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Je-li 
[image: image166.wmf]1

=

m

, dostaneme předchozí případ, 
[image: image167.wmf];
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Předpokládejme nyní spojité připisování úroků, tj. 
[image: image168.wmf]¥

®

m

.
Vklad na počátku 1. období se nám zúročí: 
[image: image169.wmf];
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Vklad na počátku 2. období se nám zúročí: 
[image: image170.wmf];
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Vklad na počátku 3. období se nám zúročí: 
[image: image171.wmf];
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Vklad na počátku 
[image: image172.wmf]-

k

tého období se nám zúročí: 
[image: image173.wmf];
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Vklad na počátku 
[image: image174.wmf]-
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tého období se nám zúročí: 
[image: image175.wmf];
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Vklad na počátku 
[image: image176.wmf]-

n

tého období se nám zúročí: 
[image: image177.wmf];
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Naspořená částka na konci 
[image: image178.wmf]-

n

tého období bude:

[image: image179.wmf];
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Použili jsme vzorec pro součet prvních 
[image: image180.wmf]n

 členů geometrické posloupnosti s kvocientem 
[image: image181.wmf]p

e

.

Příklad.

Na počátku každého roku budeme ukládat částku 10 000 Kč. Předpokládejme, že úroková míra je 3% p.a. a úroky se připisují 1( ročně (vždy na konci roku). Kolik budeme mít naspořeno na konci 6. roku?
V našem případě je: 
[image: image182.wmf];
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Použijeme vzorec uvedený dříve, naspořená částka na konci 6. roku bude:

[image: image183.wmf];
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Příklad.

Vraťme se k předchozímu příkladu. Předpokládejme nyní, že se úroky připisují 2( ročně, jinak je vše stejné. Kolik budeme mít naspořeno na konci 6. roku?
V našem případě je: 
[image: image184.wmf];
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[image: image185.wmf];
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Použijeme vzorec uvedený dříve, naspořená částka na konci 6. roku bude:


[image: image186.wmf];
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Příklad.

Vraťme se k předchozímu příkladu. Předpokládejme nyní, že se úroky připisují spojitě, jinak je vše stejné. Kolik budeme mít naspořeno na konci 6. roku?


[image: image187.wmf];
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[image: image188.wmf];
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Zabývejme se nyní případem, kdy ukládáme několikrát za období. Nechť ukládáme v pravidelných intervalech 
[image: image189.wmf]´

L

 za období stejnou částku 
[image: image190.wmf]a

, přičemž začneme ukládat na počátku období. Předpokládáme, že úroky se připisují až na konci období.
Na konci období budeme mít uloženo: 
[image: image191.wmf];
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 úroky budou činit:

[image: image192.wmf]);
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Jedná se o součet členů aritmetické posloupnosti.
Částka po připsání úroků bude činit:

[image: image193.wmf];
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Speciálně pro 
[image: image194.wmf]1

=

L

 dostaneme již známý vzorec: 
[image: image195.wmf]);
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Nechť nyní začneme ukládat až po uplynutí 
[image: image196.wmf]L

1

 období, ukládáme v pravidelných intervalech 
[image: image197.wmf]´

L

 za období stejnou částku 
[image: image198.wmf]a

. Lišit se bude výše úroků.
Na konci období budeme mít uloženo: 
[image: image199.wmf];
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 úroky budou činit:

[image: image200.wmf]);
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Jedná se o součet členů aritmetické posloupnosti.

Částka po připsání úroků bude činit:

[image: image201.wmf];
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Speciálně pro 
[image: image202.wmf]1

=

L

 dostaneme již známý vzorec: 
[image: image203.wmf];
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Příklad:
Předpokládejme úrokovací období rok, ukládáme si pravidelně částku 
[image: image204.wmf]a

.
a) začátkem každého pololetí
b) začátkem každého čtvrtletí

c) začátkem každého měsíce

Určíme částku i s úroky na konci kalendářního roku, je-li úroková míra 
[image: image205.wmf]p

.
ad a) 
[image: image206.wmf];
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[image: image207.wmf];
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ad b) 
[image: image208.wmf];
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[image: image209.wmf];
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ad c) 
[image: image210.wmf];
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[image: image211.wmf];
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Příklad:

Předpokládejme úrokovací období rok, ukládáme si pravidelně částku 
[image: image212.wmf]a

.

a) koncem každého pololetí

b) koncem každého čtvrtletí

c) koncem každého měsíce

Určíme částku i s úroky na konci kalendářního roku, je-li úroková míra 
[image: image213.wmf]p

.

ad a) 
[image: image214.wmf];
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[image: image215.wmf];
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ad b) 
[image: image216.wmf];
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[image: image217.wmf];
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ad c) 
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Budeme-li pravidelně ukládat 
[image: image220.wmf]´

L

 za období (vždy na počátku 
[image: image221.wmf]L

1

 období) stejnou částku 
[image: image222.wmf]a

 po dobu 
[image: image223.wmf]n

 období. Je to jako, kdybychom ukládali vždy na konci období částku 
[image: image224.wmf]);
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Na konci 
[image: image225.wmf]-

n

tého období bude částka i s úroky:
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Budeme-li pravidelně ukládat 
[image: image227.wmf]´

L

 za období (vždy na konci 
[image: image228.wmf]L

1

 období) stejnou částku 
[image: image229.wmf]a

 po dobu 
[image: image230.wmf]n

 období. Je to jako, kdybychom ukládali vždy na konci období částku 
[image: image231.wmf]);
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Na konci 
[image: image232.wmf]-

n

tého období bude částka i s úroky:
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Příklad:
Předpokládejme, že úrokovací období je rok. Úroková míra je 6%, úroky se připisují vždy koncem roku, daň z úroků neuvažujeme. Na začátku každého čtvrtletí si ukládáme částku 2 000 Kč. Kolik tam budeme mít na konci 3. roku?
Celkem tam za 3 roky uložíme 
[image: image234.wmf]24000
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. K tomu se ještě připíšou úroky. V našem případě je: 
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 Použijeme dříve odvozený vzorec:

[image: image236.wmf];
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Je to jako, kdybychom na konci každého roku ukládali částku 8300 Kč.
Výsledná částka i s úroky činí: 
[image: image237.wmf];
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Na konci 3. roku tam budeme mít i s úroky: 26 424 Kč.
Příklad:

Vraťme se k předchozímu příkladu, podmínky jsou stejné, ale ukládáme začátkem každého pololetí částku 4 000 Kč. Kolik tam budeme mít na konci 3. roku?
Celkem tam za 3 roky uložíme 
[image: image238.wmf]24000
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 Použijeme dříve odvozený vzorec:


[image: image240.wmf];
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Je to jako, kdybychom na konci každého roku ukládali částku 8360 Kč.

Výsledná částka i s úroky činí: 
[image: image241.wmf];
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Na konci 3. roku tam budeme mít i s úroky: 26 615 Kč, což je o trochu více než minule.
Příklad:

Předpokládejme, že úrokovací období je rok. Úroková míra je 6%, úroky se připisují vždy koncem roku, daň z úroků neuvažujeme. Na začátku každého měsíce si ukládáme částku 500 Kč. Kolik tam budeme mít na konci 4. roku?
Celkem tam za 4 roky uložíme 
[image: image242.wmf]24000
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. K tomu se ještě připíšou úroky. V našem případě je: 
[image: image243.wmf];
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 Použijeme dříve odvozený vzorec:


[image: image244.wmf];
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Je to jako, kdybychom na konci každého roku ukládali částku 6195 Kč.

Výsledná částka i s úroky činí: 
[image: image245.wmf];
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Na konci 4. roku tam budeme mít i s úroky: 27 101 Kč.

Příklad:

Vraťme se k předchozímu příkladu, podmínky jsou stejné, ale ukládáme na počátku každého čtvrtletí (kvartálu) částku 1 500 Kč. Kolik tam budeme mít na konci 4. roku?
Celkem tam za 4 roky uložíme 
[image: image246.wmf]24000
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. K tomu se ještě připíšou úroky. V našem případě je: 
[image: image247.wmf];

1500

;

06

,

0

%

6

,

4

,

4

=

=

=

=

=

a

p

n

L

 Použijeme dříve odvozený vzorec:


[image: image248.wmf];
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Je to jako, kdybychom na konci každého roku ukládali částku 6225 Kč.

Výsledná částka i s úroky činí: 
[image: image249.wmf];
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Na konci 4. roku tam budeme mít i s úroky: 27 232 Kč, což je o trochu více než minule.

Příklad:

Předpokládejme, že úrokovací období je rok. Úroková míra je 6%, úroky se připisují pololetně (koncem pololetí), daň z úroků neuvažujeme. Na začátku každého čtvrtletí si ukládáme částku 2 000 Kč. Kolik tam budeme mít na konci 3. roku?
Celkem tedy bude 6 pololetí, uložíme 2( za pololetí.

Celkem tam za 3 roky uložíme 
[image: image250.wmf]24000
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. K tomu se ještě připíšou úroky. V našem případě je: 
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 Použijeme dříve odvozený vzorec:
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Je to jako, kdybychom na konci každého pololetí ukládali částku 4090 Kč.

Výsledná částka i s úroky činí: 
[image: image253.wmf];
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Na konci 3. roku tam budeme mít i s úroky: 26 456 Kč, což je o trochu více než v jednom z dřívějších příkladů.
Příklad:

Předpokládejme, že úrokovací období je rok. Úroková míra je 6%, úroky se připisují kvartálně (koncem čtvrtletí), daň z úroků neuvažujeme. Na začátku každého čtvrtletí si ukládáme částku 2 000 Kč. Kolik tam budeme mít na konci 3. roku?
Celkem tedy bude 12 čtvrtletí, uložíme 1( za čtvrtletí.

Celkem tam za 3 roky uložíme 
[image: image254.wmf]24000
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 Použijeme dříve odvozený vzorec:


[image: image256.wmf];
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Je to jako, kdybychom na konci každého čtvrtletí (kvartálu) ukládali částku 2030 Kč.

Výsledná částka i s úroky činí: 
[image: image257.wmf];
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Na konci 3. roku tam budeme mít i s úroky: 26 474 Kč, což je o trochu více než v předchozím příkladu.

Příklad:

Předpokládejme, že úrokovací období je rok. Úroková míra je 6%, úroky se připisují měsíčně, daň z úroků neuvažujeme. Na začátku každého čtvrtletí si ukládáme částku 2 000 Kč. Kolik tam budeme mít na konci 3. roku?
Celkem tam za 3 roky uložíme 
[image: image258.wmf]24000
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. K tomu se ještě připíšou úroky. Měsíční sazba je 
[image: image259.wmf];
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Výsledná částka bude:
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[image: image261.wmf];
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Na konci 3. roku tam budeme mít i s úroky: 26 485 Kč, což je o trochu více než v předchozím příkladu.

Příklad:

Předpokládejme, že úrokovací období je rok. Úroková míra je 6%, úroky se připisují spojitě, daň z úroků neuvažujeme. Na začátku každého čtvrtletí si ukládáme částku 2 000 Kč. Kolik tam budeme mít na konci 3. roku?
Celkem tam za 3 roky uložíme 
[image: image262.wmf]24000
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Výsledná částka na konci 3. roku bude:

[image: image263.wmf](
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[image: image264.wmf];
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Na konci 3. roku tam budeme mít i s úroky: 26 498 Kč, což je o trochu více než v předchozím příkladu.

Nechť máme naspořeno 
[image: image265.wmf]K

 peněz, chceme si na konci každého období pravidelně vybírat částku 
[image: image266.wmf]a

 po dobu 
[image: image267.wmf]n

 období. Úroková sazba je 
[image: image268.wmf]p

.
Máme určit, kolik musíme mít naspořeno, abychom si mohli pravidelně vybírat danou částku.
Máme určit, jakou nejvyšší částku si můžeme vybírat, známe-li naspořenou částku.
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odtud dostaneme: 
[image: image270.wmf];
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[image: image271.wmf];
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[image: image272.wmf];
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Výraz 
[image: image273.wmf]p
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 se nazývá (polhůtní) zásobitel.
Příklad:

Chceme si z účtu pravidelně koncem roku vybírat částku 24 000 Kč po dobu 8 let. Úroková sazba je 3% p.a. Kolik musíme mít minimálně naspořeno?
V našem případě je: 
[image: image274.wmf];
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[image: image275.wmf];
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Musíme mít naspořeno aspoň 168 473 Kč.
Celkem vybereme: 
[image: image276.wmf]000
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 Kč, neboť částka se navýší o úroky.
Příklad:

Máme naspořeno na účtu 200 000 Kč, úroková sazba je 3% p.a. Chceme si koncem roku pravidelně vybírat jistou částku po dobu 8 let. Jakou nejvyšší částku můžeme vybírat?
V našem případě je: 
[image: image277.wmf];
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[image: image278.wmf];
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Můžeme vybírat nejvýše 28 492 Kč.
Celkem vybereme: 
[image: image279.wmf]936
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 Kč, neboť částka se navýší o úroky.
Příklad:

Podmínky stejné jako v předchozím příkladu, ale budeme vybírat jen 24 000 Kč ročně. Kolik budeme mít na účtu koncem 8. roku?
Výsledná částka bude:
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[image: image281.wmf];
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Na konci 8. roku budeme mít na účtu asi 39 938 Kč.
Předpokládejme nyní, že jsme si půjčili peníze (vzali si úvěr) s úrokovou sazbou 
[image: image282.wmf]p

. Úvěr budeme splácet postupně, vždy na konci úrokovacího období budeme splácet jistou částku (nazývá se anuita).
Vzniká otázka: Kolik musíme splácet, abychom po 
[image: image283.wmf]n

 obdobích dluh umořili?
Částka, kterou budeme pravidelně splácet, se nazývá anuita. Předpokládáme, že jde o složené úrokování. Výše úvěru buď 
[image: image284.wmf]V

, výše splátky 
[image: image285.wmf]a

. Kdybychom úvěr nespláceli, dluh by po 
[image: image286.wmf]n

 obdobích narostl následovně: 
[image: image287.wmf]n
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Výši anuity odvodíme z následující rovnice.
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[image: image289.wmf];
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Odtud dostáváme: 
[image: image290.wmf];
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Výraz: 
[image: image291.wmf]n
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 se nazývá umořovatel.
Příklad:
Firma si vzala na počátku roku úvěr ve výši 45 milionů Kč. Úroková sazba činí 15% p.a. Firma chce úvěr splácet vždy na konci roku, přičemž ho chce splatit (umořit) po 10 letech. Kolik činí výše jedné splátky (anuity)?

V našem případě je: 
[image: image292.wmf];
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 použijeme předchozí vzorce. Umořovatel činí: 
[image: image293.wmf];
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Výše jedné splátky (anuity) činí: 
[image: image294.wmf];
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Každý rok bude firma splácet částku 8 968 000 Kč. Celkem zaplatí 89 680 000 Kč, přičemž na úrocích to bude 44 680 000 Kč.
Předpokládejme, že jsme si půjčili částku 
[image: image295.wmf]V

, úroková sazba je 
[image: image296.wmf]p

, budeme vždy na konci období splácet částku 
[image: image297.wmf]a

. Za jak dlouho dluh umoříme?
Vyjdeme z rovnice: 
[image: image298.wmf];
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 po úpravě dostaneme:
[image: image299.wmf];
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[image: image300.wmf];
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 odtud dostáváme: 
[image: image301.wmf];
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Musí platit: 
[image: image302.wmf]0
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[image: image303.wmf]Vp
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, abychom dluh vůbec někdy umořili. Jinak dluh umoří nás. Splátka musí být vyšší než úroky.
Příklad:

Jistý občan si vzal od banky úvěr ve výši 75 000 Kč. Úroková sazba je 12% p.a. Úvěr bude splácet vždy na konci roku po částkách 25 000 Kč. Za jak dlouho umoří dluh?

V našem případě je: 
[image: image304.wmf];
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[image: image305.wmf];
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 Protože splátka je vyšší než úrok, občan dluh někdy umoří.

[image: image306.wmf];
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Úvěr bude umořen za 4 roky.
Pokud by občan splácel méně než 9 000 Kč ročně, dluh by nikdy neumořil (dluh by umořil jeho). V tom případě mu banka ani úvěr neposkytne.
Použité zdroje:

1) Kadeřábek J., Picek J.: Kapitoly z finanční matematiky (skripta TUL, 2007)

2) Odvárko O.: Úlohy z finanční matematiky (Prometheus, 2005)
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